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Conceitos Basicos

Introducao

@ Para proteger a informagdo dos erros causados pelo canal de
comunica¢do, é necessario utilizar cédigos corretores de erros (CCE)

@ Os CCE inserem redundancia na mensagem transmitida
@ Os CCE podem ser de dois tipos: cédigos de bloco e cédigos
convolucionais
o Cédigos de bloco sdo sem memédria e transformam k digitos em uma
palavra cédigo de n digitos (n > k)
@ Cddigos convolucionais possuem memdria, sendo os n digitos de saida
dependentes da entrada k e de uma memdria (dados anteriores)
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Conceitos Basicos

Introducao

@ O teorema da codificacdo de canais ruidosos de Shannon estabelece
para um canal com capacidade C, existem cédigos com taxa R < C
tal que a probabilidade de erro (apds a decodificacdo de maxima
verossimilhanga)

Pe S 2—nEb(R)

@ Em que E,(R) representa a energia de bit em fun¢do da taxa R

@ Assim, a probabilidade de erro pode se tornar arbitrariamente
pequena mantendo-se a taxa R constante e fazendo-se o
comprimento da palavra cédigo n aumentar

@ Do ponto de vista prético, a decodificacdo de cddigos de
comprimento elevado é mais complexa

@ Cédigos Turbo e LDPC sao os que alcangam os melhores resultados
atualmente
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Conceitos Basicos

Introducao

@ Um cédigo (n, k) é aquele em que k digitos de informag3o sdo
transmitidos por uma palavra cédigo de n digitos

@ Os digitos ndo sdo necessariamente binarios

@ A taxa do cédigo (n, k) é definida como R = k/n

@ Tanto os digitos de informac3o, quanto as palavras cédigos podem ser
organizadas em vetores

o d é um vetor de dimens3o k
@ ¢ € um vetor de dimens3o n

@ A distancia de Hamming entre dois vetores c e ¢’ corresponde ao
nimero de elementos em que eles diferem

@ Uma esfera de Hamming de raio t engloba todos os vetores ¢’ que
estdo a uma distancia de Hamming t da palavra cédigo c
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Conceitos Basicos

Introducao

@ Um CCE pode corrigir até t erros se a distancia de Hamming minima
entre as palavras cédigo é dada por

dmin = 2t+1

@ Essa condicdo € necessdria para que as esferas de Hamming n3o se
interceptem

@ Através de técnicas de combinatdria é possivel encontrar o nimero de
esferas de Hamming para um cddigo (n, k)

@ Se m = n — k (nimero de digitos de redundancia), entdo o limitante
de Hamming é dado por

= ()
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Conceitos Basicos

Introducao

@ O limitante de Hamming é uma condi¢do necessaria (mas néo
suficiente) para que um cédigo (n, k) possa corrigir t erros

@ Se a igualdade é verificada, o cédigo é dito ser perfeito

@ Para t =1 (dmin = 3), cbdigos perfeitos sdo chamados de cddigos de
Hamming

@ Nesse caso, tem-se que

1
n
2" = ) <> =1+n
=0V
n = 2"M—-1
@ Cédigos de Hamming com m > 3 podem ser escritos como

(n,k,d)=(2"—-1,2" —1—m,m)
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Conceitos Basicos

Introducao

@ O cédigo de Hamming (7,4, 3) permite corrigir um erro e possui taxa
4/7 =0,57

@ Se o objetivo for apenas detectar o erro e ndo corrigir, os requisitos de
distdncia minima sdo menores

@ Um cddigo permite a deteccdo de t erros se a sua distdncia minima é
dmin = t+1

© O estudo dos CCE ficara limitado aqui aos cdédigos binarios

o Nos demais casos é necessdrio um formalismo com corpos finitos
(Galois)

@ No caso bindrio, as operagdes serdo realizadas médulo-2 (adigdo
como uma operagido XOR)
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Cédigos de Bloco

@ As palavras de dados e palavras cédigo sao representadas
respectivamente pelos vetores

d = (d17d27”' 7dk)

== (C17C27"' )Cn)

@ A codificacdo de um cédigo de bloco linear é realizada pela operagdo
c =d.G, em que G é a matriz geradora do cédigo com dimensdo

kxn

@ Um cddigo é sistemdtico quando ¢; = di,- -+, ck = di € os demais
termos cky1,- - , Cn sdo fungles de d

@ Para um cédigo sistematico, os m = n — k elementos cx11, -, Cn

sao chamados de digitos de paridade
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Cédigos de Bloco

@ A matriz geradora de um cédigo sistematico é escrita como
G = [lxk Pkxm]
@ Para esse tipo de cédigo, as palavras cédigo sdo dadas por

c = dG=d[l P]
= [ddP] =[d cp]

@ Em que cp = dP s3o conhecidos como digitos de paridade

@ O peso de uma palavra cdédigo corresponde ao nimero de uns na
palavra cédigo

@ A distancia de Hamming e o peso estdo relacionados por
d(ca,cp) = peso(c, & cp)
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Cdédigos de Bloco

@ Exemplo: Escrever as palavras cédigo do cédigo (6,3) com matriz
geradora dada por
100101
G = 010011
001110

@ Verifique a distancia minima do cddigo e a sua capacidade de correcao

—0
<

Commutator

Data input
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Cédigos de Bloco Lineares

Propriedades dos Cddigos Lineares

@ Um cddigo de bloco é linear se para duas palavras cédigo quaisquer
C, € Cp, a palavra cédigo c, @ cp, pertence ao cédigo

@ A palavra cédigo 00 - - - 00 pertence a todo cédigo linear
@ A distancia minima é igual ao peso minimo

@ A decodificagdo de um cddigo linear pode ser feita através do cdlculo
da sindrome do erro

@ Para isso, verifica-se que

dP®c, = [d cp][:?n]:o

(o}

cH™ = o, HT:[ P

Im

},ouH:[PT 1]
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Cédigos de Bloco Lineares

Propriedades dos Cddigos Lineares

@ A matriz H é chamada de matriz de (checagem) paridade

@ Se uma palavra c pertence ao cédigo, entdo a relacdo descrita
anteriormente ¢ verificada
@ Se devido ao ruido, a palavra recebida for dada por r = c @ e, entdo

s = rH =eH’

9 s é chamada de sindrome e caracteriza o erro e

@ A correspondéncia do erro e a sindrome ndo é um-a-um (2" padrdes
de erro para 2 sindromes)

@ Na decodifica¢do, o padrdo de erro escolhido é o de menor peso (mais

provavel)

C = rdemp
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Cédigos de Bloco Lineares

Decodificacao de Cédigos Lineares

@ Exemplo: Determinar para o cédigo (6,3) com matriz geradora dada
por

100101
G = 010011
001110

@ A sua matriz de paridade HT, a sua tabela de sindromes e a palavra
cédigo correspondente ao vetor recebido r = (100011)
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Cédigos de Bloco Lineares

Cédigos de Hamming

@ A construcdo de bons cédigos ndo segue uma receita unica

@ Existem diversas construcbes que exploram propriedades das matrizes
geradoras e de paridade

@ O cédigo de Hamming (7,4) é construido da seguinte forma

@ Cada padrdo de erro de um bit corresponde a uma sindrome distinta

o Cada uma das sete linhas da matriz de paridade deve ser distinta das
demais

o Assim, s = eH” corresponde a uma linha da matriz H' para erros de
peso 1

@ O ordenamento das linhas de HT pode variar, mas a forma sistematica
é preferivel
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Cédigos de Hamming

@ Uma possivel construcdo para H' e G correspondente é dada por

111
110
101
HT = 011:“3}
100 m
010
0 0 1|
10000111
010071710
G_['kp]_0010101
0001011
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Cdédigos Ciclicos

@ Cédigos ciclicos sdo uma subclasse de cddigos lineares em que os
procedimentos de codificagdo e cdlculo de sindrome podem ser
implementados facilmente com o uso de registradores de

deslocamento
@ Em um cédigo ciclico, o deslocamento lateral dos elementos de uma

palavra cédigo resulta em outra palavra cédigo

c = (C17C27"' 7Cn—17cn)
/
¢ = (o,a, " ,cnc1)
i
) = (cir1,Civas s Cny €Ly 5 C)

@ Palavras cédigo podem ser representadas por polindmios de grau
n — 1 com coefientes bindrios, ou seja
c(x) = ax" 4 ox" %+ +¢,
cN(x) = Grx" +cpax" 24X +ax T4
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Cédigos de Bloco Lineares

Cdédigos Ciclicos

@ Em um cédigo ciclico, o resto da divisdo de x'c(x) por x" +1 é c()(x)
@ Nas operagdes, a subtragdo é equivalente a soma (ou exclusivo)

@ Considerando um cédigo (n, k) em que as palavras cddigo e de dados
podem ser representadas pelos polinémios

@ O cddigo pode ser gerado através da operagdo c(x) = d(x)g(x), em
que g(x) é chamado de polinémio gerador do cddigo

@ Se g(x) é um polindmio de grau n — k e um fator de x” + 1, entdo
g(x) é um polindmio que gera um cddigo linear ciclico (n, k)
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Cédigos de Bloco Lineares

Cdédigos Ciclicos

@ Exemplo: Obtenha um polindmio gerador para um cédigo ciclico
(7,4) e obtenha as palavras cédigo para os vetores de dados (1010),
(1111), (0001) e (1000)

@ Solugdo: Verificar que x’ +1=(x+1)(x* +x + 1)(x3 + x>+ 1) e
que x3 + x2 +1 ou x3 + x + 1 podem ser polindmios geradores

@ Este cdédigo ndo estd na forma sistematica
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Cédigos de Bloco Lineares

Cdédigos Ciclicos

@ Para o cédigo estar na forma sistemdtica, ele deve ser escrito como

c(x) = x"*d(x) + p(x)
= Resto x"Hd(x)
plx) = Rest g(x)

@ Exemplo: Para o cédigo ciclico (7,4) com gerador x> + x? + 1
codifique de modo sistemdtico o vetor de dados (1010)

@ Construa a matriz geradora do cédigo notando que as linhas da
matriz representam as palavras cédigo referentes a (1000), (0100),
(0010) e (0001) nesta ordem

@ Construir o restante do cddigo e verificar as suas propriedades ciclicas
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Cédigos de Bloco Lineares

Decodificacao de Cdédigos Ciclicos

@ Em um cédigo ciclico, ¢(x) é um miiltiplo de g(x), ou seja, c(x) é

divisivel por g(x)

@ Dado um polindmio r(x) referente a palavra recebida r, um erro é

detectavel se r(x) ndo é divisivel por g(x), assim

s(x)
(x)

= ml(x) + g
r(x)
g(x)

s(x) = Resto

@ s(x) é um polindmio de sindrome de grau menor ou iguala n—k —1

@ Se r(x) = c¢(x) + e(x), entdo

e(x)

s(x) = Resto 200
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Cédigos de Bloco Lineares

Decodificacao de Cdédigos Ciclicos

@ Como nos demais cédigos lineares, uma sindrome pode corresponder
a vdrios padrGes de erro

@ O erro mais provavel é o de menor peso

@ Em uma tabela de sindromes, os 2("=k) valores de sindrome sio
associados aos padrdes de erro de menor peso
@ Exemplo: Para o cédigo ciclico (7,4) sistematico com gerador

x3 4+ x2 4+ 1, construa a tabela de sindromes e determine os vetores de
dados para r = (1101101), r = (0101000) e r = (0001100)
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Cédigos de Bloco Lineares

Decodificacao de Cdédigos Ciclicos

@ Os cddigos ciclicos sdo exemplos de cédigos lineares cuja
implementacao em hardware é bastante simples

@ Existem construgdes de cddigos ciclicos que possuem propriedades
adicionais que podem ser exploradas

@ Cddigos ciclicos de grande importancia sao o BCH
(Bose-Chaudhuri-Hocquenghen) e Reed-Solomon

o Usados em CDs, DVDs, TV digital, etc.

@ O projeto desses cédigos envolve a determinacdo do polindmio gerador

@ Algoritmos eficientes permitem localizar o erro (resolver a equagdo da

sindrome)

@ Em cédigos nao bindrios ainda é necessario determinar o tipo de erro

@ Cédigos CRC (Check Redundancy Check) sdo também exemplos de
cdédigos ciclicos
@ Empregados em vérios protocolos de redes de computadores

E J Nascimento (Univasf) Cédigos August 7, 2019 23 /40



Cédigos de Bloco Lineares

Efeito da Correcao de Erro

@ O uso de CCE melhora em geral o desempenho dos sistemas digitais
@ A probabilidade de erro do sistema codificado é menor do que a do
sistema n3o codificado para um dado valor de E,/N
o Usar CCE é mais eficiente que simplesmente aumentar a poténcia de
transmissao
@ Um cddigo (n, k) que corrige t erros codifica k digitos de informagdo
em n digitos
@ Para comparar os sistemas ndo codificado e codificado, considera-se:

@ A poténcia transmitida é a mesma em ambos os casos
@ Os k digitos de informac3o levam o mesmo tempo de transmissdo em
ambos os casos

@ Assim a taxa de bit R, do sistema n3o codificado é k/n vezes a do
sistema codificado

@ A largura de banda do sistema n3o codificado é k/n vezes a do
sistema codificado
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Cédigos de Bloco Lineares

Efeito da Correcao de Erro

@ A energia total para transmitir n digitos no sistema codificado é a
mesma para transmitir k digitos no sistema n3o codificado

o No sistema codificado, E;, deve ser escalado por k/n

@ Com essas hipdteses, pode-se mostrar que

n—1
Pee =~ ( . )(Pbc)”l, Ppe < 1

@ Em que Pec é a probabilidade de erro apds a correcdo dos erros e Pp,
é a probabilidade de erro da sequéncia codificada antes da correcio

@ A expressdo de Pp. é obtida a partir das férmulas convencionais de
probabilidade de erro substituindo-se Ej, por (k/n)Ep
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Cédigos de Bloco Lineares

Efeito da Correcao de Erro

@ Tomando como exemplo a modulacdo BPSK, a probabilidade de erro
sem codificacdo é dada por

= o)

@ Com o uso do cédigo, tem-se que

P = Q) 2%)

e = (7)ol
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Cédigos de Bloco Lineares

Efeito da Correcao de Erro

@ Considerando um cédigo (7,4) com capacidade de corre¢do de um
erro

10°

Uncoded

————— Coded

Bit error rate (BER)
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Codigos Convolucionais

Cédigos Convolucionais

@ Cédigos convolucionais diferem dos cédigos de bloco pela presenca de
elementos de memdria

@ Os bits codificados dependem da entrada atual e de entradas anteriores

@ Cédigos convolucionais costumam trabalhar com valores de k e n
baixos, ao contrario dos cédigos de bloco

Input bit stream
-~

Output stream
T V=1, V=12V 1 Vk2 7T
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Codigos Convolucionais

Cédigos Convolucionais

@ Na figura é mostrado um codificador convolucional com restricdo de
comprimento N = 3 (nimero de registradores de deslocamento) e
| = 2 somadores

@ A sequéncia de saida correspondente a entrada 11010 é
11010100101100

@ Incialmente, os registradores possuem o valor 0

@ Para finalizar, N — 1 zeros s3o inseridos a fim de esvaziar os
registradores

@ Tem-se n = (N + k — 1)/ digitos na saida para k digitos na entrada

@ Na pratica, k > N, o que implica em uma taxa aproximada de 1//

E J Nascimento (Univasf) Cédigos August 7, 2019 29 /40



Codigos Convolucionais

Cédigos Convolucionais

@ O comportamento dindmico de um codificador convolucional é
caracterizado por um diagrama de estados ou por uma trelica
@ No codificador do exemplo, o estado é representado pelos valores
possiveis assumidos pelos dois registradores da esquerda

State
State Input data
labels k2
a 0 0
b 0 1
c 1 0
d: 1 1
(a)
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Codigos Convolucionais

Cédigos Convolucionais

@ No diagrama de trelicas, as transicoes ao longo do tempo sio
explicitadas

¢ Para obter a sequéncia codificada, é suficiente seguir um caminho
@ Apds um regime estacionario, a estrutura é repetitiva

Branch labels: input bits / output bits

u__ 0/00 o0 000 0/00 0100 0100 .
b o1
e e [10]
) o [1]
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Codigos Convolucionais

Cédigos Convolucionais

@ Cédigos convolucionais também podem ser codificados na forma

sistematica (dados aparecendo diretamente na saida)

e

Vi1

Vg2

dg—
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Codigos Convolucionais

Decodificacao de Cédigos Convolucionais

@ S3o usados para decodificar cédigos convolucionais as seguintes
técnicas
¢ Algoritmo de Viterbi
@ Decodificagdo sequencial
@ Decoficagdo com realimentagdo (Feedback decoding)

@ O algoritmo de Viterbi realiza uma decodificagdo de maxima
verossimilhanga, ou seja, ele encontra uma sequéncia vélida (caminho
na trelica) mais préxima da sequéncia recebida

@ Caminho com menor distdncia de Hamming da palavra recebida
@ Nos pontos de convergéncia de caminhos, sé o caminho de maior peso
sobrevive
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Algoritmo de Viterbi

Received bits: 01 10 11 10 00

Survivor path metric

< Survivor path metric

Received bits: 01 10 - 10 00

=min2+2,1+0)

=min(2+0,1+2)

=minQ2+1,3+1)

=min@+ 1,3+ 1)

Cédigos
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Algoritmo de Viterbi

Received bits: 01 10 11 10 00 00

min (1 + 1,3+ 1)

=min(l +1,3+1)

min (2 +0,3 +2)

min (2 + 3,3 +0)

©
Received bits: 01 10 11 10 00 00
AL (2) 000 =min(z+o.2+z)
FASTI

[ S
h D = min +2.2+0)
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Codigos Convolucionais

Algoritmo de Viterbi

Received bits: 01 10 1l 10

0/00

E J Nascim Cédigos
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Codigos Convolucionais

Combinacao de Cédigos e Entrelacamento

@ Para aumentar o poder de correcdo de cddigos, pode-se recorrer a

varias técnicas

@ Para proteger a informacdo de erros em rajada (sequénciais) pode-se
utilizar o entrelacamento

Output

A

X1 [ __ X141 Y15

B V2 Y3 V14 || || V15
|y | oy | pn | |

21 “ 43 : 214 415

E J Nascimento (Univasf)
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Codigos Convolucion

Combinacao de Cédigos e Entrelacamento

@ Cédigos produto com entrelacamento

E J Nasci

ky message
blocks of
Ky bits

to (Univasf)

|

Message
blocks

|

Code 2

Block
Encoder 1 interleaver Encoder 2 Channel

ky codewords ny codewords ) codewords
of length of length k of length 1,
<— Message bits — Code 1
1]].2 ki | ny—k; parity bits
2 ny—k parity bits
n
15] ny—k, parity bits
=== =
3|5 3 .
2 > 2 | Code 2 parity
El 5 | bitstocheck
g. = de 1 5
TN f‘ .'!? code | parities
sSiiis £
m |
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Codigos Convolucionais

Combinacao de Cédigos e Entrelacamento

@ Concatenacdo de cddigos bindrios e n3o binarios

@ Uma das configuragdes mais usadas usa um cédigo convolucional
como cédigo interno binario

Message
i Encoder 1 Interleaver Encoder 2 Channel
(Reed-Solomon) II (binary)

Outer code Inner code
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Codigos Convolucionais

Consideracoes Finais

@ A complexidade da utilizacdo de um cédigo n3o estd na codificacdo e
sim na decodificacdo

@ Métodos de decodificacdo diferentes vao alcancar desempenhos
diferentes

@ O sucesso de um cédigo depende da existéncia de um algoritmo de
decodificacdo eficiente

@ Atualmente, os cédigos TURBO (combinagdo de cddigos
convolucionais com entralacador) e LDPC (cédigo de bloco com
matriz de paridade esparga) estdo préximos da capacidade de Shannon

@ Em sistemas de comunicac3o, vérios fatores sio levados em conta ao
se escolher os tipos de cdédigos utilizados
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