Fundamentos

E J Nascimento

Universidade Federal do Vale do S3o Francisco

www. univasf.edu.br/“edmar.nascimento

May 8, 2019

E J Nascimento (Univasf) Intro May 8, 2019 1/36



Roteiro

@ Sinais Passa-Faixa

@) Espaco de Sinais

@ Distribuicdes de Probabilidade

E J Nascimento (Univasf) Intro May 8, 2019 2/36



Sinais Passa-Faixa

Sinais Passa-Faixa

@ Sinais analdgicos ou digitais oriundos de uma fonte de informac¢3do sdo
sinais em banda base (baseband)
@ Espectro concentrado geralmente em baixas frequéncias
o Nao adequado para propagacao
@ Sinais cujo espectro se concentra em torno de uma frequéncia mais
alta s3o chamados de passa-faixa

@ Sinais analdgicos modulados (AM, FM, PM, etc.)
o Sinais digitais modulados (ASK, PSK, FSK, etc.)
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Sinais Passa-Faixa

Equivalente Passa-Baixa

@ Método usado para representar sinais passa-faixa em funcdo de um
envelope complexo passa-baixa

@ Representacdo mais compacta

@ Adequada ao processamento digital de sinais em raz3o da menor taxa
de amostragem requerida

o Usado em derivagdes de expressdoes em principios de comunica¢do
(banda do FM banda estreita, expressdo no tempo de um sinal SSB,
etc.)
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Sinais Passa-Faixa

Equivalente Passa-Baixa

@ O espectro X(f) de um sinal passa-faixa x(t) pode ser representado
como

X(F) = Xo(f) + X (f) = X4 (F) + XE(=A),
Xi(F) = X(Flu(f), X_(f) = X(f)u(=f)
@ Apenas o conhecimento de de X, (f) é necessério para reconstruir
X(f)
@ Sendo x4 (t) o sinal analitico (pré-envelope) de x(t), tem-se
xi(t) = FHUX(A] = FHX(Fu(f)]

= X(0)% (53(0) + y) = 3x(0) + 2(0)
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Sinais Passa-Faixa

Equivalente Passa-Baixa

@ Sendo X(t) a transformada de Hilbert de x(t)

@ Uma operagdo de defasamento de —7/2 nas componentes de
frequéncia positiva e /2 nas componentes de frequéncia negativa de

x(t)

@ O equivalente passa-baixa (envelope complexo) de x(t) é definido por
@ Assim,

x(t) = 2x(£)e 20 = (x(1) + j(1))e 0"
= (x(t)cos2nrfyt + X(t)sin27fyt)
+j(X(t) cos 2mfot — x(t) sin 27fyt)
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Sinais Passa-Faixa

Equivalente Passa-Baixa

@ A relacdo entre o sinal passa-faixa e o equivalente passa-baixa é dada

por

x(t)
X(f)

Rex(£)el2701]
SIX(F — ) 4 X7 (—F )]

@ x/(t) pode ser expressado em fun¢do das suas componentes
(passa-baixa) em fase x;(t) e quadratura x,4(t) como
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X/(t)
X,'(t)

Xq(t)

i(t) + ixalt)
x(t)cos 2rfyt + X(t)sin 27yt
R(t) cos 2mfyt — x(t) sin 27fyt
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Sinais Passa-Faixa

Equivalente Passa-Baixa

@ Ou ainda,

x(t) = xi(t)cos2mfyt — x4(t)sin2wfyt
X(t) = xq(t)cos2mfyt + x;(t)sin2rfyt

@ Na forma polar, x;(t) pode ser expressado em fungdo do envelope
r«(t) e da fase 0,(t) de x(t) como

x(t) = r(t)e®®

n(t) = x2(t) + xg(t)
_ xq(t)
0.(t) = arctan (0
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Sinais Passa-Faixa

Equivalente Passa-Baixa

@ Logo,

x(t) = Re[r(t)e/Cmhtt0x(1)]
x(t) = r(t)cos(2mfyt + O, (t))

@ O equivalente passa-baixa depende da frequéncia fy

@ Pode-se ainda mostrar que

E. = 2E
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Espaco de Sinais

Espacos Vetoriais

@ Um vetor v em um espaco n-dimensional pode ser representado em
funcdo de suas n componentes como v = [vq,- -+, v,]*

@ Nesse espago vetorial, o produto interno entre dois vetores vi e vy é
definido por

n
* H
< Vi,V > = E ViiVo; = Vo Vi
i=1

@ Dois vetores sdo ortogonais se < vi,vp >= 10

@ A norma de um vetor é definida como

v = V<v,v>=
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Espago de Sinais

Espacos Vetoriais

@ Se os vetores forem ortogonais e tiverem a norma unitdria, os vetores
sao ditos ortonormais

@ Em uma base ortonormal e;,1 </ < n, v pode ser expressado como

v =

@ Em que v; =< v,e; >

@ Para dois vetores v; e vy, tem-se
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[vi + va]
| < wvi,vo > |

Intro

n

E vi€;

i=1

A

< flvalf =+ vzl
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Espago de Sinais

Espacos Vetoriais

@ Uma base ortonormal para um conjunto de vetores v;,1 </ < m,

pode ser obtida através do procedimento de Gram-Schmidt

u;
u;
uz

/

us

u3
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Vi
[[val]

Vo — (< Vo, Uup >)U1

/
us

Izl

V3 — (< V3, Uj >)U1 — (< V3, U2 >)UQ

/
us

lus]l
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Espago de Sinais

Espaco de Sinais

@ Pode-se fazer um paralelo entre sinais e vetores

@ O produto interno entre dois sinais complexos x;(t) e x2(t) é definido

por

<xa(t)o(t) > = /OO (£ (£)dt

—0o0

@ Dois sinais sdo ortogonais se < x1(t), x2(t) >=0

@ A norma de um sinal é definida como

Ol = [ xteypde = VE

—00
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Espago de Sinais

Espaco de Sinais

@ Se os sinais forem ortogonais e tiverem a norma unitaria, os sinais sdo

ditos ortonormais
@ Um conjunto de m sinais é linearmente independente se nenhum sinal
puder ser representado como uma combinacdo linear dos demais

@ Para dois sinais x1(t) e x2(t), tem-se

[1x(t) + xa(2)]] ()] + [a(t)]]

<
| <xa(t),x(t) > < |x()]lx(t)] = v/ ExEx
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Espago de Sinais

Espaco de Sinais

@ Seja s(t) um sinal de energia finita

@ Considerando um conjunto de fun¢des ortonormais
{¢n(t)7n = 1)27"' 7K}
@ O sinal s(t) pode ser aproximado por

K
§(t) = Z 5k¢k(t)
k=1

@ O erro dessa aproximagdo é dado por e(t) = s(t) — 5(t), cuja energia
vale

E = /OO Is(¢) — 5(¢) Pt

—0o0
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Espago de Sinais

Espaco de Sinais

@ A energia do erro é minimizada se
o0

6 = < (), dn(t) >:/ S()65(8)dt, n=1,2,--- K

—00

@ O erro minimo da aproximac3o vale

K
Emin = Es— Z |5k|2
k=1

@ Se 0 erro minimo vale zero, entdo
K 00
Eo= YlaP= [ Is(iar
k=1 e
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Espago de Sinais

Espaco de Sinais

@ Nesse caso, s(t) pode ser expressado como

K
s(t) = ) suou(t)
k=1

@ Quando Ep,;j, =0, o conjunto de funcBes ortonormais
{¢n(t),n=1,2,--- K} é dito ser completo

@ Séries de Fourier s3o exemplos de expansdes em um conjunto infinito
de funcdes ortonormais
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Espago de Sinais

Procedimento de Gram-Schmidt

@ Considerando um conjunto de sinais com energia finita
sm(t),1 < m < M, entdo

¢1(t)

1

72(t)
E,

Pa(t)
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Sl(t)
VE

< 5(t), dn(t) >= / 52(1)5 (1)t
s(t) — c161(t)

/_Zﬁ(t)dt

72(t)
VE
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Espago de Sinais

Procedimento de Gram-Schmidt

@ Continuando o procedimento

Yk(t)
JE

k-1
W(t) = Sk(f)—ZCkicbi(f)

ok(t) =

i = < se(t),dnlt) >:/ s(B)6H(t)dt, i =1,2, k1

E, = / va(t)dt

—00

@ A dimens3o do espaco é N < M
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Espago de Sinais

Representacdo no Espaco de Sinais

© Os M sinais {sn(t)} podem ser expressados como combinagdes
lineares de fungdes ortonormais {¢n(t)}

N
Sm(t) — Z Smn(bn(t)a m = 17 27 Ty M

n=1

@ Cada sinal pode ser representado pelo vetor s, = [Sm1,Sm2, "+ » Smn]*

@ M sinais s3o representados por M vetores em um espa¢o de dimensao
N, com N< M

@ O conjunto de vetores representa uma constelacdo de sinais
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Espago de Sinais

Representacdo no Espaco de Sinais

@ Da ortonormalidade da base de sinais {¢,(t)}, tem-se que

N

En = / 5m(8) Pt =3 [smnl? = [[sim?

n=1

< Sk(t),S/(t) > = < Sk,S8 >

@ A base de sinais ndo € Unica, entretanto a dimensao do espaco de
sinais nao muda

@ Os vetores mantém a sua configuracdo geométrica, ou seja, o
comprimento e o produto interno sio invariantes em relacdo a base
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Distribuicoes de Probabilidade

@ Vdrios modelos para distribui¢cdes de varidveis aleatérias sao
empregados nas comunica¢oes digitais

@ Varidvel aleatdéria de Bernoulli

@ Varidvel aleatéria discreta que assume os valores 0 e 1

PIX = 1]
E[X]

= p PIX=0=1-p

= p, ok = VAR[X] = p(1 - p)

@ Varidvel aleatéria binomial

@ Modela a soma de n varidveis aleatérias independentes de Bernoulli

@ Niimero de erros em n bits com probabilidade de erro de bit p

P[X

E J Nascimento (Univasf)

= k]

E[X]

<Z)pk(1_p)n—k7 kZO,]., , N

np, ok = VAR[X] = np(1 - p)
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Distribuicoes de Probabilidade

@ Varidvel aleatdéria uniforme

p(x) = {ﬁ% asxsbh
0 c.c
b—a (b — a)?
EIX] = 2 _ > 9

1 _ (x=m)?
pP(X = e 202
C9 2mo?
EIX] = m, VAR[X] = o?
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| O e R |
Distribuicoes de Probabilidade

@ Relacionado a distribuicdo normal, tem-se:
1 2

— e 2dt

V2T /X

1 Q(X — m)

PIX >a] = Q(a_m)

g

PIX <a] = Q(m;a)

0(0) = 1/2, Q(cx) =0, Q(—o00) =1
Q(—x) = 1-29(x)
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Distribuicoes de Probabilidade

@ Ainda relacionado a distribuigdo normal, pode-se usar a funcao de
erro complementar definida como

erfc(x) = — e 2dt
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Distribuicoes de Probabilidade

@ Varidvel aleatéria qui-quadrada (x?)
s Se {X;,i=1,---, n} varidveis gaussianas de média nula e varidncia o
e iid (independentes e identicamente distribuidas), entdo

X = Enjx,?
i=1

@ é uma varidvel aleatéria qui-quadrada (x?) com n graus de liberdade

2

27T(3)

énx”p_le_wi2 x>0
p(x) = 7
0 c.c.

E[X] = no?, VAR[X]=2no*
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Distribuicoes de Probabilidade

@ Varidvel aleatéria de Rayleigh
2 Se X; e X, sdo varidveis gaussianas N(0, 02) iid, entdo

X = X2+ X3

¢ é uma variavel aleatéria de Rayleigh

x2
p(x) = Ze 22 x>0
0 c.c.

E[X] = a\/g, VAR[X]:(2—g)a2
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Distribuicoes de Probabilidade

@ Varidvel aleatdria de Ricean
o Se X1 ~ N(mq,02) e Xo ~ N(my, ?) s3o independentes, ent3o

X = JX2+X3

o é uma varidvel aleatéria de Ricean

x2+52

%Io(%)e_ 202 x>0

0 c.c.

— [ 2 2
s = m1—|—m2

E J Nascimento (Univasf) Intro May 8, 2019 28 /36



Distribuicoes de Probabilidade

@ Varidveis aleatdrias conjuntamente gaussianas
@ Um vetor X (n x 1) com componentes {X;,1 < i < n} é chamado de
vetor gaussiano e suas componentes s3o chamadas de varidveis
aleatdrias conjuntamente gaussianas se a fdp conjunta dos X; puder ser

escrita como

p(x

~—

N 3

o
<
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1 e—%(x—m)thl(x—m)
(27)"/2(det C)1/2
E[X]
E[(X — m)(X —m)’]
COV[X;, X;]
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Distribuicoes de Probabilidade

@ Em se tratanto de varidveis aleatdrias conjuntamente gaussianas

@ Descorrelacdo é equivalente a independéncia
o Combinagdes lineares sdo conjuntamente gaussianas

Y = AX, my = Al‘l‘lx7 Cy = ACXAt
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Distribui¢des de Probabilidade

Representacdo do Ruido no Espaco de Sinais

@ Sinais deterministicos podem ser representados em uma base de
fungdes ortonormal (Gram-Schmidt)

@ Entretanto, a obtencdo de uma base para um processo aleatério ndo é
t3o evidente

o O erro da aproximagdo n3o é nulo em geral

@ Para que uma base {¢k(t)} possa representar um processo aleatdrio
x(t), é necessdrio que ela verifique a expansdo de Karhunen-Léeve
dada por

T
Aipi(t) = /O Ru(t, t1).pi(t1)dt1, 0<t<T,
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Distribui¢des de Probabilidade

Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Essa equacdo é similar a equac3o linear que define os autovalores de
uma matriz

@ Quando x(t) é um processo de ruido branco estacionario no sentido
amplo, entdo

Ri(t,t1) = %[5(1?—1‘1)
@ Assim,
Neail)) = Nele). 0<e<T,

@ Assim, qualquer conjunto completo de fun¢des de base satisfaz essa
equacdo com \; = N/2
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Distribui¢des de Probabilidade

Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Para M sinais representados em uma base ¢(t), tem-se que
S,'(t) = ZS,'kgOk(t), i=1--- M
k

@ Nesta base, o ruido branco do canal é representado como

ny(t) = anSOk(t)a 0<t< T,
k

@ Se s(t) é enviado, o sinal recebido (canal AWGN) pode ser
decomposto como

r(t) = si(t)+nu(t) = Zsi,ksok(t) + Z nipi(t) = Z ripk(t)
k k

k
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Distribui¢des de Probabilidade

Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Em que

To
" :/ ()@ (£)dt = i +
0

@ Assim, o sinal recebido é representado por um vetor de varidveis
aleatérias {ry}

@ O receptor étimo deve decidir qual sinal foi transmitido dado o vetor
{rk} recebido
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Distribui¢des de Probabilidade

Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Representagdo geométrica de um processo aleatdrio (cada ponto
representa uma fung¢do amostra do processo)

!

X3

Xy —>
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Distribui¢des de Probabilidade

Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Se o ruido for gaussiano, as componentes nj, sio conjuntamente
gaussianas

@ As varidveis aleatdrias ny sdo independentes e com varidncia N'/2

@ A fdp conjunta para o vetor de ruido n em um espago de N
dimensoes é dada por

1 e~ (ni+n++ny)/N

p(n) = W

_ (NlN/ze—nnn?/N
.

@ A fdp do ruido depende apenas da norma do vetor de ruido no
hiperespaco de N dimensdes
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