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Introducao

@ O processo de digitalizagdo de um sinal analdgico consiste
em duas etapas basicas: amostragem e quantizagcéao

@ No processo de amostragem, obtém-se amostras do sinal
em instantes de tempo discretos

@ Na etapa de quantizacado, as amostras em tempo discretos
obtidas sdo mapeadas para um alfabeto finito

@ O sinal digital consiste entao de uma sequéncia de
simbolos discretos (numeros)

@ Esses numeros podem ainda ser representados em outros
sistemas de numeragdao como o binario
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Teorema da Amostragem

@ O teorema da amostragem estabelece condigdes para que
um sinal analdgico possa ser recuperado a partir de suas
amostras

@ Um sinal g(t) cujo espectro é limitado em banda a B Hz
(ou seja, G(w) = 0 para |w| > 27B) pode ser reconstruido

a partir de suas amostras se ele for amostrado a uma
frequéncia fs superior a 2B Hz

o fs>2BouTs=1/fs<1/(2B)s
@ A prova desse teorema pode ser feita a partir da
amostragem de g(t) usando um trem de pulsos d7,(t) com
periodo Tg



Amostragem

Teorema da Amostragem

@ O sinal amostrado g(t) pode ser escrito como

gty = g(t)sr,(t) Zg 5(t—nTs)

n=—oo

= i g(nTs)d(t — nTs)

n=—oo

@ Como Jr1,(t) é periddico, a sua expansao em séries de
Fourier resulta em

1
dr.(t) = —=[1+2coswst+2c0s2wst+ - -]
S

@ Assim o sinal amostrado g(t) pode ser reescrito como

a(t)y = %S[g(t) +29g(t)coswst + 2g(t) cos 2wst + - - -]
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Teorema da Amostragem

@ O espectro de g(t) denotado por G(w) é dado entdo por

G(W) - %S[G(w) + G(w — ws) + G(w +ws) +
G(w — 2ws) + G(w + 2ws) + - - -]

1 oo
- T Z G(w — nws)

nN=—o0

@ Para que se possa reconstruir g(t) a partir de g(t) é
necessario que as réplicas de G(w) nao se sobreponham,
ou seja, que ws > 2(27B) ou fs > 2B

@ A taxa minima de amostragem f; = 2B é denominada de
taxa de Nyquist e o periodo maximo Ts = 1/(2B) de
intervalo de Nyquist



Amostragem

Sinal Amostrado e o seu Espectro
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Teorema da Amostragem

@ A reconstrugao do sinal analdgico é feita a partir de um
filtro passa-baixas com banda de passagem igual a B Hz

@ Resultados analogos podem ser obtidos considerando
outros tipos de amostragem como a natural e a utilizando
um segurador de ordem zero

@ Na amostragem natural, considera-se um trem de pulsos
dp(t) de largura T e amplitude 1/T

® O sinal amostrado é dado por

gs(t) = g(t)dp(t)
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Teorema da Amostragem

@ Como o sinal dp(t) é periédico, a sua representa¢é@o no
dominio da frequéncia pode ser feita em termos da série
exponencial de Fourier, ou seja:

o0

; 1 nT
_ wst — ___qQf -
Sp(t) = n_z_:oocne’ . Ch= Tssmc( Ts)
@ Essas expressdes resultam em
gs(t) — g(t) Z Cnej27rnfst
n=—oo

Gs(w) = f{g(t) 3 c,,de'} = 3 aF{g(tye)

nN=—o0 nN=—o0
00

= Z cnG(w — nws)

n=—oo
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Amostragem Natural
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Teorema da Amostragem

@ Observa-se que as réplicas do espectro sao agora
multiplicadas pelos coeficientes ¢,

@ Pode-se também fazer uma reconstrugdo aproximada de
g(t) através de um filtro segurador de ordem zero

@ Aplicando o filtro segurador de ordem, tem-se:

h(t) = rect(Ti)
h(t) « [g(kTs)o(t — kTs)] = g(kTs)h(t — kTs)
_ g(kTS)reCt<t_TkTs)
t—kTs>

S

y(t) = Zg(kTs)rect(
P
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Teorema da Amostragem

@ Aproximagdes melhores podem ser obtidas através de um
filtro segurador de ordem 1
@ Uma expressao exata para a reconstrugéao no dominio do
tempo podem ser obtidas considerando-se um filtro
h(t) = 2BTssinc(2rBt) <= H(w) = Tsrect( e B)
@ Se T; = 1/(2B), entdo a reconstrucédo exata do sinal é
dada pela férmula de interpolagéo

git) = ZQ (KTs)3(t — KTs) = h(t Zg(kTs (t — kTs)
= Z g(kTs)sinc[2nB(t — kTs)]
k

= > g(kTs)sinc(2xBt — kr)
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Reconstrugcao Aproximada
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Reconstrugcao Exata

L]

i PN
g J P\

Recomstrucied signal
|/



Amostragem

Dificuldades na Reconstrugcao

@ Quando se utiliza a frequiéncia de Nyquist na amostragem,
se requer um filtro passa-baixas ideal na reconstru¢ao que
€ irrealizavel

@ Quando ha uma separagéo maior entre as bandas
(fs > 2B), entdo é mais facil projetar filtros para recuperar
o sinal g(t)

@ Sendo assim, ha um compromisso entre o projeto do filtro
e a escolha da freqiiéncia de amostragem

@ Outro problema que surge é que o0s sinais praticos nao
sdo limitados em banda

@ Isso significa que as componentes do sinal acima de ws/2
sao perdidas e também interferem ao mesmo tempo no
sinal recuperado

@ Esse fenbmeno é conhecido como aliasing ou spectral
folding (dobra espectral)
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Aliasing

@ Varias técnicas podem ser usadas para lidar com esse
problema
@ Aumentar a frequiéncia de amostragem
o Eliminar uma porg¢ao do espectro antes da amostragem
(filtro antialiasing) (pré-filtragem)
@ Eliminar a por¢cdo comprometida do espectro do sinal
amostrado (filtro antialiasing) (pds-filtragem)
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FreqUéncia de Amostragem
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Aliasing
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Aplicacbes do Teorema da Amostragem

@ Com a amostragem, um sinal continuo pode ser
representado por uma seqiéncia de numeros

@ Pode-se utilizar o valor das amostras para variar os
parametros de um trem de pulsos periddico

Amplitude - (PAM - Pulse-Amplitude Modulation)

@ Largura - (PWM - Pulse-Width Modulation)

@ Posicao - (PPM - Pulse-Position Modulation)

@ PCM - Pulse-Code Modulation

©
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Sinais Modulados em Pulso

oy

{a) The signal

(b} The PAM signal

(c] The PWM (PDM) signal

Pulss widths are
H B ﬂ ﬂ H I I i i
- L i {d) The PFM signal
:—




Amostragem

Sinais Modulados em Pulso

@ Com as modulagdes de pulso, pode-se utilizar a
multiplexacéo por divisédo de tempo (TDM)
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Pulse-Code Modulation (PCM)

@ Além da amostragem, para obter-se a representacao
digital de um sinal é necessario quantiza-lo

@ Em PCM, as amplitudes sdo arredondadas para um dentre
L niveis discretos (niveis quantizados)

@ Se o sinal analdgico m(t) possui amplitudes na faixa
(—mp, mp), 0 tamanho de cada intervalo é dado por:

2mp

Av T

@ Cada amostra é aproximada para o ponto médio do
intervalo em que ela se encontra

® Um sinal desse tipo é conhecido como um sinal digital
L-ario
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Pulse-Code Modulation (PCM)

Allowed guandzation levels




Amostragem

Pulse-Code Modulation (PCM)

Code Quantization

number level
iV
4 x(t)
7 3.5
6 25
5 15
4 0.5
3 -05
2 -15
1 -25
0 -35 - -
-4 ! \ —
Matural sample value 1.3 36 2.3 0.7 0.7 2.4 34
Quantized sample value 1.5 35 5 0.5 -0.5 2.5 3.5
Code number & 7 6 4 3 1 0

PCM sequence 101 111 110 100 011 001 000
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Pulse-Code Modulation (PCM)

@ Para converter um sinal digital L-ario em um sinal binario
(2 niveis - 0 e 1) pode-se utilizar algum tipo de codificagao

@ BCD, Gray, NBC, etc.

@ L niveis correspondem a L simbolos que correspondem a
log, L bits
@ Em telefonia, tem-se:

fmin = 300HZz, fnax = 3400Hz e B = 3100Hz

o fs = 6,8kHz, mas na prética escolhe-se f; = 8kHz
@ L = 256 ou 8 bits por amostra

@ R = 64kbps

©
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Pulse-Code Modulation (PCM)

@ Em som com qualidade de CD, tem-se:
® B=15kHz
@ fs = 30kHz, mas na pratica escolhe-se fs = 44, 1kHz
@ L = 65536 ou 16 bits por amostra
@ R =705,6kbps
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Vantagens da Comunicacéao Digital

@ As comunicacgdes digitais apresentam varias vantagens,
dentre as quais:

]

®© © © ©6 6 & ¢

Maior robustez (desde que o ruido e distor¢bes estejam
dentro de limites)

Uso de repetidores regenerativos

Hardware digital (microprocessadores, circuitos integrados)
Multiplexagdo mais simples

Compromisso entre SNR e largura de banda
Armazenamento simples e barato

Reproducéo sem deterioragdo

Custo do hardware decrescente
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Quantizacao

@ O erro na aproximagao da amostra m(kTs) pelo ponto
médio do intervalo de quantizagdo gera um erro de
quantizacao

@ Seja m(t) o sinal, m(kTs) a amostra continua no instante
kTs e m(kTs) a amostra quantizada

@ A partir da formula de interpolagéo, tem-se que:

m(t) = > m(kTs)sinc(2rBt — kr)
k

m(t) = > m(kTs)sinc(2rBt — kr)
k

@ Sendo que m(t) é o sinal reconstruido a partir de suas
amostras
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Quantizacao

@ Seja q(t) = m(t) — m(t), entao:

q(t) = > _[M(kTs) — m(kTs)]sinc(2n Bt — k)
k
= ) q(KTs)sinc(2nBt — k)
k

@ Em que q(kTs) é o erro de quantizacao da k-ésima
amostra

@ q(t) é chamado de ruido de quantizagdo
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Erro de Quantizagao

@ A poténcia do erro é dada por:

1 T/2
P, = im ?/ g>(t)dt

@ Esta equacgao representa a média do quadrado do erro de
quantizacéo
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Erro de Quantizagao

@ Para se calcular Py, pode-se admitir que o erro &
uniformemente distribuido na faixa (—Av/2, Av/2), assim,
tem-se:

P, = - /“/2 Pdg— BV° _ M
a9 _Av2 12 312

@ A poténcia do ruido de quantizagdo P, pode ser denotada
por Ng (N de noise (ruido em inglés)), assim:

2
(Av)2 g

Ng = =5 =312
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Erro de Quantizagao

@ A relacao sinal ruido pode ser calculada observando-se
que:

ity = m(t)+ q(t)

So = Pm
m;
No = Na=gz75
@ Assim, a SNR é dada por:
So o 2Pm
No ~ b

[
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Quantizacao nao Uniforme

@ A relacao sinal ruido deveria ser constante, mas ela varia
com a poténcia do sinal

@ No caso dos sinais de voz, a SNR é maior para uma voz
forte

o Podem existir variagdes de até 40dB (10%)
@ A causa disso é o fato da quantizagéao ser uniforme
@ Intervalos de mesmo tamanho
@ A solugdo é usar um passo de quantizagdo menor para
amplitudes maiores, pois Ng = (Av)?/12
@ O equivalente de um passo de quantizagao menor pode
ser obtido através da compressao do sinal seguida da
quantizacédo uniforme
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Quantizacao nao Uniforme

Quantizing levels

4 15
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Quantizacao nao Uniforme

@ A quantizagdo nao-uniforme pode ser realizada de duas
formas:

@ Usando um quantizador ndo-uniforme
@ Usando uma curva caracteristica de compressao seguida
de um quantizador uniforme

Output

Input
la)

utput Qutput

™~ Comprassion

Mo compression

Input Input
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Quantizacao nao Uniforme
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Quantizacao nao Uniforme

@ As técnicas de compressao mais conhecidas sao
conhecidas como lei e lei A

@ A lei u para amplitudes positivas é dada por:

1 um m
= —In(1+—), 0<— <1
Y In(1+p) n( Jrm,[,)’ “mp ~

@ A lei A para amplitudes positivas é dada por:

A m m 1

y - 1+|nA(Wp>v O<m =2z

o A Am 1 m
1+|nA<1+'”Wp)a AS i =1
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Quantizacao nao Uniforme
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Quantizacao nao Uniforme

@ O nivel de compressao é controlado pelo parametro 1 ou A
@ Para alcancar uma SNR constante, o valor de = 255 é
usado para 256 niveis (8 bits por amostra)
@ Para esses valores, a SNR é aproximada por:
So 312 m;

~-° o __¥= 2
No = In(ixpE "7 Pn



Quantizagao

Taxa Maxima de Informacéao

@ E importante em comunicagdes digitais conhecer a taxa
maxima de informacao que pode ser enviada através de
um canal com largura de banda de B Hz

@ Uma justificativa mais coerente para os resultados
mostrados a seguir pode ser dada ao se estudar o efeito
da Interferéncia Intersimbdlica

@ Em um canal livre de erros, sem ruido e com largura de
banda de B Hz podem ser transmitidos no maximo 2B
pedacos independentes de informagéo por segundo

@ Dois pedacos de informacgao por segundo para cada Hertz
de largura de banda

@ Com 2B amostras por segundo é possivel reconstruir o
sinal amostrado
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Largura de Banda

@ Para o PCM binario, n bits sdo associados a L niveis de
gquantizacao

L = 2" n=log,L

@ Cada amostra é codificada em n bits

@ Se m(t) tem banda B, sdo necessarias 2B amostras para
a reconstrucdo ou 2nB bps (2nB pedacgos de informagéao
por segundo)

@ Se em 1Hz se pode transmitir 2 pedacgos de informacéo,

entdo para transmitir 2nB pedacos é necessario uma
banda tedrica minima de

Br = nBHz
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Largura de Banda

@ A equacgao anterior € valida para uma amostragem na taxa
de Nyquist

@ Se a taxa de amostragem é maior que a de Nyquist, entao
a expressao da largura de banda tedrica minima para a
transmissao é

B R
min - 2

@ Nessa expressao, R é a taxa de transmissao em simbolos

por segundo

@ Se a transmissao for binaria, entao R é dado em bits por
segundo
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Exemplo

Exemplo 6.2

Um sinal m(t) limitado a banda de 3kHz é amostrado em uma
taxa 33%% superior a taxa de Nyquist. O erro maximo aceitavel
nas amplitudes das amostras (erro maximo de quantizagao) é
de 0,5% da amplitude de pico m,. As amostras quantizadas
sao codificadas em bindrio. Encontre a largura de banda
minima do canal requerida para transmitir o sinal binario. Se 24
desses sinais sdo multiplexados no tempo, determine a largura
de banda minima necessaria para transmitir o sinal
multiplexado.
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Exemplo

Solugéo - Exemplo 6.2

fy = 2 x3000=6000Hz
f, — 6000+ (1/3)6000 — 8000Hz
% — %:o,s%mp:w_:zoo
L = 256—s n=8bits
R = 8 x8000 = 64000bps
obits/s/Hz —> B — R/2 — 32kHz
Ry = 24 x 64000 = 1,536Mbps

Bminmy = Rwu/2=0,768MHz
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Largura de Banda e SNR

@ Para o PCM binario, L = 2" — [2 = 22" ¢ assim:

Yo _ 22!’1: 2257-/5
)

@ Em que:

{ 3Py Sem compressao }
c = mp

m, Com compress&o

@ A SNR cresce exponencialmente com a largura de banda
da transmissao Bt



Quantizagao

Largura de Banda e SNR

@ Em dB, tem-se:

(Z—Z)dB = 10logyg (E—Z)

= 10logyo [c(2)*"]
= 10logy ¢ +20nlogyy 2
= (a+6n)dB

® Emque a = 10logygC

@ Assim, o aumento de um bit proporciona um aumento de
6dB na SNR (quadruplica)
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Exemplo

Exemplo 6.3

Um sinal m(t) com largura de banda de 4kHz é transmitido
usando PCM com compressao com parametro p = 100.
Compare a largura de banda e a SNR quando L = 64 e

L = 256.
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Exemplo

Exemplo 6.3

Um sinal m(t) com largura de banda de 4kHz é transmitido
usando PCM com compressao com parametro p = 100.
Compare a largura de banda e a SNR quando L = 64 e

L = 256.

Solucao - Exemplo 6.3
Para L =64 e n=6, Bf = nB = 24kHz

Son B
(Wo)ds = (a+36) = 27,49dB

Para L =256 e n =8, Br = nB = 32kHz

So
o) . 48) = 39,490dB
(NO)dB (o + 48) = 39,49d

A\
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PCM Diferencial (DPCM)

@ Amostras sucessivas sao correlacionadas (semelhantes)

@ Uma opcéo é transmitir a diferenca entre as amostras em
vez da amostra em si

@ Menos bits sdo necessarios

@ Esse esquema pode ser aprimorado usando-se
estimativas (predi¢cdes) com base nos valores anteriores

@ A diferenca entre o valor da amostra e de sua estimativa é
dada por:

dik] = mik] — m[K]
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PCM Diferencial (DPCM)

@ A predicao m[k] pode ser obtida a partir da representagao
em séries de Taylor de m(t + Ts)

dm T2d?m

m(t+ Ts) = m(t) + TSW + ?F +
~ m(t)+ TSZ—T (Ts pequeno)
@ Para t = kT; e simplificando-se a notacdo m(kTs) = m(k),
tem-se que:
mik+1) = mik]+ 7K MK o~ mik— 1)

Ts
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PCM Diferencial (DPCM)

@ A amostra no instante k + 1 depende das duas amostras
anteriores

@ No caso geral, quanto maior a quantidade de termos,
melhor é a estimativa

mk] = aymk —1]+amlk —2]+---+aym[k — N]

@ Essa equacéo representa um preditor linear cujos
coeficientes a; sdo escolhidos de modo a minimizar algum
critério como o erro médio quadratico
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PCM Diferencial (DPCM)

@ No DPCM, transmite-se a diferenga quantizada de
dik] = m[k] — iglk]

@ Ou seja,
dolk] = d[k] + qlk]

@ Em que Mmyk] representa a estimativa quantizada de m[k],
pois o receptor so dispde da versao quantizada
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PCM Diferencial (DPCM)

alk] d[k] dg[k] T
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PCM Diferencial (DPCM)

@ O ganho obtido com o DPCM é chamado de ganho de
predicao
@ Se o mesmo L é usado para PCM e DPCM e m,, e d, sdo
os valores de pico, entao o ruido de quantizagdo em DPCM
é reduzido por um fator de

mp\2
()
@ A SNR cresce por um fator de

P
G = =

@ Se a SNR é mantida igual para ambos, o DPCM usa em
torno de 3 a 4 bits a menos por amostra
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Modulacao Delta

@ Similar ao DPCM
@ Se utiliza 1 bit para codificar a diferenga m[k] — mg[k] (L=2)

@ Para compensar essa baixa resolugéo, a amostragem é
feita em uma taxa superior (sobreamostragem ~ 4f;

@ O preditor é de primeira ordem: Mmglk] = mglk — 1]
@ No receptor, o sinal é obtido através da soma das
diferencas

k
mglk] = > dg[m]
m=0
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Modulacao Delta
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Modulacao Delta
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