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Transformada de Fourier

Representacao de Sinais Aperiodicos

@ Para sinais aperiodicos, a representacao em frequéncia
pode se obtida a partir das séries de Fourier no limite
To — O

@ Para um sinal g(t), tem-se:

® G(w)=F[g(t)] e g(t) = F*[G(w)]
° g(t) < G(w)

G(w) = Oog(t)e—iwtdt o

/—oo . G(f) = / g(t)eijZﬂ-ﬂdt
o) = o~ | GweHdu i

27 J—oo g(t) = / G(f)eizrftds




Transformada de Fourier

Amplitude e Fase do Espectro

@ G(w) é em geral uma fungdo complexa de w
® G(w) = [G(w)|e)%
@ Quando g(t) é real, tem-se:

s G(w)| = 6(~<)
G(—w) = G'(w) :>{ Og(w) = —0g(—w) }



Transformada de Fourier

Exemplo

@ Calcular a transformada de Fourier de
g(t)=e?u(t), a>0
° G(w) _ 1 _ 1 el arctan (w/a)

T atjw /a2 +w?
gt

e u(r)

(a)




Transformada de Fourier

Transformadas de algumas fungoes

@ A funcao retangular (Unit Gate) é definida como:

x 0, [x|>
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Transformada de Fourier

Transformadas de algumas fungoes

TSsinwTt/2
wt/2

wT

= 7sinc( > )

g(t) = rect(;) — Gw)=

@ A funcéo sinc(x) = % possui as seguintes propriedades:

@ sinc(x) = sinc(—x)

@ sinc(x) =0=sinx =0,x #0 = X = £nm;n =
{1,3,---}

@ sinc(0) =1

@ sinc(x) é uma fun¢do com periodo 27 que decresce de
acordo com 1/x



Transformada de Fourier

Transformadas de algumas fungoes

@ O espectro do pulso retangular se estende até infinito
(largura de banda infinita)

@ Uma estimativa grosseira: 27 /7 rad/s ou 1/7Hz



Transformada de Fourier

Transformadas de algumas fungoes

@ Impulso no tempo

@ Impulso em frequéncia
1 = 27(w)
@ Impulso em frequéncia deslocado

et —  276(w — wp)
el —  27§(w + wp)



Transformada de Fourier

Transformadas de algumas fungoes

@ Cosseno
COS wpot
F[cos wot]
@ Seno
sin wot
Flsinwot]

%(ejwot + e*jwot)

7[0(w + wo) + 0(w — wo)]

1 . .
~ (alwot _ a—jwot

2] (e e v)
7 [0(w + wo) — 6(w — wo)]



Transformada de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Simetria

t . wT
rect(— sinc(—
(0) < rsinc()

. tr w
sinc(— 2nrect(—
TSI (2) — 27 (T)




Transformada de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Scaling

g(t) < G(w)
1

glat) = 6(3)

@ a > 1, compressédo no tempo resulta na expansédo em
frequéncia

@ a < 1, expansédo no tempo resulta na compressdo em
frequéncia



Transformada de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Deslocamento no tempo

9(t) < G(w)
gt —tg) <= e “bG(w)
@ Deslocamento em frequéncia
g(t) — G(w)
g(t)eo! <= G(w — wp)

Sinal Modulado

g(t)coswpt <= %[G(w — wp) + G(w + wo)]




Transformada de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Convolucéo

@ Convolugéo em frequéncia
01(t) <= Gi(w); g2o(t) <= Ga(w)
1
gl(t)gz(t) < ZGl(w)*Gz(w)



Transformada de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Diferencia¢é@o no tempo

@ Integracdo no tempo
g(t) — G(w)

t
/ g(r)dr — )

w



Sistemas Lineares

Sistemas Lineares

@ Para um sistema LIT, a relacdo entre a entrada e a saida é
dada por

@ No dominio da frequiéncia, tem-se

Y(w) = G(w)H(w)
Y (w)[e¥ @) = |G(w)||H (w)|elfe)+on()]

@ Portanto,

Y@ = [Gw)[[H(w)]
Oy(w) = Og(w)+n(w)



Sistemas Lineares

Transmiss&o sem Distorcao

@ Em uma transmissdo sem distor¢éo, a forma de onda de
entrada deve ser preservada

@ Toleram-se atrasos e uma altera¢éo uniforme na amplitude
y(t) = kg(t—tq)
@ No dominio da freqiiéncia, tem-se
Y(w) = kG(w)e ¥4 — H(w) = ke @l

@ Resposta em amplitude constante - |H(w)| =k
@ Resposta em fase linear - 6h(w) = —wty



Sistemas Lineares

Transmiss&o sem Distorcao

@ O atraso pode ser representado pelo negativo da
inclinacdo da resposta em fase
d oy
ylw) = ——
d(w) 4
@ t4(w) constante implica que todas as componentes do
sinal sdo igualmente atrasadas por ty

@ Para um sistema sem distor¢ao, tq(w) deve ser pelo
menos constante na banda de interesse



Sistemas Lineares

Para o circuito RC, determinar H(w), esbocgar |H(w)|, fn(w) €
ty(w). Para que a transmisséo seja sem distor¢éo, qual o
requisito da largura de banda de g(t) se a variagdo tolerada na
resposta em amplitude é de 2% e de 5% no atraso? Qual é o
atraso? Encontre y (t).




Sistemas Lineares

1 a 1

Hw) = . =——;a=—_-=10°
() 11jwRC  a+jw RC
a

Hw) = ———=~lLw<xka
IA() VaZ +w?

w w
Oh(w) = —arctan—~-——w<Ka

a a

_d9h a 1

= ——~-=10%uwxa

ta(w) = dw w2+a2 a



Sistemas Lineares




Sistemas Lineares

@ Como H(0) =1ety(0) =1/a, aregido de transmissdo
sem distorcao é calculada como

a
H(wp)] = ———— >0,98 — wp < 203.000
\/a% + wh
a 0,95
td (wo) wé i a2 > — Wo < 229.400

@ Assim, a banda de g(t) deve ser menor que 203.000 rad/s
ou 32,31 kHz



Filtros

Filtros Ideais

@ Em muitas situacdes praticas é necessario limitar o
espectro de freqiéncias de um sinal
@ Melhor aproveitamento do espectro
@ Componentes de alta frequéncia de pouca relevancia na
aplicagdo considerada
@ Os filtros ideais permitem que a transmissao ocorra sem
distorcdo em uma determinada banda e suprimem as
freqUéncias fora dessa banda
@ Os principais tipos de filtros séo:

@ Passa-baixas (Low-pass)
@ Passa-altas (High-pass)
@ Passa-faixas (Band-pass)
@ Rejeita-faixas



Filtros

Filtros Ideais

i)
A () |




Filtros

Filtros Ideais

@ Os filtros ideais nao sdo fisicamente realizaveis

H) = rect( o )e T — h(t) = " sineW (t - ta)]

@ h(t) € ndo causal e portanto néo é fisicamente realizavel

@ Outra forma de verificar se um filtro é fisicamente
realizavel é verificar se ele atende o critério de
Paley-Wiener

> [InH(w)||
/Oo 1102 dw < o



Filtros

Filtros Realizaveis

@ Filtros fisicamente realizaveis podem ser obtidos
truncando-se a parte negativa de h(t), resultando em

h(t) = h(t)u(t)
@ Sety é grande, h(t) e h(t) sdo bastante proximos
@ H(w) é uma boa aproximagéo

M
Rl

i [\/A\J I r\\.f,__._



Filtros

Filtros Realizaveis

@ Os filtros praticos ndo realizam cortes bruscos

@ O espectro de amplitude do filtro de Butterworth se
aproxima do filtro ideal quando n — oo
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Filtros

Filtros de Butterworth paran = 4

t
i)

1 H ) |

Butterworth n = 4
Ideal

Bigla) _




Distorgao

Tipos de Distorgao

@ Os sinais quando sao transmitidos através de canais estédo
freqlientemente sujeitos a distorcao

@ Caracteristicas nao ideais dos canais
@ Os principais tipos de distor¢do sdo os seguintes:

Distorcao linear

Distor¢éo causada por néo linearidades do canal
Distorcéo causada por efeitos de multipercurso
Desvanecimento (Fading)

® & 6 ¢



Distorgao

Distorcao Linear

@ Quando as caracteristicas do canal ndo sao ideais, as
componentes de Fourier ndo sdo igualmente afetadas
@ Componentes que se cancelavam podem ndo mais se
cancelar
@ O resultado é o espalhamento ou dispersdo dos pulsos de
informacéo

(2)

2xB 0~

-~ 278 gy

-
“
Bal) = —wige? n
-

20




Distorgao

Distor¢cao Causada por N&o Linearidades do Canal

@ O modelo de canal linear é valido apenas para pequenos
sinais
@ Para grandes amplitudes, as caracteristicas néo lineares
ndo podem ser negligenciadas

y = f(g)=ao+ag(t) +axg?(t) + - +ag (t) + -

@ Se g(t) tem largura de banda de B Hz, entdo g*(t) tem
largura de banda de kB Hz
@ Espalhamento ou dispersao espectral
@ Nocivo para sistemas multiplexados em frequéncia (FDM)



Distorgao

y(t) = x(t)+ 0,001x3(t)

1000 .
x(t) = ——sinc(1000t)
s

—1000 o 1000 -




Distorgao

Distorcdo Causada por Efeitos de Multipercurso

@ O sinal transmitido pode chegar no receptor atraves de
dois ou mais caminhos
@ A atenuacdo e o atraso podem ser diferentes para cada
caminho
@ A interferéncia entre os dois sinais da origem ao
desvanecimento seletivo em freqiiéncia

Transmitted .
signal —»—— Received

signal

{a)

)

R
| /—‘“—Q
Dyl



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Energia de um Sinal

@ A energia de um sinal g(t) pode ser calculada no dominio
do tempo a partir da seguinte expressao

& = [ lo(Pa
@ No dominio da freqiiéncia, de acordo com o teorema de
Parseval, a energia de g(t) pode ser calculada como
Ee = = [ |6(w)Pdw
¢ 7 2r

—00



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Densidade Espectral de Energia

@ A partir da expresséao de Parseval verifica-se que a energia
pode ser obtida através da area do grafico de |G(w)|?

@ Define-se entdo a densidade espectral de energia (DEE -
ESD em inglés) como

Vg(w) = [Gw)?

@ Assim, tem-se que:

o0

Wy (f)df

21 )

@ Para um sistema LIT em que y(t) = h(t) * g(t), ent&o:

Vy(w) = [Hw)?Vg(w)



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Largura de Banda Essencial

@ O espectro da maioria dos sinais se estende até o infinito

@ Entretanto, como a energia € em geral finita, o espectro de
amplitude tende a zero quando w — oo

@ Pode-se entdo suprimir as componentes acima de B Hz
(27B rad/s) com pouco efeito no sinal original

@ Segundo esse critério, a largura de banda B é chamada
de largura de banda essencial

@ O critério para estimar B depende da aplicacao
considerada

@ Faixa de fregliéncia que contém 95% da energia do sinal



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Problema

Estime a largura de banda essencial W em rad/s do sinal
e—?u(t), a > 0, sendo que essa banda deve conter 95% da

energia do sinal.




Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Problema

Estime a largura de banda essencial W em rad/s do sinal
e—?u(t), a > 0, sendo que essa banda deve conter 95% da
energia do sinal.

1
t) = e ?u G
9(t) = e u(t) = 6(w) =

E — —2at / d - =

9 /0 © oo W2 + a2 Y~ 2a

1 1 MW o

0,95— = ———dw — W = (12,706.a)rad /s

2a 27T W W +a2




Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Energia de Sinais Modulados

@ Seja g(t) um sinal em banda basica limitado em banda a
B Hz (27B rad/s) com DEE igual a W4(w)

@ Seja (t) = g(t) cos wpt um sinal modulado em amplitude,
com wg > 27wB, tem-se que:

o) = Flp(t)} = 56(w + wo) + G(w —wo)]
Vo) = [0 = 5I6(w +wo) + Gw — wo)P
= 26w +166 - wo)]

= 2 [velw +wo) + Vgl — o)



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Energia de Sinais Modulados

@ Assim, a energia do sinal modulado corresponde a metade
da energia do sinal em banda basica, ou seja

(b)



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Autocorrelacao

@ A autocorrelacdo de um sinal real g(t) € definida como

/ a(t)g —I-Tdt—/ g(t)g(t — 7)dt

@ Mostra-se que a autocorrelacdo é uma funcgédo par

@ Um resultado importante relaciona a autocorrelacdo e a
DEE

Ug(r) = Vg(w) = G(w)I”



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Problema

Calcule a funcao de autocorrelagdo no tempo de
g(t) = e?u(t), a > 0 e obtenha a partir dela a DEE de g(t)




Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Problema

Calcule a funcao de autocorrelagdo no tempo de
g(t) = e?u(t), a > 0 e obtenha a partir dela a DEE de g(t)

g(t) = e u(t); g(t—T)—e alt=my(t - 1)
Yg(r) = / g(t)g(t — 7)dt 7T,7’>0

1
Yg(1) = Yg(=7) = Pg(—7) = —aeaT, 7<0

1
Yg(r) = Eefaw = VYy(w)= 5%



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

ith Gir—1)

Dl T F—
(a)

il BT

{



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Poténcia de um Sinal

@ A poténcia de um sinal g(t) é definida como

@ A poténcia pode ser interpretada como sendo a energia
média da verséo truncada de g(t), definida por

{ gt) , [tf<T/2 }

gr(t) 0 L |t|>T/2

@ Tem-se entao,

=
Py = lim ==
g Tooo T



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Densidade Espectral de Poténcia

@ Analogamente ao que foi feito para os sinais de energia,
pode-se mostrar que para um sinal de poténcia g(t)

1 [~ [Gr(w)P
Po = Z/OOT'I‘;?W

@ Define-se entdo a Densidade Espectral de Poténcia (DEP
- PSD em inglés) de g(t) como sendo

. |Gt (w)?
S = lim ——
9(«) TL”lo T
@ Logo, a poténcia pode ser expressada como
1 o

2r J oo



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Autocorrelacao de Sinais de Poténcia

@ A autocorrelac@o no tempo para um sinal de poténcia real
g(t) é definida como

1 T/2

Ro(r) = Tliinoo?/T/Zg(t)g(t+T)dt
T/2

= lim —/ t)g(t — 7)dt

Jim = T/29( Jg(t—7)

@ Rgy(7) € uma funcéo par



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Autocorrelacao de Sinais de Poténcia

T
Ry(r) = Tll_rpoo_l_/ gt (t)gr (t + 7)dt = |£noo%+()

@ Tem-se que

Ry(r) < lim [Gr(@)I®

T—o0 T - Sg (w)

@ O valor médio quadratico (RMS) de g(t) é dado por

[9(t)]rms = +/Pg
@ Arelacdo entre a DEP da saida de um sistema LIT e a
DEP da entrada é dada por

Sy(w) = [H(w)I’Sg(w)
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