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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma sequéncia didatica elaborada para um grupo de
estudantes do 1° ano do ensino médio, na faixa etaria de 15 a 18 anos. O trabalho apresenta uma
metodologia de ensino de Inducéo Finita e tem como objetivo mostrar a existéncia de contetdos
que séo prazerosos e revelam uma nova face da Matematica. O raciocinio intuitivo € a principal
ferramenta empregada na abordagem desse conteddo, o qual € desenvolvido por meio de
analogias com fatos concretos, através de atividades que estimulam a formacéo de conjecturas
utilizando o trabalho com padrdes. Apos o desenvolvimento das atividades, é feita uma avaliacao
do trabalho desenvolvido em sala de aula, onde verificamos que o indice de acertos nos problemas
de aplicacdo do Principio de Inducédo é expressivo, contando as questdes com acertos integrais e
levando em consideragcdo a compreensdo do Principio e o raciocinio correto dos estudantes. Por
fim, fazemos comentarios sobre as impressfes observadas e tecemos algumas sugestbes para
trabalhos futuros na area.

Palavras-chave: Padrdes, conjectura, sequéncias.



ABSTRACT

This paper presents an instructional sequence prepared for a group of students of the 1st
year of high school, aged 15-18 years. The paper presents a methodology for teaching Finite
Induction and aims to show the existence of contents that are pleasurable and reveal a new face of
mathematics. Intuitive Reasoning is the main tool used to address this content, which is developed
through analogies with concrete facts, through activities that stimulate the formation of conjectures
using the work with existing standards. After the development of activities, an assessment of the
work developed in class is done, where find that the whole hit rate in application problems of the
induction principle is expressive, considering questions with full arrangements and taking into
account the understanding of the Principle and the correct reasoning of students. Finally, we
comment on the observed impressions and make suggestions for future work in the area.

Keywords: Standards, conjecture, sequences.
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INTRODUCAO

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (1998), um dos objetivos do ensino de
Matematica é desenvolver o raciocinio l6gico. No entanto, o que observamos frequentemente é um
ensino voltado para o aprendizado das técnicas de resolucdo de problemas e aplicacbes imediatas na
ciéncia e tecnologia. Essa ideia pragmatica esta diretamente relacionada com o conceito que temos
dessa disciplina, e sobre 0 que é a Matematica bem como o seu enfoque, Janos (2009, introducéo),

descreve o seguinte:

Matematica ndo é sobre simbolos nem célculos. Simbolos séo ferramentas e, assim como
a musica ndo é uma sequéncia de notas, a Matematica ndo é sobre simbolos. Matematica
também ndo é sobre calculos. Calculos sdo processos que levam a algum resultado. De
fato, atualmente, quase todos os célculos ficam para as maquinas. Genericamente
podemos dizer que a Matematica é sobre ideias.

Nessa perspectiva, ensinar técnicas de resolucdo de problemas e aplicagdo de férmulas,
além de fazer do aprendizado um processo mecanico, desestimula e tolhe a imaginacdo do
estudante, tirando o direito do mesmo de vivenciar o conhecimento e saborear 0 prazer da
descoberta. Conforme nos assegura Janos (2009), a maneira como a Matematica é ensinada nas
escolas, ndo desperta o interesse da maioria dos estudantes pela simples razdo de que o que se
ensina ndo sdo ideias. E acrescenta afirmando que o teor ensinado na escola é uma série de
habilidades para resolver problemas praticos e dicas para passar nas provas de vestibulares, ou seja,

um treinamento e ndo uma educacdo em Matematica.

E adotando essa metodologia, que se deixa de abordar contelidos que sdo a base da
Matematica, ou do que ela é, em esséncia. Um desses contetidos é Inducdo Finita, também denominada
de Inducdo Matematica. Segundo Hefez (2009), é com o conceito de Inducdo que se estabelece o
primeiro contato com a nocao de infinito em Matematica. Todos os conjuntos numericos, por exemplo,
contém infinitos elementos. Como exemplo de conjuntos e infinidade, Courant (2000, p. 12) assegura
que “a sequéncia de inteiros representa o exemplo mais simples e natural do infinito matematico, que
desempenha um papel dominante na Matematica moderna”. No Ensino Médio, aparecem as
Sequéncias e as soma de Progressdes Geométricas infinitas. Muitas questdes das Olimpiadas
Brasileiras de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), abordam questdes onde 0 estudante precisa

generalizar uma lei de formagao que gere nimeros ou figuras sob determinado padré&o.
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Por isso, abordaremos Indug&o Finita no Ensino Médio, e para que seu aprendizado se torne
mais natural, faremos inicialmente uma abordagem intuitiva. Isto sera feito, por meio de atividades
didaticas que explorem a observacédo de sequéncias numericas e de figuras, para que os estudantes
percebam os padrdes encontrados em uma quantidade de casos isolados, e consequentemente,
possam induzir o comportamento geral. Segundo Vale (2011), devemos evidenciar resolugéo de
atividades baseadas na exploracdo de padrdes através de maltiplas representagdes, privilegiando
contextos visuais e figurativos, para que se possa emergir a generalizacdo, que € uma das
componentes mais importantes do conhecimento matematico e a base do pensamento algébrico.
Afinal, segundo Sandefur & Camp, (2004) apud Vale (2011), os padrbes sdo a esséncia da
matematica, e esta, a linguagem que as expressa. E ainda: “o proprio objetivo da matematica é, em
certa medida, descobrir a regularidade onde parece vingar o caos, extrair a estrutura e a invariancia
da desordem e da confusido” (DAVIS & HERSH, 1995, p. 167, apud VALE, 2011, p. 02).

Além disso, para adquirir o conhecimento matematico, Vale (2011) afirma que se deve
recorrer a uma ferramenta inata que criangas e jovens adultos possuem, que é uma forte intuicdo
visual de ideias e conceitos matematicos. Para completar, Janos (2009, p. 40) nos assegura que “a
intuicdo esta presente em toda parte na matematica e nenhuma filosofia pode ignora-la”, e para que
isso ocorra, Lorenzato (2010, p. 20), afirma que, “assim como ¢ preciso abrir mao do rigor para se
conseguir o rigor, para se alcancar a abstracdo, € preciso comecar pelo concreto”. Ainda sobre o
caminho a ser percorrido para adquirir o aprendizado, Lorenzato (2010, p. 72) descreve: “Na escola,
a experimentacdo é um processo que permite ao aluno se envolver com o assunto em estudo,
participar das descobertas e socializar-se com os colegas”. Vale esclarecer nesse momento, que ao se
falar em experimentacéo e em fatos concretos, ndo estamos nos restringindo a objetos palpaveis.

Essa ideia € bem mais abrangente:

Inicialmente, a experimentacdo pode ser concebida como a acdo sobre objetos
(manipulacdo) com valorizacdo da observagdo, comparagdo, montagem, decomposicao
(separacdo), distribuicdo. Mas, a importancia da experimentagéo reside no poder que ela
tem de conseguir provocar raciocinio, reflexdo, construcdo de conhecimentos.
(LOZENZATO, 2010, p. 72).

O proprio Lorenzato (2010, p. 72), ja citado, assevera ainda que “a experimentagdo facilita
que o aluno levante hipdteses, procure alternativas, tome novos caminhos, tire duvidas e constate o

que é verdadeiro, valido, correto ou solu¢do”. E acrescenta afirmando que a experimentagdo
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valoriza o processo de construgdo do saber em vez do resultado, pois, na formacgéo do estudante,
mais importante que conhecer a solugdo € saber como encontra-la. Esse processo de aprendizagem
desempenha um papel ainda mais contundente no estudo de Inducéo Finita, pois este contetdo
requer uma associacao entre a Inducdo Empirica, conhecimento adquirido por experiéncia, e a
Inducdo Matematica, fornecido por meio do raciocinio I6gico. E para que isso aconteca de fato, é
necessario que o estudante estabeleca relacbes entre o mundo concreto e o mundo das

representacdes, sendo este ultimo dado por meio de expressdes algébricas e formulas matematicas.

Para tornar o conceito de Inducao mais familiar e facilitar o entendimento, sera feito um
enfoque intuitivo e detalhado, através de problemas classicos e exemplos. Tudo para que o
estudante se acostume aos poucos com o significado e a sutileza do método de Inducéo Finita. O
objetivo principal dessa abordagem é o mais basico do ensino de Matematica: desenvolver o

raciocinio logico e estimular o desejo de criacdo e indagacéo.

Este trabalho estéa dividido em trés partes. O primeiro capitulo € dedicado a Fundamentacédo
Teorica, na qual apresentamos Inducgdo Finita, mostramos sua esséncia e finalidade, e detalhamos
seu estudo por meio de analogias com fatos reais e conhecidos. Ainda nesse capitulo, falamos sobre
0 Principio de Inducéo Finita, fundamentando-o e fazendo uma descricdo detalhada do mesmo. Em
seguida, abordamos as Sequéncias Numéricas e as Recorréncias, elementos fundamentais para o
Principio de Inducdo Finita. Finalizamos esse capitulo falando sobre a importancia da intuicdo
enquanto construtora de conteddos e como base para a sistematizacdo da Matematica,

descrevendo-a ainda como elemento principal na formacéo de conjecturas.

O segundo capitulo é destinado ao Desenvolvimento das Atividades. Para a sua realizacéo,
empregamos uma série de atividades comecando com exercicios sobre padrdes, seguido por
Equacdes de Recorréncias, para culminar na apresentacao de Inducédo Finita e suas aplicagdes. Por
fim, finalizamos esta etapa com a avaliacdo, a qual contém o resumo dos resultados alcancados e

comentérios sobre os fatos observados durante o decorrer do trabalho.

No terceiro capitulo fazemos as Consideragdes Finais, na qual relatamos as experiéncias e
compartilhamos as impressdes vivenciadas durante todo o decorrer do projeto, além de escrever

sugestdes para trabalhos futuros na area.
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1. FUNDAMENTACAO TEORICA

1.1. INDUCAO FINITA

Muitas das pessoas conhecem a brincadeira das pecas enfileiradas de domind que véo caindo
e derrubando as seguintes, formando um “movimento corrente”. As pecgas sao colocadas em pé,
dispostas a uma distancia tal uma da outra, fazendo com que a queda de qualquer uma delas
implique na derrubada da seguinte, imediatamente mais proxima. Pela disposi¢do das mesmas na
fileira, sabe-se que a queda de cada peca acarreta na queda da pecga seguinte, reacao que acontece

em cadeia, até o final da fileira.

Mas, e se essa fileira de pegas ndo tiver um fim? Esse processo vai prosseguir até quando?
Daqui fazemos duas perguntas que podem surgir e que s&o naturais a esse processo:

1° A queda de uma peca qualquer, implica na derrubada da peca seguinte?

2° Esse processo se repete indefinidamente?

Para responder as perguntas anteriores, estabeleceremos uma correspondéncia biunivoca
entre cada peca de domindé e um namero inteiro positivo. Assumiremos ainda que, tomando as
pecas ordenadamente e a partir da primeira, cada uma delas corresponde a nimeros inteiros
positivos, sequencialmente, e também a partir do primeiro. Dito de outro modo, dada uma peca
qualquer da fileira, é possivel apontar qual é a imediatamente anterior ou posterior, e, uma vez que
cada uma das pecas sdo objetos inteiros e pela analogia feita acima, correspondem a numeros

inteiros. Desse modo, a fileira de pecas de domind corresponde a uma sequéncia numeérica.

Outro exemplo notavel no qual se usa o conceito de sequéncia discreta em cadeia é a propria
formacgé@o dos numeros naturais. Dentre todos 0s nimeros que o ser humano ja considerou, 0s
nameros naturais foram os primeiros a serem criados, inicialmente com o intuito de contar.
“Apesar de serem os mais simples, ndo quer dizer que eles sejam totalmente entendidos, havendo

ainda muitos mistérios que os cercam a serem desvendados.” (HEFEZ, 2009, p. 10).
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Vamos aproveitar a ocasido para fazer algumas observacgdes acerca do conjunto dos nimeros
naturais. Faremos uma descri¢do de uma das formas de se obter cada nimero desse conjunto. Por

isso vamos utilizar um exemplo contido em Hefez (2009) e mostrado na tabela seguinte.

Tabela 1. Formacg&o dos nimeros naturais.

NUMERO NATURAL COMO OBTER

1 1 — Por definicéo.
Colecdo com um Unico objeto.

2 1+1
3 2+1
4 3+1
5 4+1

Fonte: Hefez, 2009, Inducdo matematica.

Analisando a tabela acima, a partir da formacgdo do segundo nimero natural, observamos que
isto se da sempre acrescentando uma unidade ao nimero imediatamente anterior. Intuitivamente
sabemos que isso € sempre verdade. Entdo, expressamos oralmente os dados mostrados na tabela 1

da seguinte maneira:

Dois é igual a um, somado com 1; trés € igual a dois somado com 1; quatro é igual a trés somado

com 1; e assim por diante.

A Ultima expressdo, “e assim por diante”, é dita com total certeza de compreensdo. Ela
denota a ideia de generalizacdo de que todos 0s niUmeros naturais sdo obtidos sempre somando 1 ao
numero imediatamente anterior. Essa expressdo é resumida pelo uso das reticéncias, as quais, de

acordo com Hefez (2009), séo ponto chave na determinagdo dessa sequéncia de nimeros.
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1.2. PRINCIPIO DE INDUCAO FINITA

No gue concerne a métodos de comprovacdo em Matematica, a compreensao por si sO
ndo é suficiente, sendo necessario a existéncia de uma prova fornecida por meio de um
raciocinio l6gico. Tomando como exemplo o processo de formagdo dos nUmeros naturais,
conforme mostrado na secdo anterior, Hefez (2009) afirma que devemos apresentar
propriedades que o caracterizem de modo inequivoco. Denominando o conjunto dos nameros
naturais por N, Lima et al, (2006, p. 34) comenta: “A esséncia da caracterizagdo de N reside na
palavra “sucessor”. Intuitivamente, quando n, n' € N, dizer que n' é o sucessor de n significa que
n' vem logo depois de n, ndo havendo outros numeros naturais entre n e n' . Ainda segundo Lima
et al (2006, p. 35), o uso e as propriedades da ideia de sucessdo foram sintetizadas pelo
matematico italiano Giuseppe Peano em 1889 da seguinte forma:

a) Todo nimero natural possui um Unico sucessor;

b) NuUmeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes

c) Existe um Gnico nimero natural, chamado um e representado pelo simbolo 1, que néo
é sucessor de nenhum outro;

d) Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto € X < N). Se 1 € X e se, além disso, 0
sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entdo X=N.

Sobre o conjunto N dos nimeros naturais, ha uma discussdo acerca do primeiro nimero que
0 compde. Segundo Lima et al, (2006) incluir ou ndo o nimero zero no conjunto N é uma questéo
de preferéncia pessoal ou de conveniéncia. Se o autor for um algebrista, que esta interessado no
estudo das operac0es, a inclusdo do zero fornecera um elemento neutro e permitird que a diferenca
x —y seja uma operacgdo fechada em N, quando x > y. Entdo, o zero fara parte desse conjunto
pois facilitara as operacgdes e eliminara algumas excegbes. Por outro lado, ainda de acordo com
Lima (2006), em andlise costuma-se trabalhar com sequéncias x;, x5, x3, ... que tem por indice
nameros naturais, e associar o conjunto N={0, 1, 2, ...} ao conjunto x,, x,, x5, ..., faz com que x,
ndo seja 0 n-ésimo, mas 0 n+1-ésimo termo. Para evitar essa discrepancia, um analista adota o
conjunto dos numeros naturais como N={1, 2, 3, ..}. Neste trabalho, precisaremos associar
conjuntos de objetos com o conjunto dos nimeros naturais. Para que o objeto a, de uma colegdo
ai, a,, as, ... a qual comecamos a contar a partir do primeiro esteja associado ao n-ésimo ndmero

natural, é preciso que definamos o conjunto dos naturais como: N={1, 2, 3, ...}.
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Os Axiomas de Peano sdo a base de um eficiente método de demonstracao de proposicées
referentes a nUmeros naturais: O Principio de Inducdo Finita. Este Principio, também é conhecido
por Principio de Inducdo Matematica, € uma técnica de prova que verifica a validade de uma
proposicdo para n baseada na validade da proposicéo para valores menores que n e é usada para
mostrar que uma dada afirmacéo é verdadeira para todos os naturais. Dito de outro modo, € usada
para generalizar propriedades, notadamente valida para alguns casos particulares, estendendo
para todo o conjunto de objetos ou entes em estudo.

Neste método baseamos nosso raciocinio em casos particulares como forma de obter uma
conclusdo geral. A prova por inducéo, diferentemente da prova por deducéo, ndo conduz a
nova formula ou uma nova verdade matematica. Ela é uma metodologia de raciocinio, que

parte de uma premissa aceita como verdadeira, e resulta em conclus6es que podem ser aceitas
como verdadeiras. (JANOS, 2009, p. 42).

Procede-se dessa maneira, pois seria impossivel, por exemplo, verificar um por um, que o
quadrado de um namero impar € sempre impar. Portanto, é necessario um método eficaz,
rapido, e a0 mesmo tempo rigoroso para realizar esta verificacdo. Sob a forma de propriedades,
Lima et al (2006, p. 37), enuncia o Principio de Inducédo Finita como:

Seja P(n) uma propriedade relativa aos nimeros naturais. Suponhamos que
i) P(1) é valida;
i) Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n’), onde n’ é o sucessor

den.
Entdo P(n) é valida qualquer que seja o n.

E fazendo uso desse Principio que provamos a validade da maior parte das expressdes no
campo dos numeros inteiros. Especificamente neste trabalho, este € o método de prova que
utilizaremos para demonstrar que todo conjunto de objetos matematicos possui propriedades
observadas ou desenvolvidas a partir da intuicdo. Ainda sobre o papel do metodo de Inducéo,
Hefez (2009) diz que ao mesmo tempo em que o Principio de Indugdo Finita faz estabelecer o
primeiro contato com o infinito em Matematica, ele é ao mesmo tempo, sutil e delicado. Por isso

mesmo, precisaremos fazer um estudo detalhado e progressivo sobre 0 mesmo.

Como é possivel que apenas duas condi¢des sejam suficientes para demonstrar uma
sequéncia de infinitos termos? Sobre isso Courant (2000, p. 13) descreve: “O fato de estas duas

condigdes serem suficientes para demonstrar a veracidade de todas as proposi¢des P, Py, P3, ... é
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um principio légico tdo fundamental 8 Matematica quanto as regras da logica aristotélica.” Apds
formular o Principio de Inducéo Finita, o proprio Courant (2000, p. 14), ja citado, minudencia a

formulacéo do Principio:

Né&o devemos hesitar em aceitar isto, do mesmo modo com o aceitamos as regras simples
da légica corrente, como um principio basico do raciocinio matematico, uma vez que
podemos provar a veracidade de qualquer das proposic@es P, partindo da assercéo i. de
que P, é verdadeiro e prosseguindo por uso repetido da assercdo ii. Para demonstrar
sucessivamente a veracidade de P,, P;, P, e assim por diante, até alcancarmos a
proposic¢do P,. O principio da indugdo matematica repousa, portanto, no fato de que apds
qualquer inteiro r existe um seguinte r + 1, e que qualquer inteiro n desejado pode ser
alcangado por um nimero finito de tais etapas, a partir do inteiro 1.

Um ponto intrigante no processo de indugdo é que apenas supomos 0s passos 1 e 2. E se isso
nao acontecer, nossa teoria cai por terra?

Considere uma sentenca matematica aberta, P(n), que por um procedimento algébrico,
verificamos a validade de P(1). Se queremos que o resultado de uma implicacdo seja verdade, a
I6gica nos assegura que: de uma afirmacdo verdadeira, s6 podemos chegar a uma afirmacéo
também verdadeira. Por outro lado, se alcancamos uma afirmacéo falsa, esta sé poderia ter se
originado de uma que também € falsa. Analisemos agora, a validade de P(n), que no exemplo das
pecas de domino, refere-se a peca de posicao n. Suponha que vocé tenha derrubado a primeira peca,
em direcdo a segunda. Agora, se a peca de posi¢do n ndo caiu, segue que a anterior (n-1) também
ndo caiu, pois do contrario a teria derrubado. Continuando o procedimento, concluimos que a
anterior (n-2) dessa Ultima, também ndo caiu. Reiterando esse processo, chegariamos a concluséo
que a primeira peca também ndo teria caido, o que € um absurdo. Os passos 1 e 2 estdo, portanto,
conectados. Como ¢é possivel verificar a validade do primeiro caso, e a implica¢do do n-ésimo para
seu sucessor, conclui-se a validade geral.

Pois bem, pela analogia da fileira para com os nUmeros naturais e pela sua caracterizacao
dada pelos axiomas de Peano, se a primeira peca caiu e a queda de cada peca implica na
derrubada da seguinte, entdo, mesmo que este conjunto tenha uma quantidade infinita de pecas,

todas elas cairdo.
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1.3. SEQUENCIAS E RECORRENCIAS

1.3.1. Sequéncias numéricas

Uma sequéncia numérica é um conjunto de nimeros, escritos um apds o outro. Os nimeros
que formam as sequéncias néo precisam ter nenhum padrdo, no entanto, frequentemente, eles séo
resultado da observacdo de um determinado fato ou fenémeno.

Abordamos nesse trabalho as sequéncias infinitas, as quais, segundo Avila (2006) sdo
funcdes definidas no conjunto dos nimeros naturais. Indicando cada termo de uma sequéncia
pela letra x, seguida de um indice n que indica a sua ordem ou posic¢do, x, representa um termo
qualquer de uma sequéncia.

Exemplo: A sequéncia definida por x: N - R onde x,, = n?, paratodo n € N, tem como
elementos x; =1, x3=9, x, =4, x3 =9 ... . Nota-se que o conjunto N foi definido sem o
elemento zero.

1.3.2. Sequéncias definidas recursivamente

Um grupo de sequéncias notaveis, e que sao abordadas trabalho, sdo as sequéncias
definidas recursivamente. Segundo Gomide e Stolfi (2011) uma sequéncia € definida
recursivamente se € resultado de um ou mais termos inicial e uma formula que determina os demais

termos a partir dos termos precedentes, a qual é chamada de recorréncia.

No exemplo mostrado na Secéo 1.1., 0 método que utilizamos para gerar a sequéncia de
nameros naturais (1, 2, 3, 4, ...) consistiu em definir 1 (um) como primeiro nimero natural, e,
através do procedimento recursivo, gerou-se 0s proximos numeros naturais. Como podemos ver,
cada termo, a partir do segundo, € igual ao termo imediatamente anterior somado com 1. Portanto,

a relacdo de recorréncia é da forma X,+1 = X, + 1, com x; = 1.

Ainda de acordo com Pacheco (2013), as equacgdes de recorréncia sdo determinadas por
uma foérmula que especifica como cada termo da sequéncia é obtido a partir de seus termos

anteriores. Matematicamente expressamos uma equacao de recorréncia da forma:
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Xns1 = f(X1, X2, .0, X1, X, 1) (1)

Pacheco (2013) classifica as equacdes de recorréncia quanto a sua ordem e a linearidade.

1) Ordem: A ordem de uma equacédo de recorréncia € a diferenca entre 0 maior e 0 menor

indice que aparece na equacao.

Uma equacdo que oferece um termo qualquer da sequéncia, em funcdo de seu termo
imediatamente anterior, caracteriza uma recorréncia de primeira ordem; aquela que oferece um
termo, em funcdo dos dois termos imediatamente anteriores, define uma recorréncia de segunda
ordem, e assim por diante. A equagdo X,+1 = X, + 5 € de primeira ordem. A famosa sequéncia de

Fibonacci é de segunda ordem e € definida por Xn+1 = Xn + X, 1, cOm X; = 1 e por definicdo, xo = 1.

2) Linearidade: A recorréncia ¢ denominada linear quando a funcdo f for linear nas

variareis (Xi, X2, ... Xn-1, Xn)-

Ou seja, se todas as variaveis tiverem expoente iguais a 1. A equacgdo X,+1 = 2X, + 5, por
exemplo, é uma recorréncia linear de primeira ordem, enquanto a recorréncia Xy+1 = (N-1)(X1)? — 3.1 é

uma recorréncia ndo linear de segunda ordem.

1.3.3. Resolucéo de uma recorréncia

Considere a recorréncia xp+1 = X, + 5, com x; = 5. Se quisermos encontrar o 10° termo da
solucdo, podemos utilizar essa formula e calcular sucessivamente os termos da sequéncia até
atingirmos o termo procurado. VVejamos:

Xo=X1+5=5+5=10
X=X +5=10+5=15
Xg=X3+5=15+5=20

X10 =Xg+5=45+5=50
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Imagine o trabalho que seria encontrar 0 200° termo da sequéncia, usando esse processo
recursivo. Vamos verificar que a representacdo da solucao por meio da férmula, torna o trabalho de
encontrar qualquer termo de modo rapida e pratico. Com ela, é possivel obter todos os termos da
sequéncia, em funcdo da posi¢do n que cada termo ocupa e ndo dos termos prévios. No entanto,
“determinar uma formula explicita para uma sequéncia definida recursivamente ¢ um problema dificil

em geral, mas ha técnicas que resolvem certos casos especiais”. (GOMIDE; STOLFI, 2011, p.145).

Abordaremos os métodos de resolucdo de Equacdes de Recorréncias para 0s casos mais

simples: Aditiva Simples e Multiplicativa Simples.

1.3.3.1.  Recorréncia aditiva simples

Uma recorréncia aditiva simples é definida da forma x,,,; = x, + f(n) paratodon € N e

com x; fixo. Para obtermos a formula de resolucdo deste caso de recorréncias, fazemos:

X, =x1+ f(1)
X3 =X + f(2)
X4 = X3+ f(3)

Xp =Xpg+Hf(n—1)

Somando, obtemos:

n-1
Xp = X1 + Z f(k) (2)
k=1

Exemplo: Determinar a solucdo para o termo geral x,, da recorréncia

{xl =1
Xp = Xp_q + 2" ! para todon € N.

De acordo com (2):

Xp=14+2+2%2+23+.-42"1
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=2°42422423 442771

Note que o membro direito da Gltima igualdade é uma soma dos n primeiros termos de uma

progressdo geometrica de razdo 2. Entéo:

X, = 1-

X, = 2™ —1 paratodo n natural

1.3.3.2.  Recorréncia multiplicativa simples

Sao as recorréncias da forma x,,; = f(n) - x,, paratodo n > 1 e x; fixo, onde f é uma

funcdo qualquer. Para obtermos a férmula de resolucéo deste caso de recorréncias, fazemos:

Xy =x1 - f(1)
X3 =Xz - f(2)
x4 =x3° f(3)

Xp = Xp_q - f(n—1)

Multiplicando, obtemos:

n—1

Xp = X1° l_[f(k) paratodon > 1 3)

k=1

De acordo com Pacheco (2013), o procedimento recursivo permite definir regras para
formular casos complexos em termos de casos mais simples, como, por exemplo, a prova por
inducdo finita. “Uma das principais ferramentas para verificar a validade de uma formula que
representa solucdo de uma equacdo de recorréncia é o Principio da Inducdo Matematica.”
(PACHECO, 2013. p. 16).
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1.4. FUNDAMENTACAO DO CONHECIMENTO MATEMATICO

Antes de concentrar nosso estudo especificamente na demonstracdo de nlimeros inteiros,
vamos fazer um questionamento mais geral e analisar como se prova uma asser¢do no campo da
Matematica. O meétodo a ser usado € o mesmo dentro de outras &reas do conhecimento, como a

Fisica ou a Biologia, por exemplo?

O processo de mostrar que determinada formula, expressdo ou assercdo é verdadeira
dentro do conhecimento matematico é através de demonstracdes, onde Lungarzo (1992) afirma
ser uma propriedade abstrata a qual ndo depende de nenhuma experiéncia particular, e 0 Unico
método usado para tal fim, ainda de acordo com o autor, é a deducdo, sendo um problema da
I6gica. Mesmo em alguns campos da Matematica, em que o método para justificar determinadas
assercdes é a demonstracdo por Inducdo, ndo € o mesmo método de Inducdo das Ciéncias
Naturais, ou daquele utilizado para induzir determinado acontecimento baseado em experiéncias

particulares.

Todos conhecemos o processo indutivo, pois fazemos inducdo sobre muitos fatos do
cotidiano. No entanto, convém destacar, que ao contrario da Inducdo Empirica a qual faz inferéncia
sobre uma lei ou teorema a partir de uma quantidade de observacfes isoladas, a Inducdo
Matematica ndo induz a veracidade de uma lei ou teorema a partir de uma quantidade de dados
isolados, mas através de uma regra que depende da veracidade de uma assercao de ordem qualquer,
acarretando a verdade da seguinte, sabendo da validade da primeira afirmativa. "De um modo
bastante diferente, a inducdo matematica € utilizada para demonstrar a veracidade de um teorema
matematico em uma sequéncia infinita de casos, o primeiro, 0 segundo, 0 terceiro, e assim por
diante sem excegéo." (COURANT, 2000, p. 12).

No entanto, ao falar sobre os métodos de provar hipdteses em Matematica, Janos
(2009, p. 40) ressalta a importancia da intuicdo enquanto construtora de conjecturas, € nos
alerta: “Temos, contudo, que tomar cuidado para ndo deixar que o formalismo acabe inibindo
a intuicdo”. Até porque, sem tais conjecturas, ndo existiria o que se demonstrar. E ainda sobre
a forma como surgem as proposicdes e 0s teoremas, € importante destacar que realizagoes
matematicas tem origem em situagdes reais. Como exemplo, podemos citar o teorema de

Pitagoras, onde Poincaré (2000) afirma a ndo possibilidade do mesmo ser conhecido a priori,
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sem referéncia do mundo real. E ainda sobre isso, temos: “Sem duvida alguma, todo o
conhecimento matematico tem suas raizes psicolégicas em exigéncias mais ou menos
préaticas.” (COURANT, 2000, introdugio).

Portanto, mesmo a Matematica, denominada de ciéncia abstrata pelo seu estilo capaz de
transcender as utilidades imediatas, da ligagdo com o objeto de estudo, tem ferramentas que
exterioriza a nossa percepcdo intelectual ou sensivel as questdes a serem validadas como
conhecimento cientifico. Essa forma de externar, de trazer a tona a realidade, ou como diz Poincare,
a forma de conhecer a realidade, provém do mundo real, dos fatos que permeiam a natureza: “Nao,
as leis cientificas ndo sdo criacOes artificiais; ndo temos nenhuma razdo para vé-las como

contingentes, embora nos seja impossivel demonstrar que nio sdo.” (POINCARE, 2000, p. 9).

Também sobre o papel dos fatos na elaboracdo dos trabalhos concernentes ao
conhecimento matematico, Poincaré, (2000), afirma que, apesar das limitacBes da intuicdo
enquanto construtora dos mesmos, é na Matematica, o instrumento mais comum da invengao. “Se é

Util ao estudante ela o é mais ainda ao cientista criador.” (POINCARE, 2000, p. 20).

Com base nessas afirmacdes, fizemos um esforco significativo em desenvolver
concretamente exemplos no intuito de generalizar observacGes por meio de expressdes
matematicas; nos apoiamos nos resultados mostrados pelos finitos termos das Sequencias
Numéricas para entendermos a validade geral; fizemos mecéanica e manualmente os passos
recorrentes das Equacdes de Recorréncia para acreditar no Principio de Inducdo Finita. Pois,
apesar de Recorréncia ndo ser uma técnica de prova, mas um método de definicdo de como se
obter numeros em sequéncia, Lovasz (2013) nos assegura que ela é semelhante em espirito a

Inducdo Matematica.

E é esse espirito de semelhanca que nos possibilita definir as Recorréncias e acreditar na
prova por Indugdo, uma vez que, para provarmos a veracidade de determinada assercdo para
qualquer quantidade n, usamos as recorréncias para, no minimo, verificar a passagem da validade

de um n-ésino caso para o proximo (n + 1)-ésino caso.
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2. DESENVOLVIMENTO DAS ATIVIDADES

2.1. ABORDAGEM TEORICA

Planejamos sequéncias didaticas destinadas a duas turmas de estudantes do 1° ano do
Ensino médio com idades entre 15 e 18 anos em um colégio de Ensino técnico integrado ao Ensino
médio de Juazeiro. A primeira turma, composta por 22 alunos, denominamos Turma A, e a segunda

turma, com 16 alunos, por Turma B.

Nosso objetivo foi confrontar dois métodos de abordagem do conteido de Inducéo Finita.
Na primeira turma — a Turma A, desenvolvemos um trabalho com padrdes e um estudo das
Relacbes de Recorréncia com a finalidade de que tais tarefas pudessem contribuir na construgédo da
ideia de generalizacéo de propriedades. Com a segunda turma, partimos diretamente para estudos

das Sequéncias e de Inducéo, sem o apoio dessas tarefas adicionais.

Fizemos aulas expositivas e dialogadas com o uso do quadro e Datashow. Em sequéncia,
aplicamos exercicios semelhantes aos mostradas durante a aula expositiva, bem como oficinas
envolvendo o tema em estudo. As tabelas 2 e 3 mostram o niUmero de encontros presenciais com

cada turma, bem como a sequéncia de contetdo desenvolvida.

Tabela 2: Cronograma de sequéncia didatica da Turma A.

ATIVIDADE DATA
Descobrindo padrdes 29/11/2014
Sequéncias aritmeticas 02/12/2014
Relaces de recorréncias 06/12/2014
Introducgéo a Inducdo Finita 06/12/2014
Principio de Inducdo Finita 13/12/2014
Aplicages de Inducéo Finita 13/12/2014

Avaliacdo 15/12/2014
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Tabela 3: Cronograma de sequéncia didatica da Turma B.

ATIVIDADE DATA
Sequéncias aritméticas 29/11/2014
Introducdo a Inducéo Finita 06/12/2014
Principio de Inducéo Finita 13/12/2014
Aplicacdes de Inducéo Finita 13/12/2014
Avaliacéo 18/12/2014

Para contornar quest@es relativas a sistematizagdo de um trabalho tedrico e experimental,
nos baseamos no método Engenharia Didatica. Carneiro (2005) descreve que esse método esta
relacionado com o movimento de valorizacdo do saber pratico do professor, justificado pela

insuficiente teoria desenvolvida fora da sala de aula para captar a complexidade do sistema.

A Engenharia Didatica foi criada para atender a duas questdes: a) das relacBes entre
pesquisa e a¢do no sistema de ensino; b) do lugar reservado para as realiza¢des didaticas
entre as metodologias de pesquisa. E uma expressio com duplo sentido. Designa
producbes para o ensino, derivadas de resultados de pesquisa, e também designa uma
especifica metodologia de pesquisa baseada em experiéncias de sala de aula.
(CARNEIRO, 2005, p. 3).

Segundo Artigue (1996) apud Carneiro (2005), uma Engenharia Didatica inclui quatro fases:

1) analises prévias;

2) concepcdo e analise a priori de experiéncias didatico-pedagdgicas a serem desenvolvidas
na sala de aula de matematica;

3) implementacao da experiéncia;

4) andlise a posteriori e validacdo da experiéncia.

A seqguir apresentaremos as fases das atividades desenvolvidas.
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2.2. ANALISES PREVIAS

Antes de desenvolver os trabalhos em sala de aula, fizemos um questionario de inspecéo
para verificar o conhecimento prévio dos estudantes acerca de Indugdo Matematica. O questionario

encontra-se no apéndice.

Verificamos que 15,8% dos estudantes imaginaram que Inducdo tinha alguma relagédo com

Matematica, mas ndo sabiam sobre o que 0 assunto abordava.

i QoM *1\’1@1 oOLNALD m
%ﬁ o modimvalien

Figura 1 — Resposta do estudante TB09 para o questionario de inspegao

Por outro lado, 18,4% deles ja tinham ouvido falar sobre a palavra Indu¢do, mas ndo com

significado matematico.

SIM X

Descreva o que vocé conhece sobre indug3o. |

-~

/M DA RN ANWO mu UU‘/\-

i %Q‘a CUA mt&l AL
| QJZDVXA,Q/V\/L DN QKZI]Q,U AU

ol

Figura 2 — Resposta do estudante TA10 para o questionario de inspeg¢ao
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2.3. DESCOBRINDO PADROES

Esse encontro foi desenvolvido com a Turma A, teve duracdo de 2 horas/aulas e foi

dedicada a observacdo de padrdes encontrados em sequéncias de numeros e de figuras.

Apresentamos exemplos de sequéncias de numeros e de figuras que seguem um estilo
determinado de repeticdo. Conforme comentado anteriormente, acreditamos que essas atividades sejam

importante ponto de apoio para o estudante entender o significado de validade geral de uma propriedade.

e Atividade 01: Soma dos primeiros nimeros impares

Anélise a priori

Essa primeira atividade foi desenvolvida pelo professor de maneira expositiva e dialogada,
com o apoio do Datashow. O recurso serviu para mostrar as quantidades por meio de figuras e
dinamizar os agrupamentos que permitissem a visualizacdo da formacéo de quadrados perfeitos no

resultado da soma dos nimeros impares.

A atividade teve como objetivo induzir instintivamente a validade geral dos padrbes
observados nos primeiros casos para todo o conjunto de nimeros ou figuras da sequéncia em
questdo. Esperava-se que os estudantes compreendessem que 0s nimeros que formam a sequéncias
seguem um estilo fixo de formacdo e que eles possam determinar os proximos numeros da
sequéncia. Como consequéncia, espera-se ainda que eles consigam conjecturar 0 processo genérico

de formacg&o dos mesmos atraves de uma expressdo matematica.

Desenvolvimento da atividade

Seja a sequéncia de numeros impares positivos, a partir do primeiro:

1,3,57,911,13, ...
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Considere diferentes agrupamentos desses numeros a partir do primeiro. Por questdes
didaticas, considere o primeiro grupo com um numero, 0 segundo grupo com dois nimeros, o
terceiro com trés, e assim sucessivamente. Para cada agrupamento formado, existe uma relacéo
entre a quantidade de nimeros e sua soma expressa na forma de poténcia de expoente 2. A tabela 4

mostra essa relacao:

Tabela 4: Soma dos 10 primeiros nimeros impares.

QUANTIDADE INDICANDO SUA SOMA RESULTADO
1 1 12
2 1+3 2?
3 1+3+5 3?
4 1+3+5+7 42
5 1+3+5+7+9 52

Fonte: Lovasz, 2013, Matematica Discreta.

Depois de mostrar os trés primeiros casos da relacdo entre a quantidade de nimeros somados e
seu resultado na forma de poténcia, comegcamos a incentivar a participacao dos estudantes. Para instigar

a percepcéo do padrdo de formacédo da soma dos impares, fizemos os seguintes questionamentos:

PROFESSOR: Quanto serd a soma dos 4 primeiros nimeros impares?

ESTUDANTES: 42,

As respostas apareceram isoladas e hesitantes. Depois da exposicdo dos primeiros trés casos, e
confirmar o padréo de repeticdo também do quarto caso, foi levantado o seguinte questionamento:

PROFESSOR: Apenas observando os casos anteriores, sem fazer célculos, quanto sera a soma dos
cinco primeiros nUmeros impares?

ESTUDANTES: E igual a 5°.
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Ao dizer que os estudantes estavam certos, mostrando esse Ultimo caso, pretendeu-se
reforcar a seguranca dos mesmos em sua intuicdo, e incentiva-los em induzir instintiva na

determinacdo dos proximos nimeros da sequéncia.

PROFESSOR: Qual a soma dos cem primeiros numeros impares?

ESTUDANTES: 1002

Esta ultima resposta foi dada por todos os estudantes. A figura 3 mostra a atividade

desenvolvida durante a aula e mostrada com o uso do Datashow.

QUANTIDADE SOMANDO OS
- . _ REPRESENTANDO | AGRUPANDO RESULTADO
DE NUMEROS | NUMEROS IMPARES
1 1 ® 0 12
2 1+3 .: oo 22
° o0
oo XX
3 1+3+5 00 o000 32
°s 000
°
o0 eo0o0o0
000 o000 ,
a4 1+3+5+7 o000 4°
000 A X X
o0 eo0o0o0
°
°
.:: eo0o000
o060 oo0000
5 143454749 eo0o000 eo0o0o00 5
::: 00000
o0 o000 00
°

Figura 3 — Soma dos primeiros 5 numeros impares

Apbs a percepcdo do estilo de formacdo e o entendimento de como determinar 0s
proximos numeros da sequéncia, era hora de ir aléem, questionamento como expressar o

resultado para uma quantidade qualquer de numeros impares. Achamos conveniente nesse
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momento, explicar a diferencga entre nimero genérico e numero especifico, onde a soma de uma
quantidade qualquer de numeros impares, seria “soma dos n primeiros niumeros impares”. A

seguir, perguntamos:

PROFESSOR: Como expressar o resultado para uma quantidade n qualquer de nimeros impares?

ESTUDANTES: n?.

Andlise a posteriori

Apesar das respostas ainda aparecerem de forma timida no inicio dos questionamentos, a
participacdo em massa e de forma incisiva dos estudantes nos questionamentos subsequentes,
mostrou que eles tinham entendido o que se propunha a atividade. Ao observar que os resultados de
todos os agrupamentos seguiam o mesmo padrdo, e que as suas respostas estavam corretas, 0s
estudantes que ainda hesitavam em falar passaram a responder 0s questionamentos, e 0s que ja
faziam, passaram a responder com mais seguranca. Assim, julgamos essa primeira atividade como

proveitosa, o que nos deu animo para continuar com o trabalho planejado.

e Atividade 2: Soma dos primeiros nimeros pares.

Andlise a priori

Essa atividade foi proposta aos estudantes e tem um raciocinio de resolugdo analogo a
primeira. Teve como objetivo instigar a percepg¢éo do padrdo de formacéo da sequéncia de niumeros
em questdo. Espera-se que eles consigam encontra-lo, preenchendo os quadros com 0s numeros
que formam as sequéncias e que consigam conjecturar o processo genérico de formagdo dos

mesmos por meio de uma férmula.
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Desenvolvimento da atividade

Considere a sequéncia de nimeros pares positivos, a partir do primeiro:

2,4,6,8,10, ..

E possivel determinar qual é a soma dos primeiros n nimeros pares? O que devemos saber, é se
existe uma relacéo entre a quantidade de nimeros somados e o0 seu resultado. Para melhor enxergar o

problema, devemos aborda-lo por partes:

Com um unico namero par, qual o resultado para a soma? E com os dois primeiros? Da
mesma maneira observamos o0 que acontece com as quantidades subsequentes. Para melhorar a
visualizacdo do resultado e o padrao existente, devemos seguir a quantidade de numeros em ordem
crescente e sem pular quantidades, ou seja, depois de fazer o procedimento para uma quantidade n

qualquer, deve-se necessariamente, passar para a quantidade seguinte, n+1.

O processo desenvolvido por um grupo de estudantes € mostrado na figura 4:
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Figura 4 — Resolucdo da soma dos numeros pares.
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Andlise a posteriori

Um total de 68,2% dos estudantes conseguiu representar as quantidades por meio de
retdngulos, mas sentiram dificuldade em apresentar no resultado, uma forma Unica que servisse
para a soma de 1, 2, 3 ou 4 numeros. Depois de demandar algum tempo, 45,5% dos estudantes
conseguiram encontrar o padrao de formac&o através de retangulos de ordem n por n+1, mas ainda
ndo se sentiram seguros se realmente isso aconteceria nos casos seguintes, mostrando que ainda
ndo tinha formado uma conjectura. Julguei esse momento como delicado, pois apenas 27,3% deles

responderam correta e integralmente essa primeira etapa.

Fazendo novamente um incentivo as respostas e observagdes dos estudantes, eles se
sentiram confiantes na resposta da soma dos 100 primeiros nameros pares, mostrando que haviam

formado uma conjectura para essa sequéncia. A generalizacdo do resultado seguiu-se facilmente.

e Atividade 3: O problema do aperto de maos.

Anélise a priori

Essa foi a terceira atividade do primeiro encontro. Ela teve como objetivo induzir
instintivamente a validade dos padrdes observados nos primeiros casos para todo o conjunto em
questdo. Espera-se que os estudantes compreendam que o0s resultados mostrados nas sequéncias
seguem um estilo de formacdo e que eles consigam determinar os proximos nimeros da sequéncia.

Por fim, esperar-se que eles consigam conjecturar o processo genérico de formacéo dos mesmos.

Desenvolvimento da atividade

Considere um grupo com n pessoas. Quantos apertos de méaos sdo necessarios e suficientes

para que cada uma das pessoas cumprimente todas as outras? Para melhorar a compreensao do
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problema, vamos aborda-lo por partes: Primeiro resolvendo o problema para um grupo com duas
pessoas e observando o resultado. Depois para um grupo com trés pessoas, em seguida com quatro,
e assim sucessivamente. Essa brincadeira foi desenvolvida em equipe e queriamos que 0s
estudantes percebessem o padrdo de formacao existente na determinacdo da quantidade de apertos

de méo para uma quantidade qualquer de pessoas. Um desses procedimentos desenvolvidos por
uma das equipes, € mostrado na figura 5.

1. Fazendo o experimento entre seus colegas, preencha o quadro abaixo,
da primeira para a ultima coluna:

QUANTIDADE DE QUANTIDADE DE APERTO DE ORGANIZANDO A

PESSOAS MAOS ESCRITA
1 ' e
(2 1 Ixl=2:2- |
3 5 3v2=43L=3
4 6 Gx3 =L 22=0

Figura 5 — Quantidade de apertos de maoes para quatro pessoas

Para verificar se eles realmente conseguiram encontrar um padrdo e estavam aptos a

determinar o resultado para uma quantidade qualquer, entregamos uma segunda tabela em que eles
deveriam preencher sem mais fazer experimentos.

1. Agora sem fazer o experimento, preencha a 5° ¢ a 6" sequéncia:

QUANTIDADE DE PESSOAS | QUANTIDADE DE APERTO DE MAOS | ORGANIZANDO A ESCRITA

2 4 (

3 3 | & 2

4 4 |Ix32 12226

= Vo o Dy My,

2 4 | 2 /[:7 _'J/ i M g e |
I T e 15|

2. Quantos seriio os apertos de maos, com 100 pessoas?

g QUANTIDADE DE PESSOAS QUANTIDADE DE APERTO DE MAOS ORGANIZANDO A ESCRITA

L 1

I 2

5 3

| 4 |

|

! “ae

l 100 00xaq=9900:244450

Figura 6 — Quantidade de apertos de maos para 100 pessoas
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Andlise a posteriori

Essa atividade foi produtiva, pois 81,8% dos estudantes conseguiram fazer os agrupamos
corretos, mas novamente foi necessaria uma intervencdo no sentido de encontrar uma férmula.
Por ter sido um namero de acertos maior do que a tarefa anterior, acreditamos estar conseguindo

avanco.

e Atividade 4: Subdividindo tridngulos a partir dos pontos médios de seus lados.

Andlise a priori

Essa foi a quarta e Ultima atividade desse primeiro encontro. Como as trés primeiras
atividades iniciais, teve como objetivo induzir instintivamente a validade dos padrdes observados
nos primeiros casos para todo o conjunto em questdo, bem como verificar sua capacidade de
visualizagdo do estilo de formacdo. Espera-se também que eles consigam conjecturar 0 processo

genérico de formacao dos mesmaos.

Desenvolvimento da atividade

Dado um triangulo equiléatero, ao marcarmos os pontos médios de cada um de seus lados e

unindo-os, quantos novos triangulos teremos?

Para melhor determinar quantidade de tridangulos, vamos abordar o problema por partes:
Primeiro, de posse de um unico triangulo, fazemos a primeira marcacdo dos pontos médios, 0s
unimos com uma linha reta, e anotamos a quantidade de triangulos menores formados. Depois, a
partir de cada ponto médio dos novos triangulos, repetimos o procedimento e anotamos novamente
a quantidade de novos triangulos formados. Repetindo sucessivamente o mesmo procedimento,

quantos triangulos menores sdo formados na n-ésima marcacgao?
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Um desses procedimentos desenvolvidos por um grupo de estudantes € mostrado na figura 7.

Figura 7 — Formando novos triangulos a partir dos pontos médios.

Depois de fazer o desenho observar as quantidades de tridngulos equilateros formados em
cada etapa, foi dado uma tabela para que fosse preenchida. Essa atividade teve como objetivo
averiguar se os estudantes entenderam o problema e perceberam o padrao de formacéo da sequéncia

de figuras.

Figura 8 — Resposta do estudante TA09 para a quantidade de triangulos
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Na préxima etapa dessa tabela, os estudantes deveriam preencher sem o desenvolvimento
experimental, para verificar se eles conseguiram conjeturar uma férmula que produzisse o

resultado proposto pelo problema.

1. Sem utilizar o geoplano, preencha a 4" ¢ a 5* sequéncia:

| ORDEM DE MARCAGAQ { QUANTIDADE DE TRIANGULOS FORMADOS ! ORGANIZANDO A ESCRITA

1 R Y

2 | 6 L A< |
| oAU L
s oologd o e o

Figura 9 — Determinando o nimero de triangulos formados.

Andlise a posteriori

Essa atividade foi produtiva, pois todos os estudantes conseguiram fazer os agrupamos

corretos, sem mais a necessidade de intervencdo no sentido de encontrar uma formula.

Um fato que despertou a nossa atengéo no desenvolvimento dessa atividade foi a agilidade
com que 45,5% dos estudantes mostraram em encontrar a formula de formacdo dos novos
tridangulos. Outro fato interessante foi a rapidez com que 22,7% deles demonstraram em descobrir 0
padrdo de formacdo das figuras, pois ao iniciar a segunda marcacgdo ja tinham determinado a

quantidade de triangulos que teriam na préxima marcacéao.

Como todos os estudantes conseguiram realizar a tarefa de forma correta julgamos que o

trabalho que o trabalho com padrées tinham surtido o efeito desejado.
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2.4, SEQUENCIAS NUMERICAS

Andlise a priori

Como as sequéncias numericas tém uma caracteristica mais tedrica, acreditamos que seu
estudo tenha sido o primeiro contato dos estudantes da Turma A com a formalizacdo de padrdes
encontrados em casos que apresentam um estilo de repeticdo. Esse contetdo foi desenvolvido em
ambas as turmas e teve como objetivo fazer uma apresentacao de sequéncias infinitas e formulas.

Desenvolvimento da atividade

As sequéncias numeéricas em geral, podem ser formadas por numeros sem qualquer padrao
e construidas aleatoriamente. No entanto, frequentemente elas sdo resultados da observacao de um
determinado fato ou fenémeno.

Imagine, por exemplo, uma pessoa que tenha anotado as temperaturas maximas da cidade
de Juazeiro em um periodo do més de novembro de 2014. O resultado esté na tabela seguinte:

Tabela 05 — Temperaturas hipotéticas do més de novembro em Juazeiro.

DIA 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

TEMPERATURA 29 30 30 31 32 33 34 35 35 36

Fonte: Dados hipotéticos elaborados pelo autor.

Nessa sequéncia, 0 primeiro termo € 29, o segundo é 30, o sexto 33. Indicando cada termo
de uma sequéncia pela letra a, seguida de um indice que indica a sua ordem, temos:

a;=29;a,=30;a3=30; a3=35

Como a ideia de generalizacdo esta sempre presente na matematica, e em especial em
conjuntos infinitos, quando desejamos falar sobre um termo qualquer de uma sequéncia escrevemos
an. Assim, no exemplo apresentado, a, representa a temperatura maxima registrada no dia n.
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e Progressdes aritméticas

Ressaltando mais uma vez que os padres sdo de especial interesse da Matematica, as
sequéncias de maior interesse ndo poderiam fugir a essa regra. Dentre elas, temos as Progressoes

Aritméticas.

Morgado e Carvalho (2013) definem uma progressdo aritmética como uma sequéncia de
nimeros na qual a diferenca entre cada termo, a partir do segundo, e o termo anterior é constante. A
esta diferenca, os autores ddo o nome de raz8o. Assim, a Progressdo Aritmética (4, 8, 12, 16, 20, 24)

possui razdo 4, enquanto a Progressdo Aritmética (9, 7, 5, 3, 1, -1, -3) possui razdo —2.

Generalizar é encontrar uma lei matematica que nos permita determinar qualquer termo de

uma sequéncia aritmética o qual chamamos de termo geral.
pw=a+R
az=a; +2R

au=a+3R

aip=4a; +9R

E sem fazer demonstracdo neste momento, apenas apelando para a intuicdo, julgamos ser verdade

para todos 0s nUmeros inteiros, que:

a,=a;+(-1)R (4)

e Soma dos termos de uma Progressdo Aritmética

Deduziremos a formula da soma dos termos de uma progressao aritmética usando a mesma
ideia que um menino de 10 anos teve no ano de 1787. Esse menino, que se tornou um dos maiores
matematicos de todos os tempos, chamava- se Carl Friedrich Gauss. De acordo com a narracdo de
Eves (2004), Gauss nasceu em 1777 na cidade de Brunswick, Alemanha. Aos 10 anos, ele

frequentava uma escola publica local. Certo dia, para manter a classe ocupada, o professor mandou
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gue os alunos somassem todos os niimeros de 1 a 100. Mas, para sua enorme surpresa, 0 pequeno

Gauss anunciou a resposta quase imediatamente.
Vejamos como ele calculouasoma: 1 +2+3+4 + --- + 100.

Primeiro vamos representar a soma por S, e escrevé-la de duas maneiras, (i) e (ii). Em
seguida, pondo cada termo da equacéo (i) abaixo de cada termo da equacéo (ii), obtemos a equagéo

(iif) como soma:

s = 1 + 2 + 3 + - + 98 + 99 + 100 (1
S = 10 + 9 + 98 + - + 3 + 2 + 1 (i)
2S = 101 + 101 + 100 + - + 101 + 101 + 101 (iii)

Como todas as parcelas séo todas iguais, escrevemos 2S = 100-101, donde obtemos S = 5050. De

maneira geral, ainda sem demonstracéo, temos que: 2S = n-(n+1), ou:

_ n(n+1)

Sp=—5— ®)

Andlise a posteriori

Percebemos um olhar diferenciado dos estudantes por um conteddo que ja faz parte do
curriculo do Ensino médio. Acreditamos que a maneira detalhada, cheia de exemplos e a abordagem

historica fizeram com que o velho contetido se abrisse de uma nova e interessante forma.

A generalizacéo dos resultados aconteceu com mais facilidade com os estudantes os quais ja
fora desenvolvido o trabalhado com padrdes. De maneira geral, julgamos a atividade produtiva, pelo
interesse e participagdo de todos os estudantes na aula e na resolucdo de atividades propostas. A
importancia desse conteldo também se deve, pela apresentacdo intuitiva das formulas que serdo

posteriormente provadas pelo Principio de Inducdo Finta.
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2.5. RECORRENCIAS

2.5.1. RelacOes de recorréncia

Andlise a priori

Esse conteudo foi desenvolvido somente com a Turma A. Nosso objetivo foi, além de
fortalecer o trabalho com padrdes, abordar sistematicamente a ideia de transferir uma propriedade
de um nimero para Seu consecutivo, que € o conceito basico do estudo de Inducgéo Finita.

Desenvolvimento da atividade

Comecamos a aula definindo Relacdo de Recorréncia como técnica que permite definir
sequéncias, conjuntos, operacOes, etc., partindo de problemas particulares para problemas
genéricos. Ou seja, por intermédio de uma regra pode-se calcular qualquer termo em funcgéo do(s)
antecessor(es) imediato(s).

Dada a sequéncia
10, 15, 20, 25, 30, 35, ...

Observa-se que cada termo a partir do segundo € definido a partir do anterior, somado com 5.
Denominando cada termo dessa sequéncia por X,, para encontrarmos um termo genérico, fazemos:

Xo=X, +5=10+5=15
X3 =Xy +5=15+5=20
Xs=X3+5=20+5=25
X5 = X4 +5=25+5=30

Mais uma vez nos apoiado na nossa intuicdo para definir o termo genérico como:

Xn:Xn,1+5 (6)
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Outro exemplo, que aplicamos o conceito de relacGes de recorréncia é o caso do Plano

(Pizza) de Steiner de um objeto que é divido em um nimero cada vez maior de pedacos.

// H‘\_\_\ |
= />< <

7

/

Figura 10 — Quantidade maxima de pedagos que se divide um objeto no n-ésimo corte

Denominando por X, 0 numero de pedagos no n-ésimo corte, e observando os seguintes padroes:

NUmero de pedagos no 2°corte: x, =x; +2=2+2=4

Ndmero de pedacos no 3°corte: X3 =x; +3=4+3=7

Ndmero de pedacos no 4°corte: X, =x3+4=7+4=11

Como até agora, fizemos a generalizacdo de maneira instintiva:

Ndmero de pedacos no n-ésimo corte

Xg=Xn_ 1 +N (7)

Andlise a posteriori

Essa atividade contou com a participacéo efetiva de todos os estudantes. ISso mostrou que
eles tinham se familiarizado com as atividades envolvendo padrfes e tinham compreendido o

significado das relagdes de recorréncia.
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2.5.2. Encontrando uma férmula fechada

Andlise a priori

Faremos nesta se¢do, uma introdugdo ao método de determinar uma formula fechada de
uma equacéo recursiva. Esperamos que os estudantes compreendam sua finalidade e o consigam
determinar a formula fechada para sequéncias mais simples. Para isso, ainda valemo-nos do apoio

intuitivo para alcancar tal finalidade, seguindo a ideia central desse trabalho.

Desenvolvimento da atividade

Para determinar a formula fechada de sequéncias definidas recursivamente, vamos analisar
a seguinte sequéncia: 4, 7, 10, 13, 16, ... . Faremos a abordagem da mesma sob diferentes métodos
de formagéo:

Caso 1:

Figura 11 — Sequéncia de figuras formadas pela adi¢do de bolinhas

Xo=X1+ 3
X3 =Xp+ 3
X4 =X3+3

X5=X4+3
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Isso nos faz induzir que um termo qualquer dessa sequéncia pode ser dado por:

Xn:Xn_1+3 (8)

Essa férmula nos permite determinar qualquer termo da sequéncia de maneia correta, mas
demandaria um tempo consideravel para encontrar, por exemplo, 0 100° termo, pois necessitariamos
conhecer o termo anterior. No entanto, para determinar este Ultimo, precisariamos conhecer o 98°,

que por sua vez, seria necessario o conhecimento do 97° e assim por diante.

Entdo, abordaremos 0 mesmo problema, agora sob um novo ponto de vista:

Caso 2:
Figura 12 — Quantidade de bolinhas que formam a n-ésima figura
Xo =X1+3
Xz3=X1+2-3
X4 =X1+ 33
X5 =X + 4.3

E, de forma geral:

Xn=X1 +(n—1)-3 9)



47

Isso é o que denominamos de uma formula fechada. Observe agora, que para determinar um termo
qualquer dessa sequéncia, basta termos a condi¢do inicial, o valor de x;. Uma atividade como esta
foi proposta aos estudantes, conforme figura 11:

Figura 13 — Resposta do estudante TAO5 para a equagao de recorréncia

Analise a posteriori

Tivemos um indice de 45,5% de acertos integrais com esse exercicio. Conversando com 0s
outros estudantes, percebemos que 36,4% deles haviam compreendido como a férmula fechada
deveria ser, mas ndo conseguiram escrevé-la corretamente por meio de uma expressdo matematica.
Os demais ndo responderam ou ndo estavam presente nesse dia.

Por ser um estudo inicial com métodos de resolucdo de Equacdes de Recorréncia, e considerando
também que nosso objetivo é a representacdo matematica de sequéncias através das mesmas,
acreditamos que o trabalho foi satisfatorio.



48

2.6. INTRODUCAO A INDUCAO FINITA

Andlise a priori

Este trabalho foi desenvolvido com as duas turmas e foi o inicio dos trabalhos com
Inducdo Finita. Em relagdo a Turma A, depois de fazermos todo um trabalho de incentivo a
percepcdo de padrdes, de transferéncia de propriedades entre nUmeros consecutivos através das
Relacdes de Recorréncia, achamos que era a hora de abordarmos o tema central sob o qual se
propunha o trabalho: Inducdo Finita. Esperamos que os estudantes de ambas as turmas entendam

0 que é Inducdo Finita e qual sua finalidade.

Desenvolvimento das atividades

Para motivar a necessidade de um método de prova sobre as assercdes observadas e

confiadas como verdadeiras, vamos analisar dois casos.

1. Considere o polinémio P(n) = n—n + 41, e os primeiros 10 n(imeros obtidos através dele:

Quadro 1: Valores numéricos do polindmio P(n) = n*—n + 41

N P(n)
1 41
2 43
3 47
4 53
5 61
6 71
7 83
8 97
9 113
10 131
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Todos os valores fornecidos pelo polindmio sdo nimeros primos. Ao serem questionados se todos
os numeros fornecidos pelo polinémio em questao seriam primos, todos os estudantes disserem que
seria verdade. Qual ndo foi sua surpresa, ao mostrar que P(41) = 1681 = 41-41, que pela

possibilidade de ser colocado como produto de dois fatores maiores que 1, ndo € primo.

2. Para fortalecer a necessidade de demonstracdo de uma afirmacdo, mostramos um segundo

exemplo:

Havia uma galinha nova no quintal de uma velha senhora. Diariamente, ao entardecer, a boa
senhora levava milho as galinhas. No primeiro dia, a galinha, desconfiada, esperou que a
senhora se retirasse para se alimentar. No segundo dia, a galinha, prudentemente, foi se
alimentando enquanto a senhora se retirava. No nonagésimo dia, a galinha, cheia de
intimidade, ja ndo fazia caso da velha senhora. No centésimo dia, ao se aproximar a senhora,
a galinha, por inducéo foi ao encontro dela para reclamar o seu milho. Qual néo foi a sua
surpresa quando a senhora pegou-a pelo pescoco com a intengdo de pd-la na panela.
(HEFEZ, 2009, p. 10).

De posse desses dois exemplos, passamos a nos questionar se uma simples conjectura seria
suficiente para determinar a validade geral de uma afirmacédo. Percebemos, entdo, a necessidade de

provar a validade das assercdes por um método eficaz.

Inicialmente, fizemos uma apresentacdo geral do Principio de Inducdo Finita,
descrevendo-o como uma ferramenta capaz de provar que uma quantidade infinita de observagoes
sdo verdadeiras, simplesmente verificando que uma quantidade finita dessas afirmacdes séo
verdadeiras. Utilizamos como ferramenta para isso, a analogia com a brincadeira das pecas de
domind e um video sobre a brincadeira. Antes de tudo, temos que observar a caracteristica da
fileira: Cada uma das pecas estad uma distancia em relagdo as mais préximas, menor que o tamanho
delas. Sem essa caracteristica elas ndo formardo uma corrente de queda que une todas as pecas.
Esta caracteristica € equivalente a propriedade concernente aos nimeros inteiros: Cada nimero

inteiro tem um sucessor que também é um nameros inteiro.

Extrapolando o raciocinio e imaginando uma fileira com infinitas pecas, completamos a
associacao entre o conjunto das pecas de domind e o conjunto dos nimeros naturais. De modo
semelhante ao feito por Nébrega (2013), fizemos a brincadeira da fileira com as pegas de domind,

com a caracteristica citada, levantamos alguns questionamentos:
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i. O que ocorre se derrubarmos o primeiro doming?
ii. Eseosétimo (7°) for derrubado?

iii.  Imaginando uma fileira com infinitas pecas, podemos tirar a mesma conclusao?

Para fortalecer a visualizacdo e o entendimento do Principio de Inducdo Finita, fizemos alguns

questionamentos, ou pegadinhas, concernentes as perguntas i, ii, € iii.

PROFESSOR: Se eu derrubar a primeira peca, todas as outras cairdo?

ESTUDANTES: Sim!

No entanto, derrubamos o primeiro domind para tras ao invés de derruba-lo em direcao ao segundo.
Isso mostrou que além do fato de P(1) ser verdadeira € necessario que a validade da sentenca P(n)
implique na validade da préxima sentenca, P(n+1).

PROFESSOR: E entdo? Eu derrubei a primeira peca, e as outras ndo cairam por qué?

ESTUDANTES: Porque o senhor derrubou a peca para tréas.

PROFESSOR: Isso quer dizer que se eu derrubar a primeira peca em direcdo a segunda, todas elas caem?

ESTUDANTES: Sim!

Para responder o item ii, nosso questionamento consistiu em deixar uma falha entre dois dominos

(entre 0 29° e 0 30°). Isso fez quebrar a corrente na 292 peca. E questionamos:

PROFESSOR: Fiz o que vocés disseram que seria necessario para que todas as pecas caissem e isso

ndo aconteceu. Alguém me diria 0 que aconteceu?

ESTUDANTES: Tem uma falha na fileira!
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Isso nos levou a refletir sobre duas coisas: Reconhecer a caracteristica da fileira, que
representam os nimeros naturais, e reconhecer o passo indutivo, o fato de que a validade de P(n)
implica P(n+1). Finalmente, o item iii segue dos itens i e ii: Se a primeira peca cai em direcdo a
segunda, entdo esta também cai. Agora pelo uso repetido de ii, acontece a queda de todas as pecas.

Segundo Noébrega (2013), uma atividade interessante para fortalecer o entendimento do

conceito dos nimeros naturais e de suas propriedades, € transcorrer com as préprias palavras 0s

axiomas de Peano, fazendo a analogia com a brincadeira das as pecas de domind.

Vejamos a transcricdo dos Axiomas de Peano para a analogia das pecas de domino feita por

um grupo de estudantes:
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Figura 14 — Analogia de brincadeira da fileira de pegas de dominé com os Axiomas de Peano

Andlise a posteriori

A participacdo em massa e de forma efetiva por parte dos estudantes nos fez acreditar que a
aula de introducédo a Inducéo Finita fora produtiva. A resposta aos questionamentos e a resolugéo

das atividades propostas, nos fizeram confiar nisso.

Acreditamos que o entendimento inicial do assunto € um passo importante para a
compreensdo das demonstragdes de proposi¢es e formulas vistas anteriormente e para as

atividades com a aplicacgdo do Principio de Indug&o Finita.
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2.7. PRINCIPIO DE INDUCAO FINITA NA DEMONSTACAO DE PROPOSICOES

Esse encontro também foi realizado com ambas as turmas. Esse contetido aborda questdes
que demandam atividades tedricas e utilizam para isso, as técnicas do Principio de Inducéo Finita,

0 qual consiste na admissao de dois passos:

1. Base de Inducéo — P(1)
estabelecemos a veracidade da propriedade para n = 1.

2. Passo de Inducéo — P(k) acarreta em P(k+1)

supomos que a propriedade € valida para algum inteiro k, k > 1. Provamos que a propriedade

é vélida para o inteiro seguinte k + 1, ou seja, que é valido que P(k) —» P(k + 1).

Anélise a priori

Faremos agora, a demonstracdo de algumas conjecturas feitas nos primeiros encontros,
utilizando o Principio de Inducdo Finita. Esperamos que os estudantes compreendam a utilidade do
Principio e o processo algébrico de demonstracdo das proposicdes. Esperamos ainda que essas
exposicOes sirvam de base para que os mesmos também possam desenvolver o procedimento

corretamente na resolucéo de outras questdes.

Desenvolvimento das atividades

Proposicdo 2.7.1. Para todo n € N, a soma dos n primeiros niimeros impares é igual a n°.

Primeiro devemos verificar o passo base, P(1), que é a validade para n = 1, Desenvolvendo,

temos: 1 = 12
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A demonstracdo dessa proposi¢do também é feita por Nobrega (2013), e na verifica¢do do
primeiro passo, ele reforca a crenca de que isto é valido ndo apenas para 0 primeiro, mas para 0s

primeiros casos, fazendo mais algumas verificacdes, conforme:
* PQ): 1+3=4=2
e P@B): 1+3+5=9=3
® P@): 1+3+5+7=16=4

e P(5): 1+3+5+7+9=25=5°

Ressaltamos que mesmo fazendo o0s seis, sete, ou até 0s cem primeiros casos, hunca vamos
ter uma prova real de que a conjectura seja valida para todos 0s numeros naturais, pois eles sao
infinitos. Para que nossa suposicdo deixe de ser apenas uma conjectura e passe a Ser uma
proposicdo demonstrada, precisamos mostrar que a validade de um caso de ordem qualquer,

acarreta na validade do seguinte.

Este é o segundo passo, ao qual chamamos de passo indutivo. E facil verificar que em uma
quantidade n qualquer de nimeros impares, 0 n-ésimo numero impar é igual a 2n — 1. Entéo,

consideremos a sentenca:
Suponha que P(n) seja verdadeira para algum n, ou seja:
Suponha que 1 +3 +5 +. ..+ (2n—1) = n? seja verdadeira para algum nimero natural.

O segundo passo define se a conjectura é verdadeira ou ndo. E a verificagdo de que
P(k) = P(k+1). Se alcangarmos uma afirmacdo verdadeira, e queremos alcangamos em
encadeamento verdadeiro, pela logica, s6 podemos ter partido de uma afirmacdo que também é
verdadeira. Mas de uma afirmacéo falsa, s6 podemos tirar uma conclusdo que também ¢é falsa.
Portanto, se chegarmos a uma afirmacéo verdadeira, ela sé pode ter sido originado por uma

afirmacéo verdadeira.

Entdo, partindo da suposicdo que P(n) é verdadeira para algum n natural, n > 1,
qgueremos concluir que P(n+1) também é verdadeira. Dito de outro modo, queremos dizer que a

igualdade

1+3+5+. ..+ 2n-1)+ (2n+1) = (n+1)? também é verdadeira.
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Desenvolvendo: {1 + 3 + 5 + (2n—1)} + (2n + 1) = n* + (2n+1) = (n+1)?

Isto define o segundo passo da demonstragdo. Como ambos foram verificados, podemos

concluir que nossa conjectura agora pode ser tomada como verdadeira para todo nimero natural.

Portanto P(n) : I + 3 +5+...+ (2n— 1) =n® é verdadeira para todo n natural.

Ainda fazendo uma analogia com a fileira de pecas de domino, a verificacdo do passo 1 € o
mesmo que derrubar a primeira peca. O passo 2 € assegurar que se a queda hipotética de uma peca
qualquer implica na queda da seguinte, entdo todas as pecas caem. Observe ainda, que para que
acreditemos nisso de verdade, devemos conhecemos a carateristica da fileira, que a distancia entre

todas as pecas sucessivas € menor que o tamanho entre elas.

.~ . . , . ;- 1+n)-

Proposicado 2.7.2. A soma dos n primeiros nimeros naturais, € igual a @+mn
. . . . .. (1411 2

Primeiro, devemos verificar o passo base, a validade paran = 1: —=5=1
Como a formula é correta para o primeiro caso ou passo base esta verificado.

Agora, vejamos 0 passo indutivo. Considere a sentenga:

. - . 1+n)-
Suponha que P(n) seja verdadeira para algum n, ou seja: Suponha que S(n) = armm oy

2

(1+n)n

1+2+3+4n = seja verdadeira para algum numero natural.

Para finalizar a demonstracdo, devemos verificar se P(k) » P(k+ 1). Ou seja, se

S(n) = % for verdade para algum n, entdo implicaque S(n+ 1) = WH@DI@HD 1ambém &
verdade.
De fato:

Sm+1)=Sm)+(n+1)

=1+2+-+n+Mn+1)
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Por hipotese de inducdo, sabemos que a soma de 1 até n € igual a % Entdo, essa ultima
igualdade pode ser escrita como:

@+(n+1)

(n+1)n + 2(n+1)n
2 2

(n+2)-(n+1)
2

[1+(n+1)](n+1)
2

A verificacdo também do segundo passo, nos permite concluir a validade da formula para

todos 0s numeros naturais. De forma mais categorica, afirmamos que pelo Principio de Inducéo

s . . , s (1+n)n
Finita, a soma dos n primeiros numeros naturais, € lgual a—

Anédlise a posteriori

Pudemos observar que os estudantes compreenderam o conceito da demonstracdo e a
necessidade dos dois passos da demonstracdo de Inducdo, mas percebemos a dificuldade na
compreensdo algébrica. Apesar de ser um fato preocupante, no sentido da resolucéo pratica essas
questdes ndo dizem respeito diretamente ao Principio de Inducdo Finita e podemos afirma que

houve compreensdo do Principio e de suas regras.
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2.8. APLICACOES DE INDUCAO FINITA

2.8.1. Torres de Hanbi

As Torres de Hanoi € um jogo antigo que consiste em uma base de madeira na qual estéo
firmadas trés hastes verticais, e certa quantia de discos de diametros diferentes com um furo no

meio, conforme a figura abaixo:

Figura 15 — Torres de Hanéi.

De acordo com Hefez (2013), o jogo foi idealizado e publicado pelo matematico francés
Edouard Lucas, em 1882, o qual inventou uma lenda sobre o jogo a fim de dar mais sabor a sua

invencgao:

Na origem do tempo, num templo oriental, Deus colocou 64 discos perfurados de ouro ao redor de uma
das trés colunas de diamante e ordenou a um grupo de sacerdotes que movessem os discos de uma
coluna para outra, respeitando duas regras: A primeira determina que um Unico disco seja movida por
vez; a segunda preceitua que um disco maior nunca pode ser colocado em cima de um disco menor.

Quando todos os 64 discos fossem transferidos para uma outra coluna, 0 mundo acabaria.

Sobre essa profecia apocaliptica, ainda de acordo com Hefez (2013), ndo precisamos ficar
preocupados com sua iminéncia, pois, se a cada segundo um sacerdote movesse um disco, 0 tempo
minimo para que ocorresse a fatalidade seria de 2% — 1 segundos, o que corresponde a

aproximadamente, um bilh&o de séculos.
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Vamos trabalhar uma série de problemas concernentes ao jogo Torres de Hanoi, e
lancaremos mado do Principio de Indugdo Finita para resolvermos. Julgamos um trabalho

interessante, pois é um trabalho de associacao entre um problema real e sua abordagem tedrica.

2.8.2. O conceito de inducéo a partir de recorréncias

A solucéo do jogo Torres de Hanoi depende da quantidade de discos, e esta fica a escolha
do jogador. A solucdo do jogo para uma quantidade n de pecas pode ser encontrada a partir da
quantidade anterior n — 1 de pecas, sendo por isso, definida por recorréncias lineares. Para saber se
sempre existe solucdo para qualquer quantidade de pecas, utilizamos o conceito de indugé&o.

Andlise a priori

Esperamos que seja uma atividade prazerosa para 0s estudantes e que 0 jogo seja uma
inspiracdo para que consigam resolver questdes mais técnicas que lhes serdo atribuidas. Almeja-se
que eles percebam de fato que o jogo tem solucdo para qualquer quantidade de discos, e que ela

pode ser encontrada baseada na soluc¢do para uma quantidade anterior de discos.

Desenvolvimento das atividades

Inicialmente, apresentamos o0 jogo e suas regras. A fim de que o Principio fosse usado
corretamente, resolvemos o jogo por partes. Primeiro, resolvemos com um unico disco; depois com
dois discos, e em seguida com trés discos. Desse modo, a solu¢do em cada etapa é encontrada em

relacdo resultado anterior, e estaremos usando o raciocinio recursivo.

Para melhor usar o raciocinio recursivo, bem como motivar seu uso na resolucgdo do jogo,
propomos duas etapas na resolucdo: Primeiro, resolver o jogo com 4 discos e anotar tempo gasto na
resolucdo. Depois resolvé-lo em um namero crescente de discos até o terceiro, e depois, tendo o

raciocinio recursivo em mente, resolvé-lo com quatro discos.
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Figura 16 — Estudante TB12 resolvendo o jogo Torres de Handi

Apbs resolver manualmente o jogo para diferentes quantidades de discos, abordamos o
resultado formalmente, através do Principio de Inducdo Finita. Reiteramos aos estudantes que a
resolucédo tedrica do jogo nada mais é do que a representacdo matematica da resolucdo feita na

pratica.

Por questdes didaticas, vamos nomear 0s discos por nUmeros naturais. Vamos associar a
ele, 0s nUmeros naturais de 1 para 0 menor no topo, até o n-ésimo namero natural ao maior deles,
na base. Ainda por motivos didaticos, denominaremos as torres por representacdes. Utilizaremos

uma das letras X, Y, e Z para cada uma delas.

Proposicéo 2.8.1. A Torre de Han6i com n discos tem solucéo para todo n € N.

Vamos provar nossa tese utilizando o Principio da Inducdo Matematica.

1. Passo base: Para n = 1, o quebra-cabeca tem solucdo, pois, para fazé-lo, basta transportar

0 Unico disco de uma torre para outra.
2. Passo indutivo: Suponha que sabemos resolver o jogo com uma quantidade n discos.

Vamos mostrar que a torre também pode ser solucionada com n + 1 discos. Para isso,
vamos seguir o seguinte raciocinio: Digamos que os n + 1 discos estejam, inicialmente, dispostos

na torre X. Admitindo que sabemos resolver o jogo com n discos, entdo sabemos como passa-los
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para a torre Y. Isso é a hipdtese de inducdo. Agora, com um Unico movimento, podemos agora
mover o maior dos discos da torre X para a torre Z. Utilizando novamente a hip6tese de inducéo,

podemos mover os n discos que estavam na torre Y para a torre Z.

Portanto, pelo Principio da Inducdo Matematica, o jogo tem solucdo para qualquer

quantidade de discos, ou seja para todo n € N.

Proposicao 2.8.2. O nimero minimo de movimentos (M,) para resolver a Torre de Han6i com n

discos é dada por M, =2:M,—; + 1.

Demonstracéo:

1. Passo Base: Para n = 1, temos: M; = 2:M;_; + 1 = 2-Mo + 1 = 1. E facil ver que 1
certamente € o nimero minimo de movimentos que resolve a torre com um disco.

2. Passo indutivo: Considere a Torre de Hano6i com n discos. Para movimentar o maior dos
discos, é necessario remover todos os outros n—1I discos menores de cima dele. Para isso, é
necessario, no minimo, M,—; movimentos, pela hipétese de inducdo. Feito isso, um Unico
movimento é suficiente para mover o maior dos discos. Com mais M,—; movimentos podemos
mover 0s n—1 discos menores de volta para cima do disco maior.

Portanto, a quantidade minima de movimentos para resolver o jogo com n discos é
M,ﬁ] +1+ Mnf] = Z'Mnfl + 1.

Anédlise a posteriori

Apesar da imposicdo de uma forma de resolucéo do jogo, essa atividade ndo deixou de ser
descontraida, contando com a participacédo efetiva de todos os estudantes. Eles puderam observar

que fica facil resolver o jogo com n discos, se souberem como fazer para n-1 discos.

De modo geral, a comparagéo entre o raciocinio recursivo usado no procedimento pratico e
tedrico foi compreendida, bem como o sentido ao qual se propunha o uso Principio de Inducao

Finita nos problemas.
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2.8.3. Conjecturando uma férmula para o niamero minimo de movimentos

Ja sabemos que a quantidade minima de movimentos para solucionar a torre, € M, =2:M,,—;
+ 1. Esta formula é uma equacéo de recorréncia, uma vez que para calcular M, usamos o valor
anterior M,—;, ou seja, para determinar M, usamos M;; M3 é determinado por M, e assim,

sucessivamente.

Isso pode se tornar complicado, pois, s6 saberemos determinar a quantidade de movimentos
necessarios para resolver a o jogo com 100 discos, por exemplo, se soubermos resolvé-lo com 99
discos que também € uma quantidade consideravelmente grande. Assim é interessante obter uma

identidade que forneca diretamente o valor de M, independentemente dos anteriores.

Andlise a priori

Esta é a ultima atividade de aplicacdo de Inducdo Finita e consiste em encontrar uma
formula fechada para a quantidade minima de movimentos. Almejamos que os estudantes
encontrem a quantidade minima de movimentos, expressem-na por meio de uma férmula e

finalmente entendam a demonstracao algébrica dessas conjecturas.

Desenvolvimentos das atividades

A brincadeira de resolver o jogo com uma quantidade de discos em funcdo da quantidade
anterior, auxiliou os estudantes a perceberem a quantidade minima de movimentos. Fizemos a
projecdo da tabela 6 no quadro negro, e pedimos para que o0s estudantes determinassem as
guantidades que deveriam preencher a tabela. A conclusdo dos resultados ndo foi dificil de ser
obtida. Com alguma ajuda, até mesmo a organizagdo da escrita em forma de poténcia foi

determinada por eles.
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Tabela 06 — Expressdo para a quantidade minima de movimentos

Quantidade de discos Quantidade minima de movimentos 2" 2"-1
1 1 2 1
2 3 4 3
3 7 8 7
4 15 16 15
5 31 32 31
6 63 64 63

Fonte: Nobrega, 2013, Principio de Inducdo Matemética no Ensino Médio.

Proposicdo 2.8.3. A solugdo da Handi com n discos € feita com o minimo de 2" —1 movimentos.

Demonstragdo: Vamos provar nossa tese utilizando o Principio da Inducdo Matematica.

1. Passo base: Para n = 1, temos: 2l —1=1 e, de fato, precisamos somente de um

movimento para resolver a torre com um disco.

2. Passo indutivo: Suponha que, para algum n € N, a torre com n discos € solucionada com,
no minimo, 2" — 1 movimentos. Vamos mostrar que se a torre tiver solugdo com n+1 discos, entdo

precisaremos de, no minimo 2" — 1 movimentos.

Tomemos agora a torre com n+1 discos. Precisamos mover os n discos menores para uma
outra torre, o que pela hipotese de inducdo é feito com, no minimo, 2" — 7 movimentos.
Precisamos, agora, mover o maior, o que é feito, com um Gnico movimento. Utilizando novamente
a hipotese de indugdo, com, no minimo, mais 2" — 1 movimentos, movemos 0s outros n discos
menores para cima do disco maior, resolvendo assim a torre com n + 1 discos. Dessa forma, o

ndmero minimo de movimentos é: 2" —1+1+2"—1=2-2"—1=2"1—1,

Portanto, pelo Principio da Indugdo Matematica, a torre com n discos € resolvida com, no

minimo, 2" — 1 movimentos.
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Andlise a posteriori

Com esta Ultima demonstracdo, percebemos que os estudantes estavam mais familiarizados

com a ideia de usar o raciocinio recursivo para encontrar a solucao seguinte.

Durante a resolucéo tedrica, percebemos a dificuldade na compreenséo algébrica. Mas de
modo geral, a comparacao entre o raciocinio recursivo usado no procedimento pratico e teérico foi

compreendida, bem como o sentido ao qual se propunha o uso Principio de Inducdo Finita na
solugéo dos problemas.

2.9. AVALIACAO

O ultimo encontro foi destinado a avaliacdo. Fizemos perguntas relacionadas a teoria, ou
seja, a necessidade de determinacdo do significado de inducdo, além de questdes de ordem
pratica, aquelas nas quais se fazem necessario aplicar o Principio de Inducdo Finita para
respondé-las. A fim de comparar os dois métodos de ensino de Indugdo Finita, aplicamos a
mesma prova para as duas turmas.

Analisaremos inicialmente, os acertos relativos a questdo teorica. Para esta, o indice de
acerto nas duas turmas foram equivalentes. Na tabela seguinte, encontram-se 0s registros do

namero de acertos em relacdo a primeira questao.

1. Explique o que é indugao matematica.

TURMA NUMERO DE ACERTOS
Turma A 18,2%
Turma B 18,7%

A figura abaixo, mostra a resposta de um dos estudantes.
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2. Prove por indugio a seguinte afirmagao:

Figura 17 — Resposta do estudante TB14 sobre o que é indugao.

Nas questdes de ordem prética, no entanto, o nimero de acertos foi maior na turma em
que aplicamos a metodologia do uso dos padrdes e recorréncias. Por questbes didaticas,
faremos a anélise dos resultados entre as duas turmas de duas maneiras: Inicialmente, faremos
a andlise do numero de acertos integrais. Depois analisaremos 0s acertos parciais e

detalharemos cada um deles.
e Acertos integrais.

Nesta subsecao relatamos apenas as questfes com acertos integrais. Consideramos como
acertos integrais, aquelas respostas onde o estudante expds corretamente o raciocinio por meio de
uma expressdo matematica, aplicou os dois passos da demonstracdo, 0 passo base e 0 passo
indutivo, desenvolveu e fatorou corretamente as expressdes algébricas e a concluiu o raciocinio,
afirmando a validade da formula para todos 0s nimeros naturais. Abaixo mostramos o indice de

acertos das turmas:

2. Prove por indugao a seguinte afirmacao:

a) 2+4+6+ - +2n=n-(n+1)

TURMA NUMERO DE ACERTOS

A 9,1%

B 0%
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3. Uma progressdo aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros reais (an) tal que
a1 é dado e, para todo n € N, tem-se que:

An41 = Ay + 1, onde r é um numero fixo chamado razao.

Mostre que a, =a; + (n—Dr

TURMA NUMERO DE ACERTOS
A 4,5%
B 6,2%

A figura abaixo mostra a resposta de um dos alunos.

5 M LT

Figura 18 - Resposta do estudante TA09 para a soma dos pares.

e Acertos parciais

Achamos conveniente colocar esse tdpico, pois houve questbes em que estudantes
desenvolveram o raciocinio corretamente, mas ndo concluiram a questédo por falta de conhecimento
relativo de contetdos precedentes, como fatoracao ou desenvolvimento de produtos notaveis. Vale
ressaltar, que esses casos aconteceram com um unico estudante da Turma B e os demais casos
aconteceram com a Turma A, a qual aplicamos o estudo com padrdes e com relagdes de

recorréncia.
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Em relacdo a primeira questao da avaliacdo, 18,2% dos estudantes da Turma A, e 6,2% dos

estudantes da Turma B, acertaram o primeiro passo da demonstragéo.

Figura 19 — Resposta do estudante TA09 para o termo geral de uma PA

Em relacdo a segunda questdo, 18,2% dos estudantes da Turma A, ndo concluiram o
segundo passo da demonstragéo.

Figura 20 - Resposta do estudante TA20 para a soma dos pares
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3. CONSIDERACOES FINAIS

Ao realizar esse trabalho, desenvolvemos uma proposta didatica para estudantes do
primeiro ano do Ensino Médio, abordando o Principio de Inducdo Finita e aplicacdes desse
principio. O envolvimento e comprometimento crescente dos estudantes foram importantes para o
desenvolvimento do trabalho e mostraram que existem contelidos matematicos que sdo prazerosos
e mostram a Matematica sob um novo aspecto. A cada encontro, a turma ganhava mais confianca e

se empenhava em resolver todas as atividades propostas.

Mesmo ao estudar contetidos que ja fazem parte da base curricular do Ensino Médio, como
Sequéncias Numéricas e Progressdes Aritméticas, percebemos que ainda é possivel modificar o
enfoque que hoje é dado ao assunto, tornando-os mais dindmicos e ampliando 0s conceitos
apresentados pelos livros didaticos. Conteudos mais abstratos como Rela¢bes de Recorréncia e
Indugdo Finita, também podem ser abordados no Ensino Médio, com a necessidade de um
problema motivador, ou até um enfoque que auxilie a compreensao dos conceitos abordados. Por
isso, a fim de que pudéssemos desenvolver esse contetdo, optamos por ensina-lo por meio de
analogias com fatos concretos e através da formacdo de conjecturas dado pelo trabalho com
padrBes. Na Ultima parte do trabalho, a avaliacdo, verificamos que apesar de haver um pequeno
indice de estudantes que acertaram as questdes de aplicacdo do Principio de Induc¢éo, questdes mais
internas foram observadas: Estudantes que comecaram a resolver corretamente as questfes
propostas, mas tiveram dificuldade em resolver expressdes matematicas como fatorar produtos
notaveis. Um indicio de que eles compreenderam o método, mas careciam de uma base mais solida
sobre topicos béasicos da matematica. De maneira geral, o Principio de Inducdo Finita é um
contelido abstrato, e carece de maior tempo para que o estudante se familiarize.

A observacdo do entendimento dos estudantes acerca de demonstragdes, nos deve servir
de alerta sobre as muitas vezes que subestimamos nossos estudantes, achando que uma prova so
iria complicar o entendimento deles. Por isso, acreditamos que o aprendizado de Matematica
deve ser aprofundado no sentido da explicacdo de toda sua fundamentacdo, e defendemos um
ensino que estimule o senso critico, pois acreditamos que 0 gquanto antes os estudantes forem
instigados a questionarem a veracidade de formulas impostas como verdadeiras, mais efetivo

serd 0 processo de ensino e aprendizagem. Cremos que a busca de método de ensino e
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aprendizagem ndo se exaure durante uma Unica abordagem, e a busca pelo aprimoramento deste
mecanismo deve ser continua. Contudo, esperamos ter contribuido de alguma forma na
maturacdo das ideias inerentes ao ensino deste topico, e que tenhamos permitido aos interessados
uma breve experiéncia que possibilite nortear trabalhos mais aprofundados sobre o tema.
Lembramos que o estudo de Recorréncias é uma boa oportunidade para inserir a linguagem de
programacdo, e que as sequéncias didaticas também poderdo ser adaptadas para o Ensino

Fundamental, respeitando os estagios de desenvolvimento da criancga.

Para professores ou pesquisadores interessados em ensinar Inducéo Finita no Ensino Médio
com essa mesma abordagem, sugerimos que facam aulas de reforco com expressdes algébricas e
demandem mais tempo fazendo um nimero maior de atividades com padrGes e Recorréncias, para

gue exista um amadurecimento maior com a nocao de Inducéo e do processo indutivo.
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APENDICE A - Planos de aula

ATIVIDADE 1 — DESCOBRINDO PADROES

Duracéo: — 2 horas/aula.
Objetivos: — Descobrir os padrdes de formacao de sequéncia de numeros ou figuras;
— Conjecturar a lei ou o procedimento que gera 0os nimeros ou as figuras de
determinadas sequéncias;
— Determinar as expressfes matematicas que represente a formacgdo dessas
sequéncias.
Material: — Papel, 1&pis, borracha, régua, compasso e calculadora.
Metodologia: | — Aula expositiva e dialogada com uma série de atividades com sequéncia de

numeros ou figuras que seguem um padrédo de formacéo;
— Exercicios individuais e em grupo;

— Oficinas.
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ATIVIDADE 2 — SEQUENCIAS NUMERICAS

Duracéo: — 1 hora/aula
Objetivos: — Conhecer e escrever a linguagem dos termos de uma sequéncia numérica;
— Resolver problemas relacionados a sequéncias numericas.
Material: — Lépis, borracha, caderno, calculadora.
Metodologia: | — Aula expositiva e dialogada;
— Exercicios individuais e em grupo;
ATIVIDADE 3 - RELACOES DE RECORRENCIAS
Duracéo: — 2 hora/aula
Obijetivos: — Descobrir a relagdo entre os termos sucessivos de uma sequéncia numeérica;
— Determinar algebricamente a relagdo entre termos consecutivos de uma
sequéncia.
— Perceber a importancia de uma férmula fechada que determinem os termos
de uma sequéncia.
Material: — Lapis, borracha, caderno, calculadora.
Metodologia: | — Aula expositiva e dialogada;

— Exercicios individuais e em grupo;

— Oficinas.
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ATIVIDADE 3 — APRESENTACAO DE INDUCAO FINITA

Duracéo: — 1 hora/aula
Objetivos: — Compreender e descrever a importancia do Principio de Inducdo Finita;
— Definir os dois passos do Principio de Inducdo Finita: A verificacdo do
passo base e 0 passo indutivo.
Material: — Jogo de domino, lapis, papel.
Metodologia: | — Video com a brincadeira da fileira de pecas de doming;
— Atividade ludica: Desenvolvimento da brincadeira com a fileira de dominos,
associando a brincadeira com os passos do Principio de Inducéo Finita.
— Exercicios individuais e em grupo;
ATIVIDADE 4 — PRINCIPIO DE INDUCAO FINITA
Duracao: — 1 hora/aula
Objetivos: — Compreender a importancia de um método que prove assercoes que afirmem
0 que julgamos como verdade.
— Aplicar o Principio de Inducéo Finita na demonstracdo de assercdes simples
Material: — Lapis, borracha, caderno, calculadora.
Metodologia: | — Aula expositiva e dialogada;

— Exercicios individuais e em grupo;

— Oficinas.
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ATIVIDADE 5 — APLICACOES DE INDUCAO FINITA

Duracéo: — 2 hora/aula
Objetivos: — Entender a importancia do método de indugdo finita como forma de
descobrir férmulas, resultados ou solu¢des mesmo sem precisar executa-las;
— Provar que sempre existe solugdo para o jogo Torres de Hanoi para qualquer
quantidade de discos, mesmo sem experimentar;
— Encontrar a relacdo ou a passagem da solucdo de n-1 para n. (entre
quantidades sucessivas de pecas);
— Demonstrar que a férmula de recorréncia que envolve a solucéo para n+1
pecas em funcdo de n pecas é verdadeira;
— Encontrar uma férmula para o nimero minimo de movimentos para
solucionar o jogo Torres de Handi;
— Demonstrar que a formula que determina o nimero minimo de movimentos
para solucionar o jogo Torres de Hanoi € verdadeira.
Material: — Jogo das Torres de Hanoi Lapis, borracha, caderno, calculadora.
Metodologia: | — Atividade ludica: Jogo Torres de Handi;

— Exercicios individuais e em grupo.




APENDICE B — Questionario de inspecao

QUESTIONARIO DE INSPECAO

1. Vocé conhece ou ja ouviu falar na palavra INDUCAOQ?
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SIM

NAO

Descreva o que vocé conhece zobre indugéo.

O que vocé imagina que indugio signifique?
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APENDICE C - Avaliacéo

AVALIACAO - INDUCAOQ FINITA

1. Explique o que é inducio matematica.

2. Prove por indug¢do a seguinte afirmacio:

al 2+4+6+ - +2n=n-(n+1)

3. Uma progressdo artmetica (PA) é uma sequéncia de numeros reais (ax) tal que

a1 é dado e, para todo n € N, tem-se que:
a,., = a, +r, onde r € um niimero fixo chamado razéo.

Mostre que a, = a; +(n—1)r



