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RESUMO

A presente pesquisa tem por objetivo mostrar a viabilidade da introducédo de nogdes
de Calculo Diferencial no Ensino Médio. Os sujeitos constituiram-se de alunos de 2°
e 3° anos de escolas das cidades de Juazeiro-BA e Petrolina-PE, usando como
principio aulas expositivas e demonstrativas no intuito de prepara-los a
compreenderem, interpretarem e modelarem solugbes do cotidiano que exijam
conhecimento sobre o tema. Foi elaborada uma sequéncia didatica, com carater
investigativo, por meio de um curso de extensdo onde se explorou o software
GeoGebra para visualizagado dindmica grafica, além de uma pagina interativa numa
rede social para comentarios discussdes e exposigao de resultados relativos ao
curso. Iniciou-se em setembro de 2013 e teve coleta de dados para analise
finalizada em dezembro do mesmo ano. Foram registradas as observacbes e os
resultados alcancados, mostrando que ha a necessidade e a viabilidade de se
introduzirem as no¢des de Calculo ja no Ensino Médio.

Palavras-chave: Limites. Derivadas. GeoGebra.



ABSTRACT

This research aims to show the feasibility of introducing notions of differential
calculus in high school. The subjects consisted of students from 2nd and 3rd year
schools in the cities of Juazeiro, Bahia, and Petrolina, Pernambuco, using the
principle exhibition and demonstration classes in order to prepare them to
understand, interpret and fashioning everyday solutions that require knowledge on
the subject. A didactic sequence was drafted with an investigative nature, by means
of an extension course where he explored the GeoGebra software for dynamic
graphical display, plus an interactive page in a social network for comments and
discussions exposure results for the course. It began in September 2013 and had
data collection for analysis finalized in December of the same year. The observations
and the results were recorded, showing that there is the need and the feasibility of
introducing the concepts of Calculus in high school already.

Keywords: Limits. Derivatives. GeoGebra.
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INTRODUGAO

Esta dissertacdo apresenta o estudo sobre a realizagao do curso de extensao
cujo tema foi “Nogdes de Calculo para o Ensino Médio”. A escolha deste tema se
deu a partir da experiéncia do aluno pesquisador como professor de Matematica
desde 1990 e foi se aprimorando com a concretizagdo de um projeto de extenséo
sob a supervisdao do seu coorientador pelo PROFMAT (Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional), o que oportunizou ao aluno
pesquisador um contato direto com grupos de estudos formados por alunos de
Ensino Médio das redes publica e privada do Vale do Sao Francisco.

Levando em consideracdo o que dizem as Orientagdes Curriculares para o
Ensino Médio, “Falar de ensino e aprendizagem implica a compreensao de certas
relacbes entre alguém que ensina, alguém que aprende e algo que € o objeto de
estudo — no caso, o saber matematico.” (BRASIL, 2006, p.80). A partir dessa triade
de atuacao, parece ser coerente desenvolver pesquisa nessa linha, uma vez que se
tem como intuito possibilitar a demonstracdo do ensino da Matematica ndo como
algo estanque, mas como algo dindmico e flexivel, para que se constatem a

dinamicidade e flexibilidade do ensino de Calculo no Ensino Médio.

Diante do exposto, o conhecimento da disciplina torna-se fundamental para a
execucao da praxis do educador, € ndo pode ser diferente com a Matematica, que,
no atual contexto, assume papel fundamental na vida do discente.

A missao do educador é preparar as novas geragdes para 0 mundo em que
terao que viver. Isto quer dizer proporcionar-lhes o ensino necessario para
que adquiram as destrezas e habilidades que vao necessitar para seu

desempenho, com comodidade e eficiéncia, no seio da sociedade que
enfrentardo ao concluir sua escolaridade. (SANTALO, 1996, p. 11).

Assim, é importante ponderar o ensino de no¢gdes de Calculo no Ensino Médio
como algo que apresenta, sim, entraves para o educando; no entanto, se o professor
possuir um amplo conhecimento da disciplina, pode tornar seu trabalho menos

complicado, levando o discente a uma aprendizagem mais efetiva e eficiente.

Dessa forma, questiona-se o seguinte: Por que o aluno é tao resistente a

aprendizagem de Matematica? Por que o aluno que chega ao ensino superior nas
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areas de ciéncias exatas tém tantas dificuldades com a disciplina Calculo? Sera que
esse aluno possui 0 conhecimento necessario para compreender as nogoes
fundamentais do Calculo? Que contribui¢cdes os conceitos de limites e derivadas, se

explorados no Ensino Médio, poderao trazer ao aluno no Ensino Superior?

Sabe-se que a disciplina Matematica permite uma interdisciplinaridade com
outras areas do conhecimento. Assim, de acordo com os Parametros Curriculares
Nacionais do ensino de matematica para o Ensino Médio, “Aprender Matematica de
uma forma contextualizada, integrada e relacionada a outros conhecimentos traz em
si 0 desenvolvimento de competéncias e habilidades que s&o essencialmente
formadoras”. (BRASIL, 2002, p.111).

Constata-se, entdo, que na medida em que a disciplina Matematica serve como
balizadora para estruturar o pensamento légico do aluno, também, o capacita a
aprender, interpretar situacdes e tirar conclusdes proprias, tornando a disciplina um

instrumento para muitas a¢des necessarias a sua formacao.

Portanto, este estudo tem como objetivo geral mostrar a viabilidade de se
introduzir as nogdes de Calculo no Ensino Médio. Especificamente, busca-se trazer
abordagens sobre como ensinar o Calculo no atual contexto; aplicar o Calculo
Diferencial no Ensino Médio, e usar o software GeoGebra como forma de aprimorar
o entendimento de graficos de fungdes e suas implicagbes na aprendizagem de

limites e derivadas.

E salutar informar que se tem a pretensdo de despertar o interesse dos 6rgéos
responsaveis para que haja a inclusdo das nogdes basicas de Calculo na grade
curricular do Ensino Médio. O fato de expressar esse desejo ndo que dizer em
absoluto que este estudo va exaurir o tema, mas que possa contribuir para uma
reflexdo sobre a importancia da aplicabilidade dessas nog¢des ainda no Ensino
Médio. E que essa venha a contribuir de forma significativa para que o aluno chegue
a universidade com embasamento para acompanhar a linha de raciocinio exigida por
uma série de disciplinas, tais como: Calculo Diferencial e Integral, Fisica,
Probabilidade e Estatistica; que permeiam os mais variados cursos de nivel superior
nas areas de ciéncias exatas. E importante também ressaltar que a Matematica esta

inserida no contexto diario dos individuos e, por esse motivo, deve ser
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compreendida como uma ferramenta que pode auxiliar na realizacdo das mais
diversas atividades, tanto na vida profissional quanto na vida pessoal. Dessa forma,
espera-se contribuir de forma significativa para que essas nog¢des basicas de

Calculo sejam ensinadas ja no Ensino Médio.

Nesse sentido, almejando o éxito desta pesquisa, para os estudos de
conteuidos serviram como suportes, os autores Leithold, Avila, Hughes e Bianchini.

O presente trabalho esta organizado em quatro capitulos. O capitulo 1 trata do
ensino de nocdes de Calculo no contexto atual, dos estudos sobre o ensino do
Calculo no Ensino Médio e do uso do software GeoGebra e suas implicagdes na
aprendizagem da matematica. No capitulo 2, sdo apresentadas as definicbes que
serviram de base para o curso de extensdo. No capitulo 3, expuseram-se a
metodologia utilizada, o local e os critérios usados quanto a participagao dos alunos
no curso e a entrega do certificado. No capitulo 4, estdo os resultados obtidos pelos
alunos de 2° e 3° anos do Ensino Médio, selecionados de escolas publicas e
privadas do Vale do Sao Francisco na avaliacao final, além da analise das respostas
dos mesmos no questionario avaliativo pds-curso. Por fim, apresentam-se as

consideracdes finais e sugestdes.
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CAPITULO 1

1. O ENSINO DE NOGOES DE CALCULO NO CONTEXTO ATUAL

Nos dias atuais, ainda, € possivel perceber o Ensino das Ciéncias Exatas
baseado no modelo cartesiano, reducionista e linear, onde a estratégia de ensino se
desenvolve a partir da exposi¢ao formal e discursiva dos conteudos pelo professor.
Numa tentativa de sintese, pode-se dizer que os educandos, ainda, estao limitados
ao espacgo de suas carteiras, sendo-lhes exigidas apenas as habilidades de

memorizagao e reproducaio.

No entanto, faz-se necessario direcionar um novo olhar para o ensino de
Calculo. Nessa perspectiva, surge o modelo de ensino de Calculo fundamentado na
proposta de Newton e Leibniz, cuja aplicabilidade abrange diversas areas da Fisica,
Quimica, Biologia, Economia, Astronomia, Arqueologia, Medicina e até mesmo a
Psicologia e as Ciéncias Politicas. A disciplina Calculo diferencial e integral assume
um papel importante para a formacao de varios segmentos profissionais, tais como

nas Engenharias e na Medicina.

Nesse sentido, Lachini (2001) argumenta que o estudo do calculo ajuda o aluno
no desenvolvimento do pensamento organizado. Ainda de acordo com o autor, 0s
alunos entram na universidade com dificuldades de organizar suas ideias para
resolver determinados problemas, e essa habilidade, de acordo com o autor, é
fundamental ndo sé no periodo do ensino superior como também no Ensino Médio,
pois “é preciso que o estudante pense sobre o significado geométrico e numérico do
que esta fazendo, saiba avaliar e analisar dados e explique o significado de suas
respostas.” (LACHINI, 2001, p. 147).

Um dos grandes problemas apontados atualmente no ensino de célculo deve-
se ao fato de a énfase ser dada na parte procedimental. Para Frota (2001), parece
haver um consenso que o ensino de matematica precisa libertar-se das amarras de
um ensino passo a passo, que produz a aprendizagem de procedimentos e nao
incentiva o conhecimento matematico relacional que leva o aluno a estabelecer

novas conexoes entre os varios conceitos estudados.
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Ao se analisar a histéria do desenvolvimento do Calculo no Brasil, foi possivel
perceber que, devido a algumas reformas no ensino, os conteudos de Calculo ja
estiveram presentes e ausentaram-se em diferentes momentos da grade curricular
do Ensino Médio. Atualmente, é possivel perceber que alguns tépicos do Calculo se
encontram ausentes nos livro didaticos, como os limites e as derivadas, Avila (1991)
diz que essa auséncia se deve ao fato de alguns professores acreditarem ser esse

um conteudo muito dificil para os alunos do Ensino Médio.

Assim, este trabalho pretende demonstrar que isso pode ser um mito, uma vez
que todo estudo requer a habilidade da pratica e essa habilidade pode ser
trabalhada no ensino de Calculo.

Segundo Avila (1991, p. 8 apud MOLON, 2013, p.16) “seria muito mais
proveitoso que todo o tempo que hoje se gasta, no 2° grau, ensinando formalismo e
longa terminologia sobre fungdes, que todo esse tempo fosse utilizado com o ensino
das nogdes basicas do Calculo e suas aplicagdes”.

Diante do contexto, surge a possibilidade de buscar por meio desse estudo
uma proposta alternativa de ensinar Calculo. Entende-se ser necessario passar de
uma organizagao em que o professor é o centro, para uma forma em que os alunos
interajam com outros alunos, com o professor e com as midias, ou seja, que o aluno
possa interagir ndo s6 no ambiente micro (sala de aula), mas também em um
ambiente macro (mundo e suas inter-relagdes). Além disso, busca-se nos softwares
um ambiente de aprendizagem no qual a construgdo dos conceitos de limite e

derivada possa ser potencializada.

1.1 ESTUDOS SOBRE NOGCOES DE CALCULO NO ENSINO MEDIO

E notdria a preocupacdo de muitos professores com o ensino do Calculo na
Educacdo Basica. Ha algumas pesquisas sobre sugestdes de como introduzir
novamente as nogdes iniciais do Calculo, de modo que seja facilitada uma transigao
desses topicos aos que pretendem ingressar a universidade, principalmente aos que

cursarao algum ramo das Ciéncias Exatas.
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Assim, Oliveira (2010) fez um historico sobre o ensino do Calculo no Brasil
desde 1931 até os dias atuais, além de uma analise dos livros didaticos usados hoje
em dia. O autor observou que o Calculo estava presente nos curriculos escolares do
antigo Ensino Secundario, o que corresponde ao ensino que antecede o Ensino
Universitario atual, ou seja, ao Ensino Médio. Segundo os dados de sua pesquisa,
em 1960, o Calculo deixou de ser ensinado nas escolas brasileiras.

A resisténcia a esse fato foi minima. Segundo Avila (1991), ha alguns fatores
determinantes para essa exclusdo, tais como a exigéncia de um estudo aprofundado
dos numeros reais e uma excessiva preocupagao com o rigor exigido para tal, algo
que a entdo matematica moderna julgava como inviavel devido ao tempo que se
despendia, sobretudo porque o Calculo passou a nado constar nos editais dos
vestibulares. Porém, com o passar dos anos, observou-se a necessidade de se
reintroduzir esses topicos, devido ao distanciamento que se criou entre os conteudos
programaticos dos cursos de Ensino Médio e o que realmente se aborda no ensino

superior relativo ao Calculo.

Desse modo, Guedes e Assis (2009) realizaram uma pesquisa com
professores de Ensino Médio das redes publica e privada de Natal-RN, com o
objetivo principal de verificar se o0 ensino de elementos do Calculo fazia parte dos
conteudos abordados pelo professor em sala de aula.

Os dados revelaram que o Calculo ndo estava incluso nos conteudos
programaticos das escolas de Ensino Médio daquela regiao, e que um dos principais
impedimentos relatados pelos professores era o fato de a grande maioria dos
docentes se achar despreparada para proporcionar essa inclusdo, embora nao
tenham atribuido essa falta de preparagao as instituicbes onde se formaram, pois as

julgavam de boa qualidade.

Consideraram também que o Calculo seria util para os seus alunos do Ensino
Médio, mas que a falta de material didatico adequado era outro fator que
impossibilitava a abordagem do tema nesse nivel de ensino e, sobretudo, que a
metodologia de ensino dessa disciplina no Ensino Superior € equivocada, pois a
mesma nao € abordada de uma forma experimental, contextualizada; porém, apenas

limitada as salas de aulas, com demonstra¢des enfadonhas e exercicios repetitivos.
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Voltando ao trabalho de Oliveira (2010), sua proposta se iniciou com um minicurso
de quatro encontros ou 8 horas aula, com um grupo de sete alunos do 2° e 3° anos
do Ensino Médio do Colégio Estadual de Ensino Médio Candido José Godoi.
Realizou uma revisao sobre fungbes para, em seguida, utilizar recipientes distintos
com formato de sélidos geométricos, no laboratério de quimica do Colégio, onde
havia torneiras ativas para que ele questionasse os alunos sobre a velocidade com
qgue o nivel da agua subia sob uma vazao constante e esbogassem, em um sistema
de eixos, a relagao entre a altura do nivel da agua e o tempo necessario para encher
cada sélido. Apds esse primeiro encontro, o aluno pode entender, na pratica, a ideia
de taxa de variagéao.

Nos encontros seguintes, Oliveira usou a sala de aula com quadro negro para
revisar conceitos sobre semelhanga de triangulos, razao de semelhanga no plano
cartesiano, coeficiente angular; e o laboratorio de informatica da escola para o uso
do software Winplot para interpretar, geometricamente, a taxa de variagdo média e

instantanea, além de usar o quadro branco como aukxilio.

O autor péde observar a evolugado dos alunos no decorrer das aulas praticas.
Nas atividades propostas, concluiu que o Winplot deu uma visao substancial sobre a
interpretacdo geométrica da taxa de variagdo, tema base para compreensdo das
primeiras nogdes de Calculo, e que, sem a necessidade de muitas aulas, conseguiu
despertar o interesse dos alunos em relagdo a disciplina cujas nog¢des basicas

iniciais jamais deveriam ter saido do Ensino Médio.

Nessa linha de pensamento, Molon (2013) propde uma série de atividades com
0 objetivo de obter uma aproximagdo do aluno aos conteudos relacionados ao
Calculo, tendo como auxilio o uso de algo que permeia o cotidiano dos nossos

alunos atuais: os softwares computacionais.

Em sua pesquisa, foi usado o GeoGebra para facilitar a compreensao de
conceitos importantes para o estudo do Calculo. A autora realizou um minicurso com
um grupo experimental de 14 estudantes do 1° ano, e nessa oportunidade ministrou
atividades sobre os conceitos intuitivos de limites, velocidade média e velocidade

instantanea, e o calculo da area de regides do plano limitada por curvas.
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Molon, ainda, destaca que, devido a escolaridade dos estudantes, direcionou
os estudos acerca do comportamento de graficos de fungdes, explorou o conceito de
limites, reta tangente, coeficiente angular e utilizou a ideia de aproximacgao,
facilitando, assim, a compreensdao da nogao intuitiva de integral definida, sempre

com o auxilio do GeoGebra.

Segundo a autora, a oportunidade de trabalhar num laboratério proporcionou
um entendimento mais efetivo desses conteudos, uma abordagem diferenciada do
que, em geral, é a praticada em sala de aula, deixando de lado a abstragao usual a
qual os professores submetem os estudantes, sugerindo situagées que aproximem a
matematica da realidade, como forma de melhorar a qualidade do ensino da

disciplina.

Ja Vianna (2013) traz uma proposta de ambientagdo dos alunos com as ideias
de limites derivadas e integrais. Ele defende essa ambientagéo a partir do 9° ano do
Ensino Fundamental, e usa como local da pesquisa o Colégio Pedro I, no Rio de
Janeiro. Segundo o autor, o aluno tem as primeiras ideias de infinito quando a ele
sdo apresentados os conjuntos numéricos. Tenta induzir o aluno a desenvolver
aptiddées por meio da pratica, ao passo que introduz novas simbologias e remete o
aluno a refletir sobre conceitos, instigando-o a curiosidade sobre as inumeras

aplicagdes da disciplina.

A sua pesquisa foi iniciada por meio de um questionario investigativo sobre o
conhecimento do conceito de infinito. O questionario aplicado se constituiu na sua
primeira atividade, tendo o autor abordado sondagens que exploraram a ideia de
infinito; as respostas dos alunos foram criteriosamente analisadas e, a partir desse
questionario, foram sugeridas outras duas atividades nao realizadas com alunos em

sala de aula. Segundo o mesmo, o motivo foi a escassez de tempo.

Como proposta de uma segunda atividade, Vianna faz alusdo ao meétodo de
Exaustao de Eudoxo, idealizada por Arquimedes, cujo objetivo é o de calcular a

0 Colégio Pedro Il é uma tradicional instituicdo de ensino publico, localizada no estado do Rio de
Janeiro, no Brasil. A partir da Lei n° 12.677/2012, o Colégio Pedro Il equiparou-se aos IFEs (Institutos
Federais) nas questées administrativas, e consequentemente as suas Unidades Escolares passaram
a ser chamadas de Campus, e a Direcdo-Geral passou a ser chamada Reitoria.
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area de um circulo de raio 1 limitado inferiormente pela area de um poligono regular
de n lados inscrito nesse circulo. Para isso, sugere que os alunos tenham acesso a
um computador com internet, GeoGebra e Excel instalados. Logo em seguida,
sugere realizar uma série de procedimentos no GeoGebra e no Excel com o intuito
de induzir os alunos a perceberem que, conforme se aumenta o numero de lados do
poligono regular inscrito, sua area, cada vez mais, se aproxima da area do circulo,
tanto visual (GeoGebra) quanto numericamente (Excel). Ao final dessa atividade, o

— " tcirc

autor propée ao professor a introdugdo da notagédo |imA.. =A onde A,

n—+©

representa a area do poligono de n lados e A, representa a area do circulo.

Na terceira atividade, denominada alteragbes em graficos, na qual sugere ao

professor trabalhar as transformagdes que ocorrem nos graficos de fung¢des reais do
tipo f(x)=p(x+q)" +rocasionadas pelas variagbes dos coeficientes, p, q, r e n.

Nessa atividade, foram dadas énfases as ideias de limites laterais, as definicdes de
assintotas horizontais e verticais; explorados diversos outros conceitos sobre
paridade e, por meio da translacao, trabalhados as definicdes de amplitude, pontos

de inflexdo, maximos e minimos, sempre usando o GeoGebra como suporte grafico.

Na sequéncia, sugere exercicios sobre fungdes trigonométricas do tipo

f(x)=c.sen(ax+b), f(x)=c.cos(ax +b) e f(x)=c.tg(ax +b), tentando induzir o aluno

a compreensao do que ocorre quando se fazem variagdes nos coeficientes a, b, c e
d. Explora os conceitos de dominio, imagem, periodo, paridade, pontos de inflexao,
translagdo e amplitude, sempre usando o GeoGebra como suporte grafico, de modo

analogo as atividades anteriores.

A partir da segunda atividade, Vianna propde a aplicagdo de um Quiz interativo
via PowerPoint, de carater avaliativo, com o objetivo de proporcionar debates e
conclusbes sobre o0s conceitos estudados, utilizando uma apresentagao
autoexplicativa no PowerPoint ou Impress fornecida nos arquivos: Alteragcbes no
grafico 21.ppt e Alteragdes no grafico 22.ppt, respectivamente encontrados nos

enderecos: http://www.4shared.com/office/XdVZffZD/Alteraes no_grfico 21.html e

http://www.4shared.com/office/rz4JulVb/Alteraes no grfico 22.html, dividindo os

alunos em grupos de 3 a 5 elementos para essa aplicagao.
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Como as atividades 2 e 3, propostas pelo autor, ndo foram experimentadas,
nao ha como tirar conclusdes sobre as mesmas, como também sobre os resultados
que se obteriam, caso seguisse as ideias do autor, ou se suas atividades se
adequariam a qualquer realidade de ensino existente em outras regides do nosso
pais. De todo modo, essas atividades sdo extremamente interessantes, e o proprio

autor as coloca como sugestdes para pesquisas futuras.

Outra pesquisa que propde a insergao de ideias de Calculo no Ensino Médio é
a de Carmo (2013), em que o autor procura estender o numero de problemas de
otimizacdo que se consegue solucionar no ensino basico para além daqueles

modelados por fungdes quadraticas.

Para isso, fez uso do que ele denominou de Métodos Numéricos, tendo
realizado uma abordagem numeérica para problemas de otimizagdo no Ensino Médio,
sugerindo uma série de atividades relativas ao tema. A proposta do autor € muito
interessante, visto que o0 mesmo se intitula professor do Ensino Médio e da disciplina

Calculo no Ensino Superior, tendo contato com as duas realidades.

Ele inicia seu estudo mostrando um método de encontrar maximos e minimos
de funcbdes quadraticas sem necessidade de usar as formulas para o calculo das
coordenadas do vértice da parabola, usando apenas o calculo das raizes de funcdes
do tipo f(x) = ax® + bx, (a # 0).

Sua ideia € mostrar que a abscissa do vértice (x,) € a média aritmética das
raizes, enquanto que o valor maximo da funcéo, se a < 0; ou minimo, se a > 0 -
conhecido pelo aluno do Ensino Médio pela ordenada do vértice da parabola (y,) -

nada mais é do que o valor numérico da abscissa do vértice na fungao f, ou seja,

Yy = f(xv) .

Nesse sentido, Carmo prova que, independentemente de a fungao apresentar
OuU nao raizes reais, os valores maximo ou minimo das fungdes do tipo
f(x)=ax? +bx (a #0, c = 0) e f(x)=ax? +bx+c (a.c # 0) sdo iguais, ou seja, ndo se
alteram, pois quando o c varia, o grafico sofre uma translagcdo de modo a néao alterar
o valor maximo ou minimo, e o auxilio do GeoGebra ajuda como suporte grafico

para um melhor entendimento por parte do aluno.
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Muitas questdes ligadas a encontrar extremos de uma funcao s&o deixadas
de lado no ensino basico por esta estrutura formal e tradicionalista de
ensinar matematica estar impregnada nas mentes dos professores da
escola basica. Nao vamos ser covardes em nos restringirmos a trabalhar
apenas com 0 que os exames de vestibulares trazem, temos que ir para
além deste ponto comum. Educagéao é refletir sobre o cotidiano, o atual; é
procurar alternativas para resolver problemas da vida pratica. (CARMO,
2013 p.11)

Nesse trecho, ao usar a palavra covarde, o autor talvez quisesse expressar o
comodismo de uma grande parcela dos professores ao lidar com a Matematica
mecanizada, na qual os alunos decoram técnicas de resolugdes de questdes sem se

importar com as aplicagdes da disciplina no cotidiano.

O trabalho de Carmo foge um pouco do objetivo desta pesquisa, pois, para
demonstrar os Métodos Numéricos, visando encontrar maximos e minimos para
fungdes reais, langa mao de teoremas que exigem disponibilidade de tempo e uma
maturidade ainda n&o alcangada pela quase totalidade dos alunos do Ensino Basico.
Ele demonstra rigorosamente o Teorema de Weierstrass para valores extremos, os
Teoremas de Rolle e do Valor Médio, com uma linguagem abstrata, algo que ainda

nao faz parte da realidade do aluno do Ensino Médio.

Pode-se observar nestas pesquisas que ha a real necessidade de se introduzir
as nogdes de Calculo no Ensino Médio, e mesmo que as escolas ndo tenham
suporte fisico para tal, como, por exemplo, um laboratério de informatica, o professor
pode usar a criatividade e o improviso de material didatico para conseguir levar

esses topicos ao conhecimento dos alunos.

12 USO DO SOFTWARE GEOGEBRA E SUAS IMPLICACOES NA
APRENDIZAGEM DA MATEMATICA.

by

O acesso as midias eletrbnicas e a internet tem crescido de forma
significativa, dando a entender que o uso do computador deixara a sociedade cada
vez mais dependente dele. Segundo Borba e Penteado (2001), o uso da tecnologia
da informatica (Tl) é discutido desde a década de 70 do século XX, e as escolas
publicas e privadas deveriam proporcionar, no minimo, uma “alfabetizacéo

tecnoldgica” aos seus alunos.
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Na verdade, as inovagdes educacionais, em sua grande maioria,
pressupdem mudanga na pratica docente, ndo sendo uma exigéncia
exclusiva daquelas que envolvem o uso de tecnologia informatica. A
docéncia, independentemente do uso de Tl, € uma profissdo complexa.
Nela estdo envolvidas as propostas pedagdgicas, os recursos técnicos, as
peculiaridades da disciplina que se ensina, as leis que estruturam o
funcionamento da escola, os alunos, seus pais, a direcdo, a supervisdo, 0s
educadores de professores, os colegas professores, os pesquisadores,
entre outros. (BORBA e PENTEADO, 2001, p.54)

Desde entdo, apesar do medo inicial de ser substituido pelo computador,
percebeu-se que a pratica docente estava imune a tal fato, e que, apesar dos
beneficios da insergéo da tecnologia no cotidiano escolar ser algo indiscutivel, o uso
do computador ndo pode ser considerado como unico fim, pois a discussido entre o

professor e os alunos € insubstituivel.

No caso dos softwares, tem-se presenciado, ao longo dos ultimos anos, o
crescimento do numero de programas para apoiar 0 ensino de varios conteudos
matematicos. Os softwares de geometria dindmica favorecem a agilidade na
investigacdo, pois construgdes geométricas, que tomariam certo tempo para serem
realizadas no papel, sdao obtidas em segundos na tela do computador. A
interatividade oferecida por esses softwares torna real a possibilidade de privilegiar
as propriedades geométricas de uma figura. Dentre os programas auxiliares do
ensino de Calculo encontra-se o aplicativo GeoGebra (www.geogebra.org). Esse

software é um programa de matematica dinamico e gratuito além de ter versdes para
o Windows e Linux. Combina algebra, geometria, tabelas e graficos, possui,

também, ferramentas para o trabalho com Estatistica e Calculo.
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CAPIiTULO 2

2. 0 CURSO DE EXTENSAO PARA ALUNOS DE ENSINO MEDIO

A programacao do grupo de estudos voltada para os alunos do Ensino Médio
foi delineada pela aplicabilidade de uma reviséo inicial dos conceitos basicos com
carater investigativo inicial, tendo sido foram trabalhados os seguintes conteudos:
produtos notaveis, fatoragdo, solugdo de uma equacdo do 2° grau completando
quadrados, dominio de fungbes reais. Em seguida, limites de fungdes: nogéo
intuitiva de limite por meio de progressdes geométricas (séries convergentes), limite
de uma funcdo afim, de uma funcédo constante; limites laterais e limites infinitos, a

indeterminacédo da forma 8 e limite da fung¢ao polinomial para x tendendo a — « e

+ oo; Introduc&o ao estudo da derivada de uma fungédo: interpretagdo geométrica e
fisica, derivada de uma funcgéo; regras de derivacao e aplicagdes da derivada:

maximos e minimos. O cronograma do curso pode ser visto no apéndice H.

O curso teve uma carga horarias de 30 horas-aula, entre aulas expositivas no
quadro branco; Datashow, na exposi¢céo de graficos com o auxilio do GeoGebra; e
com as avaliagdes. Porém, nos tépicos a seguir, abordar-se-ao apenas os temas
mais importantes trabalhados no curso, que servirdo de base para o entendimento
das noc¢des de Calculo Diferencial. As listas preparadas com teorias e exercicios,
usadas em 24 das 30 horas-aula do curso podem ser vistas no Apéndice H.

2.1 A IDEIA DE LIMITE PARA O ENSINO MEDIO

Ao estudar as progressdes geométricas, o aluno é remetido a primeira nogéao
de limite. Os Parémetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM)

destacam que:

O estudo da progressado geométrica infinita com razdo positiva e menor que
1 oferece talvez a Unica oportunidade de o aluno estender o conceito de
soma para um numero infinito de parcelas, ampliando sua compreensao
sobre a adigdo e tendo a oportunidade de se defrontar com as ideias de
convergéncia e de infinito. (BRASIL, 2002, p.121).
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No curso de extensdo, os alunos foram instigados a responder as seguintes
atividades:

Atividade 1:

a) Qual o comportamento da sequéncia ar

1,1,1, L ..., neN’, quando n
2 4 8 16 2"
cresce indefinidamente, tendendo ao infinito?

Resposta esperada: zero, pois quanto maior o valor de n, maior sera o denominador

da expressao o € mais proximo de zero sera o resultado da expressao.

b) Qual o valor do limite da soma dos termos da PG l+ l+%+ %+ N 2i”+ L7

Resposta esperada: Na PG acima, tem-se a, L

% eq= o logo para calcular a soma

Sn dos n termos basta substituir os valores de as e q na eq. (1.a).
g _ar(@ -1
n q_1
Assim, obtém-se, a eq. (1.b),
1 m 1
21\2 (1.0)
1
2

n

Sabendo-se que quando n tende ao infinito, in tende a zero, o valor da soma

tende a 1. Voltando a eq. (1.b), tem-se:

) ;{@‘1} o= -

= _2 -—2_1, ouseja, lim S_ =1. (2)
1_1 _1 _1 n— o
2 2 2

Na figura 1, tem-se uma interpretagdo geométrica para a soma pedida.
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Figura 1. Representacdo geométrica da soma 1 + 1 + 1 + 1 +.t 1 +..=1.

2 4 8 16 2"
A atividade a seguir foi trabalhada com os alunos do curso no intuito de
complementar a ideia ja introduzida no exemplo anterior quando se trabalhou
progressdo geométrica. Ela sintetiza e facilita o entendimento do conceito de limite

ao se usarem as fungoes.

Atividade 2:

2x? —4x
a) Dada a fungéo real f(x) =~ 2 qual o dominio de f?

Resposta esperada: R - {2}, pois a fungao real acima nao é definida para x = 2.

2x2 —4x

b) Simplificando a expresséo que define a fungéo fracionaria f(x)= 5

, R-{2},
obtém-se que fungao?
2x(x—2)

x_2) = f(x)=2x

Resposta esperada: f(x)=

c) Faga o grafico da fungao obtida.

Resposta esperada: Como a fungéao f(x) = 2x é linear, entdo o grafico de f passa pelo
ponto (0,0), portanto, basta se identificar um segundo par ordenado que satisfaca a
funcdo, por exemplo, (1,2); e tragar a reta que passa pelos pontos (0,0) e (1,2),

conforme mostra a figura 2.

Figura 2. Reta de equacéo f(x) = 2x.
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d) Construindo o quadro 1, onde f(x) é a fungdo obtida no item anterior, a que valor

tende o resultado de y = f(x), quando x tende a 1?

Resposta esperada: Ao substituir os valores de x na fungao f(x) = 2x no quadro 1,
espera-se que o aluno perceba que, para valores muito préximos de 1 pela esquerda

ou pela direita, o valor de f(x) tende a 2, ou seja Iim1_f(x) = Iimr f(x)=2.

Quadro 1: Valores obtidos para f(x) = 2x.

X y = f(x)
0,99 1,98
0,999 1,998
0,9999 1,9998
0,99999 1,99998
1,01 2,02
1,001 2,002
1,0001 2,0002
1,00001 2,00002

Apods ter induzido o aluno a responder essas questdes de facil entendimento,

pode-se definir limite de modo que sua compreensao ficasse muito mais facil.

2.2 DEFINIGAO DE LIMITE PARA O ALUNO DO ENSINO MEDIO

Seja f uma funcéo real de variavel real e a € R. Diz-se que o limite de f(x), para

x tendendo a a, € b (b € R), e escreve-se lim f(x) =b, se a toda possivel sequéncia

X—a
de valores de x, pertencentes ao dominio da funcdo, tendendo para a (mas

diferentes de a) corresponde uma sequéncia de valores de f(x) tendendo para b.

2.2.1 Unicidade do limite

Uma funcdo nao pode tender a dois limites ao mesmo tempo, ou seja, se o
limite de uma fungdo existir, ele sera unico. Se lim f(x)=L, elim f(x)=L,, entdo
L, =L,. Na figura 3, quando os valores de x se aproximam de 2 (tendem a 2) pela

esquerda, os valores de y se aproximam de 1 (representa-se por: lim f(x) =1).

xX— 27
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Entretanto, quando os valores de x tendem a 2 pela direita, os valores de y tendem a

3 (representa-se por:lim f(x) =3). Logo, como os limites laterais s&o diferentes,
x— 2"

conclui-se que o limite da fungdo no ponto de abscissa 2 nao existe, visto que o

|
N

Y
« X

limite tem que ser unico.

Figura 3. Nao ha limite no ponto de abscissa 2.

2.2.2 Continuidade de uma fungao

Diz-se que uma fungao f é continua em um numero a se, e somente se forem
satisfeitas as seguintes condigdes:
) f(a) existe;

II) lim f(x) existe;

X—>a

1) 1im (x) = f(a).

Se uma dessas condi¢des nao for satisfeita em a, a fungéo f sera descontinua
em a. Como exemplo, observe a fungdo f: R— R na figura 4.

y

-

(3]

-6

Figura 4. Fungao continua para todo x real.

Pode-se afirmar que f é continua no ponto de abscissa 2, visto que
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) f(2) = — 6, ou seja, f(2) existe;
) Iin12_ f(x) = Iirr; f(x)= -6, ou seja, Iirr;f(x)existe;
1)} Iirr;f(x) =f(2)=-6.

Percebe-se, ainda, que a funcdo é continua em qualquer numero do seu

dominio.

2.2.3 Continuidade em um intervalo

Uma fungéo f cujo dominio contém o intervalo fechado [a, b] sera continua em
[a, b] se, e somente se ela for continua no intervalo aberto (a, b), ou seja, se ela for

continua a direita de a e continua a esquerda de b.

No curso de extensdo, com o auxilio do professor, o aluno construiu o grafico

da fungdo f(x)=+4-x* usando o aplicativo GeoGebra (ao digitar na CAIXA DE
ENTRADA o comando f(x) = sqrt (4 - x"2) e pressionar um ENTER), e observou que

essa fungdo é definida para todos os valores de x, tais que 4 — x> 2 0, ou seja, para

-2 < x £ 2; como pode ser visto na figura 5.

< funcl.ggb - o

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

k .AV: / ) :\. @ ;j 4 x ABC—: _a.i 4%0

» Janela de Algebra

» Janela de Visualizagdo
= Funcdo 84
7 f(x) = Va—x?

Entrada: @
Figura 5: Fungao construida no GeoGebra.



30

Na figura 5, note que Iirr;+x/4—x2 =0=f(-2) e Iirr21_x/4—x2 =0="1(2). Diz-se

X——

que essa fungdo € continua a direita de -2 e continua a esquerda de 2, logo é

continua no intervalo fechado [-2, 2].

Nesse momento do curso, por estar familiarizado com o GeoGebra, o aluno

pode analisar varias outras situacgoes.

Ao se analisar o grafico da funcéo definida por g(x) = % mostrado na figura
X —

6, nota-se que a fungédo g é descontinua em x = 4, pois quando x tende a 4 pela
direita, g(x) tende a + o, e quando x tende a 4 pela esquerda, g(x) tende a - o.
Porém, ao definir a funcéo g, ja se sabe que 4 nao pertence ao seu dominio. Logo,

pode-se dizer que a funcdo é continua para qualquer valor do seu dominio, exceto

para x = 4.

12 a :
|
|

10+ |
|

o |
|
|

6 |
|
|

4 |
|
|

5] |
|
|

. 9 r | .
f78 -6 = 2 2 4 6 8 10
|

5 |
|
|

4 |
|
|

6 |
|
1

Figura 6: Fungao continua em todo o seu dominio.
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2.3. A DERIVADA NO ENSINO MEDIO COMO TAXA DE VARIACAO
2.3.1 Coeficiente angular da reta

Toda reta r representada graficamente no plano cartesiano forma um angulo «

(0<a <180°) em relagdo ao semieixo positivo das abscissas, e esse angulo é

denominado &ngulo de inclinagdo da reta r. Define-se coeficiente angular da reta r

ou inclinagcdo da reta r e representa-se por m,, a tangente desse angulo a. Por

definicao,

m; = tga (3)
Na figura 7, tém-se quatro possiveis situacbes de como esse angulo a pode se

apresentar.

Ya Va

/ 4 \\“‘
0 X

N
\ Y

Figura 7: Inclinagdo de uma reta no plano cartesiano.

Se a = 90° entdo a reta r ndo apresenta coeficiente angular, visto que a

tangente de 90° n&o existe, conforme a figura 8.

Figura 8: Reta com angulo de inclinagdo 90°.
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Quando sao dados dois pontos distintos A(x1,y1) € B(x2,y2) de uma mesma reta

r, como na figura 9, o coeficiente angular m dessa reta € obtido conforme a eq. (3).

m=tga = m=Y2"Y1 (4)

Xy — Xy

Figura 9: Inclinagdo da reta dados dois pontos.

2.3.2 Reta secante a uma curva

Considere dois pontos distintos A(x4,f(x1)) e B(x2,f(x2)) pertencentes a uma

mesma curva, como pode ser visto na figura 10. A reta AB, que passa pelos pontos

A e B, é denominada reta secante a essa curva.

V4

Figura 10: Reta secante a curva nos pontos A e B.

Note que o coeficiente angular da reta AB, segundo a eq. (4), é dado por

> m- =
AB X2 _X1 AB

_ fxp) = f(x,) s #1040 onde h = xp- x1, com xe # x4 (5)
h ’ ’ '



33

2.3.3 Reta tangente a uma curva

No Ensino Médio, o aluno ja conhece a definicao de reta tangente a um ponto
P de uma circunferéncia, como sendo a reta perpendicular ao raio da circunferéncia
nesse ponto P, ou ainda, como a reta que toca a circunferéncia somente nesse

ponto. Na figura 11, t é a reta tangente a circunferéncia no ponto P.

Figura 11. Reta t € tangente a circunferéncia no ponto P

A definicdo de reta tangente a uma curva qualquer € mais abrangente. Se
A(x1,f(x1)) € um ponto no grafico de uma fungao f, entdo a reta tangente ao grafico
de fem A, também chamada de reta tangente ao grafico de f em x4, € definida

como sendo a reta que passa por A com coeficiente angular m, tal que

m = lim
h—0

f(x, +h)—f(x,)
. (6)

Se o limite da eq. (6) n&do existir, entdo ndo ha reta tangente ao grafico em A.
Na figura 12, observa-se uma reta tangente t no ponto A do grafico da funcéo f.

f(x,)

Figura 12. Reta t tangente ao ponto A da curva
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2.3.4 Inclinagao de uma curva num ponto dessa curva

Sendo A(x4,f(x1)) um ponto qualquer de uma curva f, denomina-se inclinagcéo da
curva f no ponto A, o coeficiente angular da reta t tangente a curva nesse ponto A.

Na figura 13, a inclinagéao da curva f no ponto A é dada por m;=1tg o, (o # 90°).

f(Xy)

0’ A .
/, X

Figura 13. Inclinagao da curva f no ponto A.

2.4 A DERIVADA DE UMA FUNGAO NUM PONTO FIXO

Fixando-se o ponto A(x1, f(x1)) da fungao f e fazendo o ponto B(xy, f(x2)) variar,

ao longo da curva, na diregdo de A, a reta secante AB ira girar em torno do ponto A

e o valor de h se aproximara cada vez mais de zero, fazendo com que a razao

w, tenda ao coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto A, como

mostra a figura 14. Portanto, pode-se dizer, intuitivamente, que o coeficiente angular
m da reta tangente a curva f no ponto A(x4,f(x1)) é:

m— = lim ,onde h =Xz —X1. (7)

AB h—>0

f(x, +h) —f(x,)
h
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Figura 14. Reta AB, a esquerda; e depois de B se aproximar de A, reta AB’, a direita.

Esse limite é definido como a derivada f da funcdo f no ponto A(x4,f(x1)),

representada assim:

f'(x,)= lim flxp)-flx,) (8)
Xp X X, = Xy
ou

f'(x,)=lim

h—0

f(x, + h)—f(x,)
- 9)

Numa atividade realizada com o GeoGebra, tomaram-se os pontos A(4,1) e

B(9,74; 5,93) do gréafico da fungao f definida por f(x):%.xz, os pontos C e D da

mesma fungéo e a reta tangente ao grafico de f no ponto A. Tragaram-se as retas

AB, HZ e AD , observando o comportamento da reta secante e foi dado énfase ao
fato de que a inclinagdo de cada reta obtida ficava cada vez mais préxima da
inclinacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto A, como forma de facilitar a

compreensao da definicdo de derivada, conforme a figura 15.
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= Ponto
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@ B=(9.74,5.93)
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d D=(5,1.56)
= Reta
)
@ b:-3.62x + 4.6y =-9.89
@ c:0.56x-y=1.25
@ d:y=0.5x-1

Entrar...

Entrada:

Figura 15: Interpretacdo geométrica da derivada como inclinagéo da reta tangente

pelo GeoGebra.

Outro exemplo foi construido no GeoGebra, como pode ser visto na figura 16,

onde se tragou o grafico de uma fungao f qualquer, uma reta tangente ao grafico de f

no ponto P (xo, f(xg)) com inclinagdo B = 30° e um ponto Q(x, f(x)) genérico,

determinando, assim, a reta secante PQ de inclinacdo o = 50°. A medida que se

aproximava o ponto Q do ponto P, percebia-se que &angulo de inclinagdo se

aproximava de 30° e a reta PQ se aproximava da reta tangente em P, mostrando,

graficamente, a ideia da derivada.
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A IR 'S ] o|llagclll] o=z Mover Janela de Visualizagédo
[% b / ) @ &/ Z- x — Arraste a janela de visualizacdo ou um eixo (Shift + Arrastar)

TlLE

t reta tangente

S: reta secante

Entrada: 1)

Figura 16: Outra interpretacédo da derivada como a inclinagao da reta tangente.

2.4.1 A funcao derivada

Aqui, o aluno ja era capaz de entender a “derivada” num ponto fixo, mas se
fazia necessario estender essa definicdo para qualquer ponto da fungado, ou seja,
mostrar as condi¢gdes para as quais a funcao inteira é derivavel. O principio dessa
ideia foi definir a “fungéo derivada”, como segue:

A derivada de uma funcgao f € a fungdo denotada por f, tal que seu valor em
qualquer numero x do dominio de f seja dado por

f'(x) = “mw, (10)

h—0 h

se esse limite existir.
A seguinte notagao também pode ser usada:

f(x + Ax) — f(x)

. (11)

0= m,

onde f(x+ Ax)-f(x)=Ay é denominado incremento de y e representa a variagdo no

valor da fung¢ao f quando x varia de ax .
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Segundo Bianchini (1995), esse limite € uma nova fungdo de x denominada

funcao derivada e pode ser indicada por y’ ou Df (x) ou g—yem lugar de f'(x).
X

A notacgao d_y: lim Ay

, 12
dx &x-0AXx (12)

Essa notagdo ja era usada pelo alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

No decorrer do curso, os alunos tiveram a oportunidade de resolver diversos
exercicios de varios niveis, contextos e abordagens. Nesse momento especifico, os
alunos ja haviam estudado todas as propriedades dos limites, o que facilitou a
compreensao da definicdo de derivada, porém foi coerente iniciar as investigagdes

necessarias para uma melhor compreensao do assunto.

Como primeiro exemplo, construiu-se o seguinte problema: O que seria a

derivada da funcéo real f(x) = x* no ponto de abscissa 6?

O quadro 2 apresenta o coeficiente angular m da reta secante, quando se fez

os valores de x se aproximarem cada vez mais do ponto fixo de abscissa 6.

Quadro 2: Coeficiente angular da reta secante.

_ 2 _ Ay _ f(x)-f(6)
X f(x) = x m—AX— «_6
8 64 14
7 49 13
6,5 42,25 12,5
6,25 39,0625 12,25
6,1 37,21 12,1
6,001 36,012001 12,001
6,00001 | 36,0001200001 12,00001

Pode-se perceber que, a medida que o ponto (X, f(x)) se aproxima do ponto fixo
(6, 36), o coeficiente angular da reta que passa por esses dois pontos (reta secante)

f(x) - f(6) _

se aproxima de 12. Nesse caso: lim, 5
X —

12.

Por definicdo, esse limite € denominado derivada da fung¢do f no ponto de
abscissa 6, ou simplesmente f ’(6), e representa a inclinagdo da reta tangente ao
grafico de fno ponto de abscissa 6.
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Fez-se o aluno perceber que esse resultado poderia ter sido obtido sem a
necessidade de dados experimentais, visto que o aluno ja tinha conhecimento de
limites e suas propriedades, como segue:

2
_ x° —36 _
f(x) — f(6) o F (x —6)(x +6) _

f(x) = 1Ii x) = lim = f(x) =i
( ) xl—rg X—6 ( ) x—>6 X—06 ( ) xl—rﬂi X -6

Entado, pode-se dizer que f'(x) = Iirrg3 (x+6)=6+6=12.

Outra forma de se encontrar a derivada da funcdo f(x) = x* no ponto de

abscissa 6 é primeiro encontrar a fungao derivada f da fungéo f, ao se substituir

f(x)=x*na eq. (11), ou seja,

2 2 2 2 2
f'(X)=|!im (x+h)* —x _lim X +2xh+h® —x i h(2x +h) _

lim(2x +h) =2x;
-0 h—0 h—0 h—0

Portanto f '(x) = 2x , V x € Ds. Logo, o que se pede é f'(6) = 2.6 = 12.

Na sequéncia das aulas, foram demonstradas as propriedades basicas das
derivadas e pode-se perceber que a determinacdo da derivada dessa fungao era

quase imediata, o que tornou a solucéo desse problema muito mais facil.

2.4.2 Taxa de variagao média

A derivada surgiu em conexao com o problema de tragar a reta tangente a uma
curva, mas ha outra motivagdo, ndo menos importante que a reta tangente: trata-se
da ideia da taxa de variacdo, como, por exemplo, a velocidade de um movel, a taxa
de decaimento de um material radioativo, a taxa de crescimento de uma cultura de

bactérias, etc.

Um dos primeiros conceitos da fisica € a velocidade média de um mével num

dado intervalo de tempo, representada pela expressao:

_ S(t) - S(t,)

Vm
t1 - 1:0

: (13)
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onde S(t,)-S(t,)=As e t, —t, = At significam, respectivamente, as variagbes de

posicéo e tempo desse movel. A figura 17 permite uma visualizagado dessa situagao.

S(t) #

S(t:)

S(te) b -

0 ty t: t

Figura 17: Grafico do espago em fungao do tempo.

Como exemplo, pode-se ver que o quadro 3 relaciona o espago percorrido por
um automaovel nos seis primeiros segundos de deslocamento:
Quadro 3: Espaco S percorrido no tempo t.

t(s) [0[1]2[3][4[5]6
Sm)|0|2]5]9]14 2027

Observa-se que esse automoével ndo se desloca com movimento uniforme, pois

a sua velocidade média ndo é a mesma em intervalos de tempos iguais:

Entre 0 e 2 segundos: v, = 5-2_ 1,5m/s

2-0

Entre 2 e 4 segundos: v, = 1:'—25 =4,5m/s

27 -14

Entre 4 e 6 segundos: v, = 6,5m/s
Percebe-se, também, que o movimento é cada vez mais rapido, portanto

acelerado.

Mas, se o0 aluno quisesse encontrar a velocidade do automodvel no instante

2,8s, como ele faria?

Ora, s6 foram cronometrados os instantes representados no quadro 3, e
anotadas as suas posi¢cdes naqueles instantes, ndo se tém elementos que permitam
calcular a velocidade instantdnea do automoével para instantes diferentes do quadro

3. Esse é o objeto de estudo a seguir.
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2.4.3 A velocidade instantanea

O quadro 3 fornece as posi¢coes do automovel nos instantes: 0, 1,2, 3,4,5e 6
segundos o que, nao permite calcular a velocidade no instante 2,8s, por exemplo.
Supondo-se que com o auxilio de fotografias, se consiga determinar a velocidade do
automével em intervalos de tempos cada vez menores, de forma que seja possivel
encontrar uma aproximacao consideravel da velocidade desse automével em torno

do instante 2,8s. Ainda assim, ndo se tera a velocidade no exato instante 2,8s.

De um modo geral, a velocidade instantdnea de um movel pode ser calculada
usando limites, pois, ao se considerar o instante to como um ponto fixo, basta se
calcular as velocidades médias obtidas pelo mével em intervalos de tempos cada

vez menores, com valores cada vez mais proximos de ty, chegando a expresséo:

Vi) = lim == V(to) = lim —S(t1)—S(t0) = V,,=Iim S(to + A1)~ S(to)

Wt -t W a0 At ()

Essa € a mesma ideia da derivada da funcdo f num ponto fixo xo do seu
dominio, isto €, a variacdo instantanea que a funcao f sofre em relagcédo a variavel x
num ponto Xo. Quando essa variavel € o tempo e a fungao f corresponde a posigao S
da particula em cada instante, a derivada é a velocidade instantanea do maével no
instante to. Por exemplo, se um ponto material se move numa trajetéria qualquer
segundo a equacao horaria S(t) = t* + 2t — 5, em que S é dado em metros (m) e t &
dado em segundos (s), pode-se determinar a velocidade do ponto material no
instante ty = 2s, usando-se a derivada como auxilio. Para isso, basta que se sigam

0s seguintes passos:
l) No instante t; = 2 s 0 ponto material esta na posigdo S(t,)=2°+2.2-5=3m.

Il) Deseja-se encontrar a velocidade no instante ty = 2s e sabe-se que essa
velocidade é a derivada do espago em tp = 2, logo, substituem-se as informagdes na

eq. (14) e obtém-se:

_im S@+AD-S(@2)

(to) At—0 At

Vi) =St=V ,ou seja, V= lim (At+6)= V(,, =6m/s.
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Na sequéncia, trabalharam-se nédo s6 questdes de simples repeticao a fim de
que as propriedades e as definicdes fossem bem assimiladas, mas também
situagdes contextualizadas do cotidiano onde se faziam necessarias as aplicagdes

das derivadas para se chegar a solugéo.

Mostrou-se, também, que as derivadas tém aplicacbes nas diversas ciéncias
exatas, e nos instantes das resolugdes dessas situagdes-problemas, foi-se
trabalhando a ideia de modelagem matematica, mesmo que de modo superficial
devido a exiguidade de tempo, até como forma de incentivar os alunos a
pesquisarem mais sobre o tema. Um modelo matematico € uma descricdo
matematica de uma situagao real (HUGHES et al., 2012).

Buscou-se, ainda, incentivar o aluno a construir suas proprias conclusdes a
respeito da definicdo de derivada e sua importancia nas resolugdes de problemas,
pois

Quanto mais o professor instigar e provocar discussdes na resolugao de um
determinado problema, mais ricas e desafiadoras serdo as situagdes,
levando assim a agao criativa, raciocinio, estabelecimento de relagoes,

levantamento de duvidas, busca de respostas e julgamentos

(MENEGUELLE, 2009, p. 35)

Um exemplo de abordagem da modelagem no curso de extensdo foi o

seguinte problema proposto:

O Sr. Cirino mora no semiarido nordestino e pretende armazenar agua da
chuva para usa-la no periodo de estiagem na sua propriedade rural, visto que a
agua é um recurso escasso em grande parte do ano naquela regido. Na loja de
material de construcdo da cidade mais préxima, ele comprou um material apropriado
para construir uma calha destinada a recolher a 4gua da chuva que corre dos
telhados. O material tem forma retangular com 30cm de largura e deve-se construir
esse condutor dobrando-se as laterais perpendicularmente a esse material. O Sr.
Cirino queria dobrar 7cm de cada lado, baseado apenas no seu olhar de homem
experiente do campo, mas seu amigo Tonny, que cursou Engenharia Civil, se propds
a ajuda-lo, orientando-o sobre quantos cm deveriam ser dobrados de cada lado, de
modo que o condutor de agua tivesse capacidade maxima, de acordo com a vazao
da agua esperada. Como Tonny resolveu essa situagdo? O Sr. Cirino aproximou

bem o valor a ser dobrado?
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Segundo Bassanezi (2002, p. 24 apud ARAUJO, 2011, p.2): “A modelagem
consiste, essencialmente, na arte de transformar situagcdes da realidade em
problemas matematicos cujas solugdes devem ser interpretadas na linguagem

usual”. O objetivo aqui era preparar o aluno para seguir 0s seguintes passos:
1. Fazer uma figura representativa da situagao, quando possivel.

2. Definir as variaveis. Em geral, procurar relaciona-las de modo que a quantidade

de variaveis ficasse a menor possivel.

3. Escrever todos os dados numéricos conhecidos sobre as variaveis, tentando obter

uma equagao e(ou) uma fungéo que as relacionasse.
4. Esbocar o que fazer e partir para o que se chama solugao 6tima.

Todos esses passos foram seguidos, e o envolvimento dos alunos foi téo
significativo, que possibilitou uma incrivel interagdo e a construgdo da solugéo
esperada, transformando a sala de aula num verdadeiro ambiente de estudo, ou

melhor, num auténtico laboratério de aprendizado.
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CAPIiTULO 3

3. METODOLOGIA

Com o objetivo de introduzir as ideias intuitivas do Calculo Diferencial no
Ensino Médio com o auxilio do software GeoGebra, foram planejados conteudos
para um curso de extensao oferecido pela Universidade Federal do Vale do Sao
Francisco - Campus Petrolina (UNIVASF).

O curso teve carga horaria de 30h/a, foi ministrado com aulas expositivas,
tendo-se usado o auxilio didatico do aplicativo GeoGebra para mostrar o
comportamento grafico de algumas fungdes, a ideia de limite e representacao grafica
da derivada de uma fungao. Foram enviadas listas de exercicios via internet, para o

enderego eletrénico htips://www.facebook.com/groups/1427905767436202/ criado

pelo professor ministrador do curso cujo enderego no facebook é

hitps://www.facebook.com/carlos.cleyl. Nesse grupo, estdo adicionados 83

membros (até 30/08/2014), dentre os alunos do curso, alunos de cursos de exatas
da regido, professores e, enfim, simpatizantes dos temas abordados no curso, o que
enriqueceu mais ainda o grupo com discussodes, informagbdes sobre os temas e

demonstracdes diversas.

3.1 LOCAL DA PESQUISA

As aulas aconteceram sempre aos sabados no periodo de 28/09/2013 a
14/12/2013. O curso contou com a participacao inicial de 50 alunos selecionados de
escolas da regido do Vale do Sao Francisco e as aulas foram ministradas na
UNIVASF Petrolina, situada na Avenida José de Sa Manicoba, s/n — Centro, CEP:
56304-917, sala 11, 1° andar.
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3.2. SUJEITOS DA PESQUISA

Os alunos participantes do curso estavam cursando o 2° e o 3° ano do Ensino
Médio, tendo em vista o conhecimento exigido pelo curso, bem como os assuntos
estudados pelos mesmos em suas escolas de origem. O professor ministrador
visitou as escolas listadas e, na oportunidade, pediu indicacdo aos professores das
areas de exatas dessas escolas, de alunos cujos perfis apontavam para cursos
como Engenharia, Matematica, Fisica, Administragcdo, Economia e cursos afins. O
curso contou com a participagao inicial de 50 alunos selecionados de escolas da

regidao do Vale do S&o Francisco.

3.2.1 Critérios para a participag¢ao no curso de extensao

Cada participante do curso de extensao foi indicado pelos professores de suas
respectivas escolas, dando prioridade aquele aluno que demonstrava interesse em
matematica e pretendia concorrer a uma vaga num curso de exatas ao prestar
vestibular, mesmo que esse aluno ainda estivesse no 2° ano do Ensino Médio. O
quadro 4 mostra a distribuigdo dos 35 alunos concluintes do curso de extensao, de

acordo com a escola de origem.

Quadro 4. Quantidades de alunos por institui¢ao.

Instituicao Educacional Categoria N° de alunos

Colégio da Policia Militar de Pernambuco Rede Publica 4
Escola de Aplicacdo Vande de Souza Ferreira Rede Publica 5
Escola Marechal Anténio Alves Filho Rede Publica 4

Escola de Referéncia em E. M. Clementino
Rede Publica 8

Coelho

Instituto Federal do Sertdo Pernambucana Rede Publica 1
Colégio Diocesano Dom Bosco Rede Privada 1
Colégio GEO Juazeiro Rede Privada 6
Colégio GEO Petrolina Rede Privada 6

Total de instituicoes 8 35
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3.2.2 Certificado de participagao

Para o recebimento do certificado de conclusdo do curso, mostrado no
Apéndice A, foram feitas as seguintes exigéncias, segundo critérios definidos pelo
Professor Orientador do curso: ter no maximo duas faltas justificadas, nao faltar a

avaliacao final do curso e responder ao questionario final.

Devido ao ndo cumprimento dessas exigéncias e a outros fatores listados
abaixo, apenas 35 alunos receberam o certificado. Dentre os fatores que

contribuiram para a eliminagao de 15 alunos, podem-se citar:

¢ Incompatibilidade de horarios: alguns alunos assistiram as primeiras aulas, mas
suas escolas comecaram a marcar avaliagdes e aulas de revisbes para o
vestibular aos sabados, o que impossibilitou o comparecimento dos mesmos e
a permanéncia no curso. A incidéncia desse fato se deu tanto com alunos

selecionados nas escolas publicas quanto nas escolas privadas.

e Ter residéncia fixa em cidades vizinhas: alguns desses alunos desistiram do
curso proximo a avaliagao final ocorrida no dia 07/12, pois residem em cidades
vizinhas a Petrolina, sdo custeados pelos pais e como passaram de ano por
média, viajaram para desfrutar das festas de final de ano na companhia de
seus entes queridos. A incidéncia desse fato se deu exclusivamente com

alguns alunos de escolas privadas.

e Viagem para prestar vestibular em centros distantes: alguns alunos que
estavam cursando 3° ano do Ensino Médio tiveram que desistir do curso por
prestarem vestibular em Salvador, Recife, Aracaju, Juazeiro do Norte, Teresina
e em outras cidades mais distantes, exatamente nos sabados préximos ao final

do curso. Isso ocorreu com alunos de escolas publicas e privadas.

e Desinteresse: apenas dois alunos desistentes deram sinais de desinteresse
pela disciplina ou pela aula do professor ou desistiram do curso por problemas

pessoais nao relatados pelos mesmos.
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Quadro 5. Distribuigédo e assiduidade dos alunos em ordem numérico-alfabética.

ALUNO ESCOLA ASSIDUIDADE
Aluno 01 | Colégio GEO Petrolina 100%
Aluno 02 | Colégio da Policia Militar — PE 90%
Aluno 03 | Colégio da Policia Militar — PE 100%
Aluno 04 | Escola de Aplicagao 90%
Aluno 05 | Colégio Diocesano Dom Bosco 80%
Aluno 06 | EREM Clementino Coelho 100%
Aluno 07 | Colégio GEO Petrolina 100%
Aluno 08 | EREM Clementino Coelho 90%
Aluno 09 | Escola de Aplicagao 100%
Aluno 10 | EREM Clementino Coelho 100%
Aluno 11 | Colégio GEO Juazeiro 100%
Aluno 12 | Colégio da Policia Militar — PE 80%
Aluno 13 | Colégio GEO Petrolina 80%
Aluno 14 | Colégio GEO Juazeiro 90%
Aluno 15 | EREM Clementino Coelho 100%
Aluno 16 | Escola de Aplicagao 100%
Aluno 17 | EREM Clementino Coelho 100%
Aluno 18 | Escola Marechal Anténio Alves Filho 80%
Aluno 19 | Colégio GEO Juazeiro 80%
Aluno 20 | Colégio GEO Petrolina 90%
Aluno 21 | EREM Clementino Coelho 90%
Aluno 22 | Colégio GEO Juazeiro 75%
Aluno 23 | Escola Marechal Anténio Alves Filho 90%
Aluno 24 | Colégio GEO Petrolina 100%
Aluno 25 | Colégio GEO Petrolina 90%
Aluno 26 | Escola de Aplicagao 80%
Aluno 27 | Escola Marechal Anténio Alves Filho 80%
Aluno 28 | Escola de Aplicagao 80%
Aluno 29 | Colégio GEO Juazeiro 100%
Aluno 30 | EREM Clementino Coelho 100%
Aluno 31 | Instituto Federal do Sertdo 100%
Aluno 32 | Escola Marechal Anténio Alves Filho 80%
Aluno 33 | EREM Clementino Coelho 100%
Aluno 34 | Colégio GEO Juazeiro 100%
Aluno 35 | Colégio da Policia Militar — PE 100%

Diante do exposto, no quadro 5, pode-se perceber que o publico escolhido teve
uma otima assiduidade, com média de 92% de assiduidade, o que ajudou a
comprovar uma participacdo efetiva dos alunos no curso, algo que podera ser
observado no proximo topico mediante uma analise criteriosa de todos os resultados
obtidos.
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3.3. MATERIAL UTILIZADO

O curso teve uma carga horaria de 30 horas-aula. Nessas aulas usaram-se o
quadro branco e pincéis de cores distintas para as aulas expositivas; listas com
teorias e exercicios, mostradas no apéndice |; Datashow e Notebook, com o

GeoGebra instalado.

3.4 INSTRUMENTO DA PESQUISA

No final do curso de extensédo, aplicou-se um questionario, contendo 10 (dez)
questdes para os 35 alunos que compuseram o grupo de estudos. Como ja se
conhecia o perfil de cada candidato quanto ao género, escolaridade e escola de
origem, iniciou-se o questionario (APENDICE E) com trés perguntas inerentes a
relacdo dos alunos com a disciplina de Matematica e sua importancia. Em seguida,
elaboraram-se perguntas relativas as formas de se melhorar o ensino da
Matematica. Apos isso, vieram perguntas relativas ao conteudo programatico do
curso, sobre a relevancia do ensino do Calculo Diferencial no Ensino Médio e, por

fim, como os alunos avaliaram a experiéncia vivida no curso.
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CAPITULO 4

4. ANALISE DOS RESULTADOS

4.1 RESULTADOS DA AVALIACAO

A nota de avaliagdo nao foi determinante para o recebimento do certificado de
participacdo no curso, mas o aluno foi avaliado por dois critérios: participagao -
quanto a entrega de atividades propostas no ambiente da sala de aula, com
pontuacdo maxima de 1,5 pontos; e nota de avaliacao final — tendo sido realizada
uma prova cuja pontuagdo maxima foi de 8,5 pontos. O Quadro 6 fornece a
distribuicao de frequéncia das meédias obtidas pelos alunos apds as avaliagdes.

Quadro 6. Frequéncia das médias dos alunos do curso.

Nota Frequéncia | Frequéncia Relativa
2+——3 1 2,86%
3—4 5 14,28%
4—5 0 0,00%
5——6 7 20,00%
6—7 8 22,86%
7+——8 1 2,86%
8——9 4 11,43%

9 ——10 9 25,71%

Seguiu-se 0 mesmo critério adotado pela UNIVASF nos seus cursos de
graduagado e pos-graduagado, onde o aluno deve obter uma média final igual ou
superior a 5,0 para obter aprovacdo numa determinada disciplina. Apds a correcao e
célculo das médias obtidas, pode-se afirmar que 82.86% dos alunos conseguiram

aproveitamento satisfatorio, sendo que 40% obtiveram nota igual ou superior a 7,0.

No Apéndice B, tem-se a avaliacdo escrita a qual cada aluno participante foi
submetido, composta de 7 questdes, perfazendo um total de 14 itens. Cabe ressaltar
que se abordaram os topicos mais importantes estudados no curso relativos ao

Calculo Diferencial, trabalhados no ambiente de sala de aula.

Nos quatorze itens abordados na avaliacdo, o professor orientador procurou

evidenciar questdes de quatro niveis distintos, ao se levar em consideragéo o nivel
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de escolaridade e maturidade dos alunos envolvidos no processo. Essa distribuicao

se apresenta n

o quadro 7 e foi classificada antes da ocorréncia da avaliacao escrita

como: muito facil, facil, médio e dificil.

Quadro 7. Distribuicdo das questdes de acordo com o nivel de dificuldade.

Classificagao
Muito facil

1-a|1b|1c|2|3a|3b|4|5a|5b|5c|6-a|6-b

Facil

7-a | 7-b
X X

X X

Médio

Dificil

Ao se corrigir a avaliagdo escrita de cada aluno, pdde-se organizar os

resultados e esboga-los na figura 18, o que possibilitou uma analise mais detalhada

dos mesmos. Vale salientar que, se o aluno deixou uma questdao em branco, essa
questao entrou para a estatistica como questao errada.

B n2 de alunos que acertaram W n2 de alunos que erraram
35
34
29
28
27 27
26 26
23 23
22
21
19
18
17
16
14
13
12 12
9 9
8 8
7
6
1
0
l-a 1-b 1-c 2 3-a  3-b 4 5a 5b 5c¢ 6-a 6-b 7-a 7-b

Figura 18: Numero de erros e acertos por questao da avaliagao.

ApoOs a corregédo das avaliagbes e a catalogagédo dos resultados, observou-se

que nao houve muita surpresa ao se compararem os resultados obtidos pelos alunos
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com a classificacao inicial das questdes por parte do professor, visto que os
resultados mostraram que os alunos ndo obtiveram resultados muito diferentes do
esperado. Apenas a questao 5-c, mostrada pela figura 19 mediante a solugdo dada
pelo aluno 15, da Escola de Referéncia em Ensino Médio Clementino Coelho,
apresentou um nivel de dificuldade diferente do esperado pelo professor e
apresentou um numero elevado de erros, sobretudo, chegando a ser classificada

pela maioria dos alunos como uma questao dificil.

Talvez esse fato tenha ocorrido pela exiguidade de tempo em trabalhar com
mais énfase a regra da derivada do quociente, sobretudo porque o professor
ministrador ja havia observado uma 6étima disposicdo dos alunos em realizar as

atividades propostas em sala.

Figura 19: Solugao incorreta para a questao 5-c pelo aluno 15.

Ainda sobre a questao 5-c, pode-se notar que a maioria dos alunos que errou
tal questdo, cometeu equivocos de manipulagéo, ou seja, ndo foi dada a devida
atencao no instante das aplicagdes das operagdes basicas, tais como: ndo esquecer
os parénteses; aplicar corretamente a propriedade distributiva da multiplicagdo em
relagdo a adigdo; subtrair, somar ou multiplicar corretamente polinbmios

semelhantes. Esses detalhes contribuiram para que houvesse um nimero maior de
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alunos que erraram, quando comparado ao numero de alunos que acertaram a
questao.

Na sequéncia, serdo destacadas outras observacgdes importantes referentes
aos resultados dos alunos na avaliagao escrita.

Na figura 20, pode-se observar as solugdes corretas do aluno 1 do Colégio
GEO Petrolina, para as questbes 5-a, 5-b e 5-c, tendo o0 mesmo mostrado habilidade
em aplicar todas as operagbes basicas, além de conhecer bem as regras das
derivadas.

,

p
Figura 20: Solugdo das questdes 5-a, 5-b e 5-c pelo aluno 01 do curso.
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Destaca-se, também, que as questdes 1-a e 2 foram confirmadas por todos os
alunos como extremamente faceis. Observa-se, na figura 18, que nenhum dos 35
alunos avaliados errou a questédo 2 e apenas 1 aluno errou a questao 1-a.

A questdo 1-a foi corretamente desenvolvida pelo aluno 08 da Escola de

Referéncia em Ensino Médio Clementino Coelho, o que pode ser visto na figura 21.

Figura 21: Solugdo da questao 1-a pelo aluno 08.

Na figura 22, tem-se a solugdo da questdo 2 pelo aluno 08 da Escola de

Referéncia em Ensino Médio Clementino Coelho.

Figura 22: Solugdo da questao 2 pelo aluno 20.

E interessante relatar também que todos os alunos, que compreenderam a
definicdo de derivada de uma fungdo, conseguiram desenvolver corretamente a
questao 4, ou seja, ndo houve erro de calculos quando da aplicagao da definigdo. O
aluno que nao entendeu a definicdo ou o que se pedia no enunciado, nem sequer

comecgou a desenvolvé-la, deixando-a em branco. Isso ocorreu com sete alunos da
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turma. Na figura 23, tem-se a solugdo do aluno 31, do Instituto Federal do Sertéo,

para essa questao.

Figura 23: Solugao correta da questao 4 pelo aluno 31.

Com relagdo a cobranga de alguns limites fundamentais, representados nas
questdes 3-a e 3-b, e classificadas pelo professor como questdes de nivel médio, os
erros mais frequentes resultaram da falta de habilidade de alguns alunos em
manipularem poténcias ou simplesmente por ndo se lembrarem de como aplicar o
limite fundamental, fato que motivou seis dos 14 alunos que erraram tal questao a
deixa-la em branco. Na figura 24, observa-se uma solugédo incorreta para tal
questao, pelo aluno 21, da Escola de Referéncia em Ensino Médio Clementino
Coelho.

..

Figura 24: Solugao incorreta do aluno 21 para a questéo 3-a.

Com relagdo a questdo 3-b, ao manipularem a fragcdo, que deveria ser

sen 5x

3 , alguns alunos cometeram erros do tipo
X

multiplicada pela expressao

mostrado na figura 25, pelo aluno 24 do Colégio GEO Petrolina. Nela, observa-se

que o aluno alterou o argumento (5x), usando uma operagao impossivel de ser
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realizada, mesmo tendo ele achado que chegara a solugao correta, apés comparar a

sua resposta com a de um colega que nao cometera tal absurdo.

Figura 25: Exemplo de erro cometido pelo aluno 24 e repetido por outros alunos.

Na figura 26, tem-se uma solugdo correta do aluno 29, do Colégio GEO

Juazeiro, para as questdes 3-a e 3-b.

X

Figura 26: Solugao correta das questbes 3-a e 3-b pelo aluno 29.

Agora, podem-se ver as solugdes corretas das questdes 6-a e 6-b por meio da
figura 27 pelo aluno 21, da Escola de Referéncia em Ensino Médio Clementino
Coelho. Essa questao reproduz uma situagdo comum na Fisica do 1° ano, ocasiao
em que o professor péde resolvé-la sem usar derivadas, apesar de a solugdo se
tornar um pouco mais trabalhosa; logo, € importante que ele aproveite 0 momento

para introduzir a ideia de derivadas.
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~
.

(ZJN N a)

Figura 27: Solugdo correta do aluno 21 para as questdes 6-a e 6-b.

As questdes 7-a e 7-b, classificadas pelo professor ministrante como as mais
dificeis da avaliagdo, fazem referéncia a uma situagdo clara de modelagem
matematica, pois exigem do aluno uma andlise detalhada e uma solugéo
organizada. Aqui, as dificuldades do aluno aumentaram devido a sua pouca
familiaridade em resolver questdes contextualizadas, e sobre os topicos abordados
nessas questdes, notou-se a necessidade de o professor exercitar mais situacdes
em sala de aula. Dezenove alunos ndo conseguiram desenvolver sequer uma das
duas questdes, enquanto que dezesseis deles resolveram apenas a questdo 7-a e
nove outros acertaram as duas, mas nenhum deles acertou apenas a questao 7-b.
Na figura 28, tem-se uma o6tima solugdo para essas questdes pelo aluno 01, do
Colégio GEO Petrolina.
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Figura 28: Solu¢do do aluno 01 para as questdes 7-a e 7-b.

Em se tratando de um curso de pouca duracdo, observou-se que os alunos
tiveram uma otima experiéncia e um bom aproveitamento, conforme pode
ser evidenciado também pelo comentario de um dos participantes do
Curso de extensao na pagina do facebook da turma:

https://www.facebook.com/groups/1427905767436202/; que pode ser visualizado no

apéndice D.
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4.2. ANALISE DE DADOS OBTIDOS NA APLICACAO DO QUESTIONARIO

As respostas foram devidamente separadas e foi delineado um percentual de
cada resposta. Assim, com base nesses percentuais, pode-se ter uma visdo geral do
grau de satisfacdo e/ou insatisfagdo no ambito da aprendizagem dos alunos do

curso.

Nesta pesquisa, tentou-se levantar questdes que caminhassem junto com o
cotidiano, trabalharam-se as caracteristicas do saber ensinar e ndo somente do

transferir conhecimento, indo ao encontro do pensamento de Freire (1996, p.52):

Saber que ensinar nao é transferir conhecimento, mas criar as
possibilidades para sua prépria produgdo ou a sua construgdo. Quando
entro em uma sala de aula devo estar sendo um ser aberto a indagacgoes, a
curiosidade, as perguntas dos alunos, a suas inibigdes; um ser critico e
inquiridor, inquieto em face da tarefa que tenho — a de ensinar e nao a de
transferir conhecimento.

Assim, nas duas primeiras perguntas do questionario, todos os 35 alunos
conseguiram perceber alguma importadncia da Matematica no seu dia a dia e
acharam que a Matematica pode contribuir de forma real na sua formacgao

profissional e/ou pessoal.

Houve também unanimidade quanto as perguntas 06 e 07 do questionario,
relativas ao fato de todos terem considerado importante o contato com as nocodes de
Calculo antes de adentrarem a universidade, e a experiéncia positiva de terem

participado do grupo de estudos.

Com relagao a questéo 03, sobre as dificuldades enfrentadas na aprendizagem

da Matematica, a figura 29 mostra os percentuais relativos as respostas dos alunos.
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Matematica

6% 6%

71%

Fatores que dificultam a aprendizagem da

B A abstracdo da matematica
dificulta a aprendizagem

B A falta de dedicagdo pela pouca
base que tenho

A quantidade de aulas de
matematica é insuficiente

H Tenho professores pouco
qualificados

Figura 29: Resposta dos alunos a questao 03 do questionario.

Ja com relagdo ao método utilizado que melhor facilitaria a compreensao da

Matematica, as respostas dos alunos estao evidenciadas pela figura 30.

da matematica

Métodos que ajudariam no entendimento

H Mais exercicios repetitivos para
assimilacao

B O auxilio de jogos matematicos

Exercicios com aplicagdes no
cotidiano

M O auxilio de softwares
matematicos

Figura 30: Respostas dos alunos a questao 04 do questionario.

Percebe-se que a maioria dos alunos ndo tem contato algum com softwares e

jogos matematicos e, ainda, estdo muito ligados aos meétodos tradicionais de

aprendizagem, os quais o professor sozinho & capaz de motiva-lo ao aprendizado.

Isso, provavelmente, deve-se ao fato de as escolas da regido nao oferecerem

melhores condi¢cdes para o aprendizado, tais como laboratérios de Matematica e de

Informatica, da pouca condi¢cédo social da maioria dos alunos, além da constatacéo

da superlotagdo de algumas salas de aula, algumas delas chegando a ultrapassar
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60 alunos, o que contraria as convencodes de trabalho dos estados da Bahia, que
limita o numero de alunos em 40; e do Pernambuco, que limita em 50 alunos a

guantidade de alunos por sala de aula, no Ensino Médio.

A questao 05 verificou o contato que o aluno tivera sobre as nog¢des de limites
e derivadas. Todos disseram que nunca tiveram aula sobre esses assuntos, dentre
eles, apenas 20% desses disseram ter lido algo relativo a esses topicos, enquanto
80% néo tinham nogao alguma do que se tratava. Esse fato € deveras preocupante,
o que enfatiza, ainda mais, a necessidade da discussdo urgente sobre a insergéo

desses topicos no Ensino Médio.

Um indicativo de que essa necessidade é latente foi a resposta dos alunos a
questdo 08, quando todos os participantes do curso conseguiram perceber a
necessidade de se incluir as nog¢des de limites e derivadas como conteudo
programatico de Matematica a partir do 2° ano do Ensino Médio, sendo que apenas

8,5% desses restringiram essa inclusao apenas ao 3° ano do ensino médio.

Com relagdo a questdo 09, quanto a avaliagdo dos conceitos estudados no
curso, as respostas estéo representadas na figura 31.

Quanto a importancia dos conteudos
estudados

6% 3%0% M Valeu apenas pelo certificado

v

B N3o acrescentaram em nada

Importantes na compreensdo de
muitos assuntos estudados nas
exatas

B Importantes, mas de pouca
aplicagdo no cotidiano

Figura 31: Respostas dos alunos a questao 09 do questionario.

A satisfagdo dos alunos foi bastante evidenciada quando analisadas as
respostas da questdo 10, onde se percebeu que todos os alunos julgaram o curso
como bom ou excelente, sendo que destes, proximo de 86% julgaram o curso

excelente.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Os estudantes, mesmo sem ter efetivo conhecimento sobre o que iriam fazer
nos encontros, demonstraram desde o inicio muito entusiasmo por terem sido
selecionados para o curso. A cada encontro, a expectativa dos estudantes
aumentava, visto que esses alunos gostam das disciplinas da area de exatas e

mostraram grande interesse pela disciplina lecionada.

Ao conheceram o principal objetivo do curso, apresentaram um bom
desenvolvimento naqueles encontros presenciais: eles, juntos, constituiram uma
amostra de alunos de 2° e 3° anos do Ensino Médio, que resolveram, com
orientagdo do professor, roteiros de atividades intuitivas de calculo, baseadas na
exploragdo de fungbes com auxilio da tecnologia. Pode-se observar esse fato a
partir do momento em que se fez uso do aplicativo GeoGebra, que auxiliou de forma
consideravel na compreensao da disciplina pelo grupo de alunos que participou do

projeto descrito neste estudo.

As caracteristicas do GeoGebra potencializaram a constituicido de cenarios
para investigacdo, nos quais o aluno foi capaz de experimentar situagdes em um
processo dindmico. Entende-se que as atividades e tarefas propostas na pesquisa
constituiram situagdes que possibilitaram e estimularam a investigacdo e o
questionamento, convidando os alunos a descobrirem, formularem questdes,

procurarem respostas, levantarem e verificarem conjecturas.

Dessa forma, na sequéncia deste trabalho, foi analisado o entendimento, por
parte desses estudantes, dos conceitos intuitivos de limites e derivadas. Como foi
destacado anteriormente, esses sdo os conteudos fundamentais ao entendimento
das ideias basicas do Calculo Diferencial, uma disciplina integrante do curriculo do
Ensino Superior nos cursos relacionados, principalmente, com as ciéncias exatas e

suas tecnologias.

E importante ressaltar que a volta do ensino do Calculo pode possibilitar aos
alunos do Ensino Médio um aprendizado de forma amena de conceitos importantes.
Dessa forma, o objetivo da pesquisa foi alcangado, tendo em vista que foi mostrado
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que os assuntos de limites e derivadas podem ser abordados no Ensino Médio,
desde que o professor use alternativas adequadas e interessantes de aborda-los,
pois esses topicos sdao importantes, principalmente para os alunos que pretendem

fazer um curso na area das Ciéncias Exatas.

E notéria a necessidade de uma articulagdo da Matematica do Ensino Médio
com os temas atuais da ciéncia e da tecnologia, e € nesse viés que se direciona esta
pesquisa, pois a ideia é facilitar a compreensao de conceitos importantes, que aliam

a Matematica a outras ciéncias.

Apesar de o Brasil ser um pais multicultural, com diferentes realidades
regionais, € possivel se introduzirem as nog¢des de Calculo no Ensino Médio,
cabendo ao professor ministrante a sensibilidade da necessidade ou ndo de um
aprofundamento desses conceitos. Analisando os estudos realizados sobre o tema e
descritos nesta pesquisa, percebeu-se que cada autor trabalhou a realidade de seus
alunos-alvo. Essa diversidade foi levada em consideragao, pois, de acordo com a
regido de atuagdo desse autor, os topicos seguiram uma linha mais ou menos

rigorosa.

Portanto, € salutar que, com maior ou menor profundidade, independentemente
de se ter ou ndo um laboratério para experimentagdo, de se usar ou nao softwares
ou jogos matematicos, se o professor tiver uma boa formagdo matematica e
dedicacdo, com um minimo de estrutura, ele tera condi¢gdes de passar ao discente

as nogdes necessarias ao bom entendimento do Calculo.
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APENDICES

APENDICE A - Certificado de participacdo no curso de extensdo

Nocgoes de Calculo para o Ensino Médio
Certificamos que o(a) aluno(a),
NOME DO ALUNO
Do Colégio , participou do curso de extensdo Nogbes de Cdlculo para o Ensino Médio,
ministrado pelo professor Carlos Cley Evangelista Ladislau e coordenado pelo professor Severino Cirino de
Lima Neto, realizado na Universidade Federal do Vale do S3o Francisco — UNIVASF, Campus Petrolina.

Carga horéria: 30 h/a

Petrolina-PE, 16 de dezembro de 2013.

Severino Cirino de Lima Neto
Coordenador Académico do PROFMAT/UNIVASF

sie Co Proex
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APENDICE B - Avaliagao escrita do curso Nogdes de Calculo no Ensino Médio.

MINISTERIO DA EDUCACAD
FUNDACAD UNWERSIDADE FEDERAL DO VALE DO SA0 FRANCISCO — UNIVASF
PRO-REITORIA DE ENSING — PROEN
DEFARTAMENTO DE REGISTRO E CONTROLE ACADEMICO — DRCA

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIOMAL - PROFMAT m

AVALIAGAO DO CURSO “"NOGCOES DE CALCULO PARA O ENSINO MEDIO"
TEMA DA AVALIAGAO: NOGOES DE LIMITES E DERIVADAS

PROFESSOR: Carlos Cley Evangelista Ladislau Data:___/ !
ALUND: Valor: £,5 Nota:
01. Determine os seguintes limites: (1.5)
) w16 ) I o [x2-1)
a) ;IcII:.n—q [x+4] b} I_I,!“],[}' w2t +1) E}I:Tu i“‘l,
02. O valor de k para que Ii_}m1 (=¥ +2k) =10, &: {0,5)
N
A)1 B) S c)3 D) 2 E) O
03. Calcule os limites: {0.5)
Fi's sen 5x
a) tm_ (1] b) oy, (5]

04. Dada a funcdo real fix) = ¥* — 5x + 6, determine, caso exista, a derivada de f utilizando a
definicSo. (0,5)

05. Ache a derivada y" em cada caso: (1.5)

comx £ 0

a)y = 52 b) y - (257 -1).(3x5 + 4x) o fn=l=2H) ‘:"3“3

06. (1 ponto cada item) Uma bola desce um plano inclinado de modo que a distdnda {em cm) que
ela percorre em t segundos € dada por s(t) = 2t + 38 + 4 para 0 = t = 3 (figura abaixo).  (2.0)

a) Determine a velocidade da bola em t = 2.
b) Em que instante a velocidade & 30 cm/s?

07. (1 ponto cada item) Um reservatorio sem tampa, de base quadrada, deve ser construido de
forma que o seu volume seja de 800 m’. O material da base vai custar R$ 160,00 por m* e o
material dos lados R$ 100,00 por m’. (2.0)

a) Determine as dimensées da caixa de modo que o custo do material seja minime.
b) Qual & esse custo? Utilize duas casas decimais com armredondamenta.

Av. José de 54 Manigoba, s/n, Centro, CEP: 56304-917, Petrolina-PE, CNPJ: 05.440725/0001-14
Telefone: (87) 3862-9319 f Fax: (87) 3862-5013. Site: www.univasf.edu.br.
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APENDICE C - Pagina do grupo para duvidas e discussées sobre o curso

Calculo no Ensino Médio

Clube Internacional do

Carlos Cley B Recife - Of...
23 de novembro d 13 Empresa
Daqui a pouco, as 8h, entraremos no mundo das derivadas e Curtir

N&o faltem!

N Deltaexpresso Coffee
Curtir - Comentar - Compartilhar b: Convenience S..

e ~ Café
Y Clarinha Mendes curtiu isso. + Visualizado por 63
Escr il Curtir
y
PESSOAS QUE VOCE TALVEZC... Ver todas
Emanuel Patrick carregou um arquivo Andréa Dias
1€ novembro de 2013 b: 4 amigos em com
" ;5
Ola, Pessoal!
A pedido de alguns alunos, escrevi as solucdes da questio 7 da lista das . Samara Mikaella (Sam)
aulas 14 a 17 do professor Carlos Cley. Da forma alguma essas solucdes lps | 23mig neom
s&0 uma verdade encerrada em si, € por iSSo quero que vejam se 2+
concordam com elas. E sempre legal também tentar resolver o exercicio e P
recorrer somente a essas solucdes apos varias tentativas B | 15amig .
n 5

Grande abraco! 2

Solugdes (questdo 7) - Lista das aulas 14 a 17.pdf
D Formato de documento portatil

Baixar | Visualizar = Carreqar revisao

APENDICE D - Depoimento de aluno apés ser aprovado na disciplina Calculo |,
no curso de Engenharia Mecanica da UNIVASF.

[Ed Célculo no Ensino Médio  x

€« C A 8 https)//www.facebook.com/groups/1427905767436202, e [

7§ Carlos  Pagina inicial

ey

(&) Feed de Noticias - E s ¢ H lakira Ferreira

w b
(& Mensagens - )

Tarcila Ferreira m

& Fotos b 2 m 0
e MAIS AMIGOS
@ Matematica de Gauss
+ Criar Pagina Editar

¥l Feed de Paginas 20+
[ Curtir Paginas

[ criar Andncio Calculo no Ensino Médio Membros Eventos Fotos Arquivos © Notificagdes = + Criargrupo | %  Q
GRUPOS
{3 calculo no Ensino M... Publicar  [Z] FotoVideo [ Perguntar Arquivo SOBRE 81m
@i 3'RA02010-GEOP... N A @ Grupo piiblico &
| . 0 que as pessoas devem publicar nesse a
@ PRE-MED GEO 2014 A g)
. grupo’

° o
D'I Sl . Adicionar uma ﬂESCI|§‘30 A
[ Kefir Brasil 6 silvanildo Macario [.\*
B 4 81 membros - Convidar por e-mail
L] Grupo de Estudo ... 20+ [
(i) SOU SOLIDARIO.... 20+ Ola pessoal, vim aqui s6 para agradecer a possibilidade que eu tive de +Ad r pessoas ao
© PEBADOCARTO. 20-  Participar do curso de "nogGes de calculo no ensino médio” e que foi de Qual é 0 assunto deste grupo?

grande importancia, pois com a ajuda dele eu pude obter um bom Definir marcagdes

W TazMania 20+

rendimento em célculo |. Eu estou fazendo Eng. Mecanica na UNIVASF e
@ Professor Bréulio ... 20+ tive média de 8.77 (1- 10.00, 2- 9.30, 3- 7.00) em Calculo |, ministrado

& Geo Pré-Medicina pelo professor Felipe Wergete n silene Pires v x
Entéo € isso ai. Viw.

SOL

AGOES (1)

& Gerenciar seus grupos

Descurtir - Comentar - Compartilhar

¥ Criar grupo s

POR 21:10
PTB2 ' 20/08/2014

Ricardo Penalva
 Josi Brandao e outros 9 amigos

& Encontrar novos grupos % Vocg, Felipe Pergentino, Rafael Neponuceno e outras 2 + Visualizado por 7
pessoas curtiram isso.




APENDICE E - Questionario avaliativo do curso

QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS QUE PARTICIPARAM DO CURSO “NOCOES DE CALCULO PARA O
ENSINO MEDIO”

01. Vocé percebe alguma importancia da Matematica no dia a dia?

( )sim
( )ndo
( )asvezes

02. Vocéacha que a Matematica pode contribuir de forma real na sua formacio profissional e/ou pessoal?

( )sm
( )ndo

03. Qual a sua maior dificuldade na aprendizagem da Matematica?

) a Matematica é muito abstrata e isso dificulta a aprendizagem.

) a pouca base que tenho me desestimula a estudar, nio me dedico o bastante.
) a quantidade de aulas de Matematica que tenho na escola ¢ insuficiente.

) tenho professores pouco qualificados e(ou) estimulados.

(
(
(
(

04. Qual método vocé acha que te ajudaria a entender melhor a Matematica?

() exercicios repetitivos para uma melhor assimilagdo
( )exercicios com o auxilio de jogos matematicos

( )exercicios de aplicagdo no dia a dia

() exercicios com o auxilio de softwares matematicos

05. Antes do curso vocé tinha alguma nogio sobre limites e derivadas?

( )sim
( )ndo
(' )jahavialido sobre essesassuntos

06. Vocé acha importante ter no¢des de Calculo antes de adentrar a universidade?

( )sm
( )ndo

07. Vocégostou de participar desse grupo de estudos, ou seja, conhecer os conceitos basicos de limites e derivadas?

( )sim
( )ndo

08. Vocé acha que esses conceitos podem ser ensinados na escola, inclusos no conteiido programatico de M atematica a
partir do 2° ano do ensino médio?

( )sm

( )nio

() sim, desde o 1° ano

() so no terceiro ano do ensino médio

09. Como vocé avaliaria esses conceitos estudados?

() valeu apenas pelo certificado de participagdo no curso

() pouco importantes, ndo acrescentam em nada

() importantes para a compreensao de muitos assuntos estudados nas exatas.
() importantes, mas de pouca aplicabilidade no cotidiano

10. Como vocé avalia o curso?

) excelente
) bom

) regular

) ruim

) péssimo

AN A
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APENDICE F - Apresentacio do poster sobre o curso de extensdo na Oficina
SBM do Ensino Basico em Juazeiro-BA, realizada de 18 a 20/11/2013.

N NOLOES DE !ﬁ’ :
F N ensing

= s
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APENDICE G - Imagens do momento final da aula inaugural do curso “Nogdes
de Calculo para o Ensino Médio”, dia 28/09/2013.




APENDICE H - Cronograma do curso
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TOPICOS DE MATEMATICA Chaigo ca Disciping: MASO

TCC: NOCOESDE CALCULO PARA O ENSINO MEDIO -
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Turma: 2012.1

PRAOFESSOAMINSTRANTE: Caros Gioy Evangaiista Ladisiau
QORIENTADORA: Dra. Lucilla Batista Dantas Paraira

[ LOQRISTa DO Dr, Sevaning Qoo 49 Lima Neto
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proowtos notdvels, toragdo, solugdo ce uma eguacdo

L 2 4
1 2° grau completando Quaarases, cominio ce fungles 22/09
resis.
Noglo Imtuiva Ce Iimie através progressdes geométricas
2¢ (séries convergamtes), cefiniclo, ImRre de uma funcdo @ 05/10
1° grau, o= uma fungdo constame.
3¢ FERIADD - Usta oe exarcicios para casz? 12/10
e Umies iaterais & Imies InfinRos - exercicios 19/10
S (ENEM) ATNVICEOE DO"d Ca3d - ISt Ce exercicios 25710

Propriazaces 005 IimRzes, 3 Inceterminacdo oo o0 S, e
ze e 02711

Imne ca funcdo Donomial DA X tAnZAnd) A~ e e @,

7e

Cominuicade e exercicios gerals s0bre Iimies. 09/11
ze Introcucdo 30 estuco Sa cerivada e uma funglo: 1811
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APENDICE | — Parte do material didatico usado no curso

NOCOES DE CALCULO PARA O ENSINO MEDIO - PROFESSOR CARLOS CLEY

AULAS 01 a 06: REVISANDO CONCEITOS
ATIVIDADE AVALIATIVA

01. Fatore as expressdes:

8) 2¢ - 4x + 3xy - 6y
b)(3x+S)(x-2)+(3x05)’
c)27x *

d) 27 - 8Ba

e) 9 - 25
N3x+4F-(x~-1)

Q) +6x+9

h)x +7x+ 12
Hoi-4ab-21

) ¥ = 15y° + Séy

02. Simplifique as expressdes:

x#l
x- l

x-l
x#l

Ly

x+y

8) —

®) -y _
x=y

o 22¥3 _2-43

e

d) J'FS-JTF

D+

o EE-TT

32
L .3=bl [ _a-b
0[".-5]'{‘ a-b]
03. Determine o© valor da expressio

O = y*).(x +yF . _
T+l s Dy oy PPO X dey= 5.

. 3
04. Se x+2 =3, o valor de x’oll] é
x x|

D)6
E)2

A) 27
8)18
Q9

05. Resolva a3 equagles do 2° grau, em R,
uSando © Método “completar quadrados”:

8) X ~-Sx+6=0

)X -x-2=0

)X -x=-20=0

X +3x+2=0

e) X +2x+5=0

06. D& o dominio de cada fungBo:

8)f(x) =3x+7

Ix=-2
x

8
) '(')':os
3
- 4x
X -7x+10
2x+7

d) f(x)= s

e) fix)=

M) f{x) mf=x"+2x+1

e) V.J;-‘z ‘Jl’"l
o o0 =
Olha o desafiol

07. Determine o

1 1 + 1 PP 1
XOJZ 72033 JJ#J‘ EOJ;OOO

valor da soma

Mais um desafio!

XL
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NOGCOES DE CALCULO PARA O ENSINO MEDIO - PROFESSOR CARLOS CLEY

AULAS 07 a 09
Nocédo intuitiva de Limite

Ao estudar as progressdes
geométricas, vocé teve O primeiro contato
com a nogao de limite. Por exemplo:

a) Qual o comportamento da sequéncia
1111 1 n e N*, quando n

El zl El Ra ey ?'-..,
cresce indefinidamente, tendendo ao infinito?

b) Qual o valor do limite da soma dos termos
da PG acima?

¢) Que nome se d3 a esse tipo de série ou
sequéndia?

Podemos também usar as fungdes
para entendermos o conceito de limite. Por
exemplo:

a) Dada a fungdo realf(x) - , qual o

dominio de f?

2x° - 4x
x=2

b) Simplificando a expressio que define a
2x? - 4x
x-

fungdo fraciondria f(x)= , obtemos

que fungdo?

c) Faga o grafico da fungdo obtida:

Y

d) Construa a tabela abaixo, onde f(x) é a
fungao obtida no item anterior:

X y=Hx)
2,59
2,959
2,9599
2,99939
3,01
3,001
3,0001
3,00001

e) A que valor tende o resultado de y=f(x)?

Conclus3o:

Definicdo de Limite

Sejam f uma funcdo real de variavel
real e a = R, Dizemos que o limite de f(x),
para x tendendo 2 a, € b e R, & escrevemos

lim f{x)=b

-

Se a toda possivel sequénda de valores de x,
pertencentes ao dominio da fungdo,
tendendo para a (mas diferentes de a)
corresponde uma sequéncia de valores de
f(x) tendendo para b.



NOGOES DE CALCULO PARA O ENSINO MEDIO - PROFESSOR CARLOS CLEY

Exercicio 01 Determine o valor de a nos
seguintes casos:

a)

Unicidade do limite

Uma fungdo n3o pode tender a dois
limites ao mesmo tempo, ou seja, se o limite
de uma fungdo existir, ele sera unico.

Se l.lr_t:‘f(x)-l.,e Iml(x)-Lz, entao |, =L,

Observe o grafico abaixo:
o

N

Note que, quando os valores de x
aproximam de 2 (tendem a 2) pela esqu
os valores de y se aproximam de 1.
quando os valores de x tendem a 2
direita os valores de y tendem a 3. Portan
dizemos que o limite da fungdo no ponto de
abscissa 2 n3o existe, visto que o limite tem
qQue ser Unico.

A

8

Limite de uma funcdo constante

O grifico de uma fungdo constante
fc(;:)=k,keR.éumamparalelaaoeixo

Exemplo
Ay
L fx) = k
0 2 x

Note que para ¥ a = R, temos:

lim f(x) = lim k =k
3 .2 X -3

Limite de uma funcéo do 1° grau

A fungdo dol? grau € representada
graficamente por uma reta n3o parzalela aos
eixos coordenados. Veja o o!

oL

f(x) »mx +n
Ko)/

//

v a = R, temos:

e L

|!T‘(mx +n)=fa)=ma+b

Exercicio 02 Determine os limites:
a) lim 30

x-8
b) lim_(3x-2)

c) lim { 1_3x)
x-05

2 )
dyim, [sen(25]]
e) im {‘2 -9\'

X3 xX-

3.
(-8
)

0t |
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NOGCOES DE CALCULO PARA O ENSINO MEDIO - PROFESSOR CARLOS CLEY

Limites laterais de uma funcdo
Considere a fungdo
representada pelo grafico a seguir:

VA

y = f(x)

NP = = = = = = = = = = - - - - -

V] T . -

R J

Not;ewe para valores de x tdo
proximos 2 quanto desejarmos, valores
estes 3 esquerda de 2, a fungdo f(x) tenderd
a 3. Indicamos isso assim:

lim f()() -3

xald

Lé-se: “limite de f(x) Quando x tende a 2
pela esquerda é igual a 3*.

Tonduaendo agora valores de x tdo
proximos 2 quanto desejarmos, valores
estes 3 direita de 2, a fungdo f(x) tender3 a
4. Indicamos esse fato assim:

lim f(x)=4

x-al"

Lé-se: “limite de f(x) quando x tende a 2
pela direita é igual 4”.

Esses dois limites que acabamos de
observar s3o denominados limites laterais
da fungdo f(x). Perceba também que

Iim f(x)« lim f(x)
X2 x-2"

De acordo com o teorema da unicidade do
limite, o limite de f(x) quando x tende a 2

ndo existe, apesar de seus limites laterals
existirem, pols o resultado deveria ser (nico.

Ainda relativo ao mesmo grafico, note
que:

Iims f(x)=x= e lin} f(x) =
Portanto, como os limites laterais s3o iguals,

existe o limite de f(x) quando x tende a 5.
Indicamos esse limite assim:

|lﬂ; f(X) -
Exercicio 03 Esboce o grafico da fungdo 7,
definida por:

-x+1,52 x<0
f(x)=!3,5e 05x22
x+1,58ex>2

Verifique se existem 'i_'l‘o fix) e Iim2 f(x).

Exercicio 04 As taxas para despachar
cargas por navio sdo frequentemente
baseadas em férmulas que oferecem um
preco menor por quilo, quando o tamanho da
carga é malor. Suponha que x quilos seja o
peso de uma carga, C(x) seja o seu custo
total, tal que

080x,se0<x <50
C(x) = 10,70x, se 50 < x £ 200.
0,65x, s x > 200

Faca o que se pede:
a) Um esbogo do grafico de C

b) lim C(x)
c) lim C(x)
d) lim C(x)
e) _li:ﬂx10 C(x)

n lim C(x)

X 200"
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NOGCOES DE CALCULO PARA O ENSINO MEDIO ~ PROFESSOR CARLOS CLEY

AULAS 10a 13
Propriedades dos limites

Dadas as condigdes de existéndas dos
limites, e sendo!lirr;f(x)- L, e lllinlg(x)-l.,

,demonstra-se que:

I) Limite da soma (ou diferenca) de
fungdes

I.i_rp‘[f(x) *g(x)|= ’l‘i_rgf(x) : 1:2 g(x)=L, =L,

Exemplo
imx+4)=limx+lim4-2+4.6
Xl X X2

II) Limite do produto de fungbes

limlf(x). g(x)] = lim f{x).lim g(x) = L;. L,

12 Consequéncia

Se uma das fungdes for constante, por
exemplo, g(x) = k, k « R, temos:

Iim.l< ()] - Iirrlk . Iinl f(x) = k. Iim. f(x)

22 Consequéncia

Para n inteiro e positivo, temos:

llli_r.n!(x)]' - ,'.'.T. [f(x). f(x). f(x).....f(x)] =

nfatores
n fatores
- fim (). Tim f(x).!i‘m ) e lim F) =

- [lmx

ou sejalimff(x)]' - [ymf(x)]"

0

Exemplo
lim(x® = 2x) = lim x* = lim 2x =
X3 X3 x-+3
’ 3
-|Iimx -2.limx =
X3 x-+3

-3"-23-
-27-6-
-21

32 Consequéncia
Dada a fung3o polinomial
P(x) = 3,.x" +3, ;. X" +...+3;,, temos:

. - n o n-1 -
!l_rgp(x)-an.ll_rnx ¢a,,_,.,ll|_r3x +...+!|_rna°

N 7 N1
Ii_rp.P(x)-q\{liin.x) +3, 44 Iinlx) $eat 3
ImP(x)=a.3" +a3, 3" +..+3,

2 -ed

Note que o 29 membro da express3o acima &
o valor numérico de P(x) quando x =a. Logo,

,IliinaP(x) = P(a)| o grau n do polinémio P(x).

III) Limite do quociente

7
li M M '—‘L.comL,to.

caag(x) - lim o(x) ~ L

Exemplos ;

im (3 ]- o3 3,

xe-4\x+1 Iim‘(x+1) -4+1
(x?-x+3) 0°-0+3 3

I. - -
0| w2 ) 002 2

1IV) limite de uma raiz

lin: Q'm-ql Iim‘ Hx)| dadas as condigdes de

existencia.

V) limite de um logaritmo

lim fog. f(x)] = loge [lim ()|} 0 < ¢ = 1,

sendo ¢ um numero real.

A indeterminacgdo %

No cdlculo de lim "3x-6)' a
1~2\X—2

propriedade do limite do quociente n3o se

aplica, pois l!im2 (x=2)=0.Perceba que

quando x tende a dois, tanto numerador

quanto denominador tendem a zero, gerando

o que denominamos indeterminagdo do tipo
0

20 , que quase sempre & indicado por—.
-0 0
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NOCOES DE CALCULO PARA O ENSINO MEDIO - PROFESSOR CARLOS CLEY

Veja!

3x-6} 3.2-6 0
!'i“:(x-z]' 2-2 0
E agora?

Lembre-se de que guando x “"tende” a
Zormbdo‘wtde'a% Porém estamos
considerando valores muito préximos de 2,
mas nunca iguais a 2. Portanto € possivel
calcular limites desse tipo, fatorando um dos
termos da express3ao.

A solugdo toma a seguinte forma:

-lm3i=3

el

o

el

3x-6]_ lim 3(x=-2)
x=2 reld xX=2

Note que s6 podemos dividir ambos os

mmsdaoq)nso (x - 2) na
xmnapox;mmiro or 2.

Vamos a mais um exemplo!

Calcule o limite:

b (2]

Solugdo

Note gque o limite acdma também gera a
mdmminapog mas, dessa vez, podemos
fatorar o denominador. Veja!

[J’ z}
x=-4
-*‘{(J? g(flz)]

-in(a)-
1

-74+2-

1
-m-
1

4

Limite da funcdo polinomial para x
tendendoa-me a + o

Sabemos que se n for inteiro positivo
qualquer, ent3o:

I) lim

()0

m f_ )0

lumde fmpopolmalal’l(m)lqnmdo:
-o-coo::r:nmdox-;m Cons):den
polindmioP(x) =3 x" +3 , x"! +
temos:

wdy,

lim P(x)= lim (a0 +a, o s 2)

Colocando a..x"em evidéncia, no polindmio
acima, vem:

X -3 xn-)
lim x*[1 DaX X L2
Pt el L A e

. L 2
= lll_r.n..lm)(‘(l¢.mx o 0‘”““].

Observe que as fragdes 2ot Ba2 %

a,.x a.x*"""a,.x"
tendem a zero quando x — +o, s 0
numerador de cada uma delas ‘po-m
constante e o denominador tende ao infinito.
Assim, concluimos que

!l_t.'n. _P(x) -a.x"}

Isso significa que o limite do polindmio é o
limite do termo de malor grau. De modo
andlogo se chega & mesma conclusdo quando
X = - 00,

Exemplol:

lim (x’+$x-6)- lim x° =
Exemplo2:

lim (5x* -2 +7%% +9x-11) = lim 5x* = =

L Kow o

Exemplo3:
2 2
lim 2" -%+5 = lim _Zx_ -
Kewom 3x’_4x2 .7x_9 Ko m k.‘
(2) 2 1

") (:]'°

LR
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Alguns limites fundamentais

Os limites de grande importancia no
estudo do calculo s3o denominados “limites
fundamentais”. Os exemplos abaixo s3o de
fadl demonstragdo e muito util.

1) Iimfmx]-l

x-+0 X

[1 +%)' -2

lim

X-seox

Yy

lim

E-e-=

(1+%] -e| ondeex2,71

Note que, no primeiro caso, temos uma
indeterminag3o do tipo :—g. ou simplesmente

%. enquanto no segundo caso, temos uma

indeterminacg3o do tipo (=1)"",0u
simplesmente 1",
Exemplo 1
Calcule o valor de |lim (ﬂ]
x-0 4x
Solug3o
Iim(sen3x)= m (sen3x §)=
x-0| 4x ol 4x 3
=lim(5en3x 3)_3 sen3x)_3 ,_3
] ™ 4] 4'."13( 3% } 213
Exemplo 2

Calcule o valor de lim tl«»%J .

Solugdo
Fazendo %-%: x = 8y, temos:

8y
lim (14,2] = lim f1+l] =
s om X xseml y

) 'm{(‘éJH !‘:ﬂ..(b%)'} e

Exercicios propostos
01. Calcule os limites:

a) lim b’ -8)
b) Jim (322)
c) lim xfx +2)

d) lim Vv’ +x+4

X =1

02. Sendo ’I‘lm‘ f(x)=3
calcule:

a) !'Ta[f(x) +9(x)]

B !ern.g(x)-s.

b) lim 2.9(x)

) Im [ 95

d) lim [f)f

0 I 50
) ]

f) lim log,f(x)
l-o.L 3

03. Calcule m e n sabendo que
limz(mx+n)-9 - Iin:(mx-'-n)-s.

04. O valor de k para que Iim2 (kx* +2) = 506é:

A)S
B)8
C‘ 6
D)2

E) n.d.a.
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0S. Qilcule o3 limizes:
a) lim [ 220 B

a0t

a0

sen’ =
b) km

. senx ).
oo.owa.m(

X.CO8X
A)O

B) +oo

)1

D)2

6=

07.(CEFET-PR) O lim (395). igual a:
A)O
B) 4
c)2
D)3
E)1

vx =3

08. (MACK-SP) O !ﬂm

¢ igual a:
1

A) 5

L

27

2

243
1

D) 1

8)
<)

E)%

09. (CEFET-PR)O .Etp.(lo%)..’éz

A) #o0
B)1
50
ef.

xo.(!wup S:bc-u Que
b | L2252 | by 8921, Concluise

ne0 x
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AULAS 14217

Ao estudarmos os limites laterias de
uma fungdo, intuitivamente, ja foi introduzida
a idéia de continuidade. Agora, veja a
definigao formal.

Continuidade de uma funcéo

Dizemos que uma fungdo f é continua
em um nimero a se, e somente se forem
satisfeitas as seguintes condigdes:

1) f{3) existe;
1) li_rp.f(x)exisoe:
1) !imf(x)-f(a).

Se ao menos uma dessas condigdes ndo for
satisfeita em a, a fungdo f sera descontinua
em a.

Continuidade em um intervalo

Uma fungdo f cujo dominio contém o
intervalo fechado [a, b] sera continua em [a, b)
se, e somente se ela for continua no intervalo
aberto (3,b), ou seja, se ela for continua a
direita de a e continua a esquerda de b.

Exemplo 1:

Observe a fungdo f: R— R do grifico
abaixo:

Podemos afirmar que f € continua no ponto de
abscissa 2, visto que

)f(2) = - 6, ou seja, f{2) existe;

1) '_'_"I}, f(x) = !ll_lB f(x) = -6, ou seja,

!li_r.r} f(x) existe;

m) lim f(x) = f(2) = 6.

Perceba, ainda, que a fungdo é continua em
qualquer numero do seu inio.

Exemplo 2

A fungdof(x) = v4-x* é definida para
todos os valores de x, tais que 4 - x* 2 0, ou
seja, para - 2 < x = 2. Veja o grafico dessa
funcao:

ay

2

Note que lgg;_h-x’ -0-f(-2) .
e !i.r-nrJ4-x’ -0=f2)

Dizemos que essa func3o € continua 3 direita
de -2 e continua 3 esquerda de 2, logo &
continua no intervalo fechado [-2, 2).

Exemplo 3

O grafico abaixo representa a fungdo
definida por g(x) = xf4
descontinua em x = 4, pois quando x tende a
4 pela direita, g(x) tende a +o2, e quando x
tende a 4 pela esquerda, g(x) tende a - oo,
Porém, ao definirmos a fungdo g ja sabemos
que 4 n3o pertence a0 seu dominio, logo

dizer que a funcdo € continua para
qualquer valor do seu dominio.

. Note que a fungdo &

y
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Exerciclos propostos

01. Em cada exemplo, trace o grafico da
funcio; ache os limites laterais da fungdo
quando x — a~ e quando x — a*; determine o
limite da fungdo guando x—a (se ele existe) e
diga se a fung3o é continua no valor a:

2
a) f(x)_{3-x2.sex$1 .sendoa=1
1+x%,sex<1

b) f(x)_[lx;‘zst:e-xzsz' sendo a =2

02. Um jardim retangular deve ser feito, de
modo que o lado da casa sirva de limite e 100
metros de cerca sejam usados para 0s outros
trés lados. Se x metros for o comprimento do
lado do jardim paralelo a casa, determine:

a) A drea do jardim, em metros quadrados,
em fungdo de x.

b) O dominio da fungdo

c) Prove que a fungdo € continua em seu
nio.

03. Um fabricante de caixas de papeldo j
fazer caixas abertas de pedagos quadrados
papelio com 12cm de lado. Para isso, ele
pretende retirar quadrados iguais dos quatro
forcarms.dobmndoasgi::z:asciladasados.Sexcr'r\

0 comprimento a serem
cortados, expresse o volume da caixa como
fung3o de x; o dominio da fung3o e prove que
ela é continua em seu dominio.

SJ]—F

[/

(12« ) =l

04. (CEFET-PR) Se f(x)-—, limf(x) ¢

X
igual a:

A}l

B)O

C) +o
D) -
E}nioexisae

05. (PUC-MG) Se L= Iim

2-8
X =-n x
de L é:

X, o valor
-1

A) -2
) -1
€0
D)1
E) 2

06. Uma particula se movimenta sobre uma
trajetéria qualquer obedecendo & funcgdo
hordria S(t) = t* - 4t + 3, com S em metros e
t em sequndos.

a) Qual a velocidade média da particula no
intervalo de 4 a 4 + x segundos com x = 0?

b) Qual a velocidade da particula no instante
t = 4s, ou seja, com x tendendo a zero?

07. Calcule os limites:

e) lim

X0

Vx=2-42
X

) Im (5x° +4x‘-2x-1)

Koo = n

08. Demonstre o limite fundamental:

lim 2 =1
w0 U

-ina
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AULAS 18 a 20

Introducdo ao estudo da derivada de uma
funcdo: Interpretacbes geométrica e
fisica.

O final do século XVII viu o surgimento
de uma conquista matematica formidavel:
0 Calculo diferencial. Descoberto
gnggndmmmu por Isaac Newton e

ied Leibniz, tomou-se a base para o
desenvolvimento de vanas 3reas da
Matemadtica, além de possuir aplicagdo em
praticamente todas as areas do conhecimento
cientifico.

Nas aulas anteriores, estudamos o
conceito de limite. A partir desta aula,
estudaremos o conceito de derivada e sua
relacdo com o limite. Poderemos observar que
a derivada de uma fung3o € o limite do
quociente de duas grandezas em que ambas
tendem a3 zero, e estudaremos algumas
aplicagdes na fisica e na propia matematica,
além de um pouco da importincia da
Modelagem Matematica no Calculo.

A derivada como taxa de variagdo

Interpretacdo geométrica
Toda reta (r) do plano cartesiano
apresenta um angulo de indinagio

a (0<a<180°) em relagio ao semi-eixo
positivo das abscissas. Define-se coeficlente
angular da reta e representa-se por m, a
tangente desse angulo a (a # 909). Veja!

Figura 1
v

Y (r) ()

¥
-

A
e

N

m = tga € 0 coeficiente a
da reta (r) em cada ex

ular ou a inclinagdo
da figura 1.

Se a = 909, a reta ndo apresenta
coeficlente angular, visto que tg 90° ndo
existe. (fiq. 2)

Figura 2

Y

Quando s3o dados dois pontos distintos
Alx:,y:) e B(xyy:) de uma mesma reta (r),

rve que o iente angular m
reta & dado na figura 3.
Va Metga
¢
met2=¥s
- ¥, X2 =Xy

R J

Reta secante a uma curva

Considere dois pontos distintos
Alx:,f(x;)) e B(xyf(x;)) pertencentes a uma
mesma curva. A reta A8 que passa pelos
pontos A e B, € denominada reta secante a
essa curva.

Y4

Figura 4

Na figura 4, A6 € a reta secante 3 curva que
passa pelos pontos A e B. Note que o
coeficente angular da reta 48 € dada por:

f(xg)-f(’(;) _f(xz)-f(xl)
_r

- —— OU M-

X3 =X,

m-.
AD
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Inclinagcdo de uma curva num ponto fixo

Sendo A(x,.f(x,)) um ponto qualquer
de uma curva f, denomina-se inclinagdo da
curva f no ponto A a indinagdo da reta t
tangente 3 curva nesse ponto A, Na figura 5, a
inclinagdo da curva f no ponto A é dada por
m=m¢'(°=W)-

Y

f/
0 - - '/
rigure &

Na figura 6, se fixarmos o ponto

&x,. x;}daﬁmgiofeﬁmopo«m
¥2.f(x:)) vanar, ao da curva, na
diregdo de A, a reta secante AB ira girar em
tomo do ponto A e o valor de h se aproximara
cada vez mais de zero, com que a

razdo _h_f(x,)-f(x,)' tenda ao coeficiente
angulardarecatar?enteécurvanoponwk
Portanto podemos dizer, intuitivamente, que o

coeficiente angular my da reta t tangente 3
curva f no ponto A(x;,f(x;)) é:

fix;) - f(x) f(xg) = f(x,)
"\ - 'la.g:l :, -Xy - 'l"*no . h

Esse limite € definido como a derivada
# da fungio f no ponto A(x.f(x)), e
representada assim:

f(x)= lim ﬁ&uﬁdw((,l,-:ﬂﬁ&%“zd

PN Xg =Xy

A funcdo derivada

A derivada de uma fungdo 7 € a fungdo
denotada por 7, tal que seu valor em qualquer
numero x do dominio de f seja dada por

. f(x+h)-f(x)
f(x)-'l.nmx_rx,

se esse limite existir,

A seguinte notagio também pode ser usada:

F(x) = lim Jx+8x)=f){
&0 éx

onde f{x+Ax)-f(x)=Ay & denominado

incremento de y e denota a variag3o no valor
da fungdo f quando x varia de Ax.

Escrevendo % em lugar de f(x), teremos:

. Ay
- &

dy
dx
Essa notac3o foi usada pelo alem3o Gottfried
wilhelm Leibniz (1646-1716).

Exemplo 01

O que senia a derivada da fungdo real f(x) = x*
no ponto de abscssa 6?

Solucdo Vamos tentar decifrar!

A tabela abaixo apresenta o coeficente
angular m da reta secante obtida, quando
fazemos os valores de x variarem e se

imarem cada vez mais do ponto fixo de

issa 6.
X me Y _ f(x)-1(6)
X fix)=x Bx x-6
8 & 13
7 35 13
6,5 42,25 12,5
6,25 39,0625 12,25
6.1 37,21 | 12,1
6,001 36,012001 12,001

Perceba que 3 medida que o ponto (x, f(x)) se
aproxima do ponto fixo (6,36), o Jente

angular da reta que passa por esses dois
pontos (reta secante) se aproxima de 12,
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Nesse caso, temos:

i A0

Por definicio, esse limite é denominado
“derivada da fungdo f no ponto de abscissa 6°,
ou sim nte f(6), e representa a
mdm 30 da reta tangente 3o grafico de f no

e abscissa 6.

Poderiamos obter esse resultado sem a
necessidade desses dados experimentais, visto
que ja temos conhecimento de limites e suas
propriedades. Ent3o vejamos:

Plx) = [igf(x%gs) -

e X =36
= P(x) = lim =3

- Plx) = hm.("_‘f)-i’;;sl

—

Ent3o podemos dizer que

f(x) = Ilig‘)(x+6)=6 +6=12.

Exercicios propostos

01. Ache o coeficiente angular da reta
tangente a curva y = x° - 4x - 5 no ponto de
abscissa - 2.

02. Ache as derivadas indicadas:
a)f(x)=7x+3;f(x)=?

b)y=3"+4;y'=?

<) %(s-x’)
d) fx) =2, 5= 0; F(x) = 2

03. Considere a fungdo g(x) = x* - 3x°.

a) Calcule g'(x), para x real

bg Para que valores de x g'(x) = 0?
Interprete o significado de g'(x,) = 0 para a

reta tangente ao grafico de g no ponto

(xerf(6))-

04 q.ual 2 equag3o da reta tangente a curva
4 no ponto (2,4)?

Taxa de variacdo média

Um dos primeiros conceitos da fisica é
a velocidade média de um mével num dado

intervalo de tempo, representada pela
expressao V_ -%, onde As-S(t,)-S(t,) e
At = t, -t, significam as variagdes de posigio
e tempo desse movel, respectivamente. Veja a
figura 7.

s(v

Fgura ?

Sty)
St -

S(t,)-S(t;)

v, -
)

e

¢ ty

A tabela a seguir relaciona o espago
o por um automovel nos seis
primeiros segundos de deslocamento:

e
(m) |0

Observe que esse automovel n3o se
desloca com movimento uniforme, pois a sua
velocidade média n30o € a mesma em

intervalos de tempos iguais:

213141516

5|9 142027

| ) |0-A

Entre 0 e 2 segundos: v, -%- 1,5m/s

Entre 2 e 4 segundos: v,

14-5
- 2-2 -4,5rsz

Entre 4 e 6 segundos: v, = 22:14 -6,5m/s
Perceba também que o movimento &
cada vez mais rapido, portanto acelerado.

E se quiséssemos encontrar a
velocidade do automovel no instante 2,8
segundos, como fariamos?

Note que so0 foram cronometrados os
instantes representados na tabela, e anotadas
as suas posigoes naqueles instantes. Até
agora, n3o temos elementos que permitam
calcular a velocidade instantdnea do
automovel para instantes diferentes do da
tabela. Esse € o nosso objeto de estudo a
seguir.
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A velocidade instantdnea

A tabela do exemplo anterior nos
fomece as veloodades do automovel nos
instantes: 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6 segundos; mas
n3o nos da a dadenonrmanteZ,BS.por

exemplo. Suponha que, com o auxilio de
fotografias, possamos determinar a velocidade

do automovel em intervalos de tempos cada
vez menores, de forma a encontrarmos uma
aproximagao consideravel da velocdade desse
automdvel em tomo do instante 2,8s. Ainda
assim, n3o teremos a no exato
instante 2,8s.

De um rl_lweglera a velocdade
instantanea de um pode ser calculada
usando limites, pois se consideraimos o

instante t, como um ponto fixo, basta
calcularmos as velocidades meédias obtidas
pelo movel em intervalos de tempos cada vez
menores, com va vez mais proximos
de t,, chegando 3 express3o:

v"v’ -:I:ir-no% .

lim s(tx)'s(to) -

Wt T -t

im S(t, <»At) S(t,)

= Vi =

= Voo =

Essa € a mesma ideia da derivada da
fungdo f num ponto fixo x do seu dominio,
isto €, a variagdo instantinea que a fungdo f

em relagdo a varidvel x num ponto x..
Quando essa variavel € o tempo, a derivada é
a velocidade instantanea do movel no instante

%o
Exemplo 2

Um ponto material se move numa trajetdria

qualquer segundo a equagdo hordra
S(t)-t'+2t-5,emque$edadoem
metros (m) e t é dado em segundos (s).
Determinar a velocidade do ponto material no
instante t, = 2s.

Solucdo
I) Noinstante t; = 2s 0
posicdo S(t,) = S(2) =

II) a velocdade no instante t, = 2s
e sa que essa velocidade € a derivada
do espago em t, = 2, ou s8j3,

- lim S(& +At) S(t.)

S0

matenal esta na
+2.2

v".) -s‘o,) -2 V

Ent30 vejamos!

S(t, + at) =S5(2 +at) =
=(2+at)+2(2+at)-5=
-4+4.4:+(a:)’+4+2a 5=
= (at)’ + 6.4t + 3

V,,, = lim S{ts +At) S(ts) _,

®-0

) T a0 At

:)V -|lm

= V“',-hﬂ(ét‘*S): Vpy=0+6=

> e =64

Exercicios propostos

0S. Uma particula se move sobre uma

trajetoria segundo a equagdo hordria dada
abaixo, em que S € dado em metros (m) et é

dado em segundos (s). Determinar a
velocidade da particula no instante indicado:

el =

=t + 3t, noinstante t = 2s,
c)S(t)=t+t + 2t + 1, noinstante t = 1s.

at.(at+6) N
at

2 +10t -1, noinstante t = 3s.

. A acelerac3o a € a variagdo instantanea
daveloodadevemrelaqaoaot:ermotnun
instante t,, ou seja, € a denvada da

velocidade no instante te: a3, , = Vo
Sabendo que um movel tem a velocdade
vanaveldadapdaexpressaov-&"'bl.
determine sua aceleragdo, em m/s’, no
instantes nost = 1set = 4s?

07. Seja V(x) em’ o volume de um cubo com
xcm de lado. Use a calculadora calcular a
taxa media de variagdo de V(x;>ara relagdo a
X, quando x vania

a)3a32
b)3a31
c)3a301
323,001
e) | serd a taxa de variagdo instantinea de
x) em relagdo a x, quando x é 3?

08. Uma bola de bilhar & atingida e
rnovumeng—se em linha dareta _Seja
s = 100 + 100t a equagdo da
bda,msaposgao.enamdamw

segundos. Canqueveloadadeabolaaongara

.....
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AULAS 21 a 24

Regras de derivacdo e propriedades
operatoérias

Nesta aula, estudaremos algumas

regras  fundamentais de derivagao e

propriedades operatorias oes

tém como base a definicdo de derivada, vista
nas aulas anteriores. Vale salientar que essas
regras so valem se as fungdes apresentadas
foram derivaveis.

I) Derivada da funcdo constante

Se f(x) = k (keR), ent3o f(x) =0

II) Derivada da funcdo poténcia

Se f(x) = x", entdo f(x) = n.x"*

Obs! Para n = 1 temos a fungdo Identidade
f(x) = x, entdo f(x) = 1.X° = f(x) = 1.

III) Derivada da funcdo seno

Se f(x) = senx, entdo f(x) = cosx

IV) Derivada da funcdo cosseno
Se f(x) = cosx, entdo f(x) = - senx
V) Derivada da funcdo exponencial
Sef(x) =a", emtdof(x)=a"Ina

VI) Derivada da funcgdo
neperiana (base e)

logaritmica

Se f(x) = In x, entdo F(x) = =

VII) Derivada da funcdo logaritmica ndo
neperiana (base # e)

Se f(x) = log, x, entdo f(x) = %.Ina

VIII) Derivada da soma ou diferenca

(f zg)(x) = Fx) 2 g'(x)

IX) Derivada do produto de uma
constante por uma funcdo

Sendo k uma constante real e f e g
derivaveis, com g(x) = k.f{x) = g (>.) = kni'(:-.)

i) f(x) =

X) Derivada do produto de funcbes
(F.9)'(x) = F(x).g(x) + f(x).g'(x)
XI) Derivada do quociente entre fungbes

f'(x).9(x) - f(x).g"(x)
Zh

Exercicos Propostos

01. Determine a fungio derivada f(x) de cada
fungao:

a)f(x)=8
b) f(x) ==
¢) f(x) =3
d) f(x) = 2x*

[5)00-

e)f(x)=5x+6
£) f(x) = =x* +3x* =67 -%x’ +7

9) f{x) =%

h) f(x) = ¥x -10x>

i) f{x) = Jx.senx

(x* + x + 1).(cosx)

k) f(x) = 2.Inx + S.cosx

1) Kx)= 2522
m) f(x) 2
n) f(x) = tg x
o) f(x) = cotg x

p) f(x) = secx
q) f(x) = cossecx

) fx) = ——

02. Dé a equagio da reta tangente 3 curva
y = 2x + senx no seu ponto de abscissa 0.

03. Determine (1), sabendo que a fungdo f é
definida por f(x) = (x + Inx).(x - Inx).
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Pontos criticos de uma funcédo

Um ponto do grafico de uma fungdo f
de abscssa x, tal que fx) = 0 &
denominado ponto aitico de f.

A idela de maximo e minimo da fungéo

Ao estudarmos a funcg3o do quadratica
f(x) = ax® + bx + ¢, nos mos com o
conceito de vertice (V) da parabola, abscssa
dovemce(x.) que pode ser maximante
(ponto de maxnmo) ou minimante (ponto de
mmm)eordenadadovemoe(y..queeo

maximo ou minimo ngdo, 2

depmde'dovalordea Veja o exemplo!
‘iy

\e

\ i)/ Y

Valar minimo e Yo
(a>0)

S
VL% Vo)

No exemplo do grifico acdma, de
acordo com o conceito de derivada de uma
fungdo num ponto fixo, sabemos que os
pontos da fungdo situados 3 esquerda do
vértice da parabola tem denvada negativa
(F(x) < 0), enquanto os pontos situados 3
direita vértice tem derivada positiva
(F(x) > 0). No vértice, a derivada € igual a
zero (F(x) = 0), visto que a reta tangente ao
grafico 0 no vertice & paralela ao eixo
das abscissas, logo tem indinacio zero. O
::nmoe & denominado “minimo absoluto” da
c30

Méaximos e Minimos locais (relativos)

Observe a fungdo y = f(x) do grafico
abaixo, ondeD=ReIm=R

Essa fung3o n3o tem maximo absoluto
nem minimo absoluto, pois o grafico sugere
que pard X — + o = - + x e pars
X=>"2 D - = D

Dizemos que a fungdo f apresenta um
“méaximo local” ou “"méaximo relativo” no
ponto A situado no 29 quadrante do grafico e
um “minimo local” ou “"minimo relativo”
no ponto B, situado no 4° quadrante. Observe

que nos pontos A e B a derivada de f
enula(f’(x)-o)equeos tos Ae B
representam os locais ivada muda
de sinal, passandodeposmvaanegmaao
passar de A para B epelo ponto A e de
negativa 3 positiva ao passar pelo ponto B.

Ponto de Inflexdo

Na fungdo da figura abaixo, se
considerarmos um ponto movendo-se de A
para B, sobre o grifico de f, a indinagdo da
reta tangente a esse ponto serda sempre
positiva, exceto no ponto (2,3), onde a
inclinagdo € zero. Tanto a direita quanto 3
esquerda do ponto (2,3) a indinagdo de

ualguer reta tangente ao grafico dessa
2: © continuara 3, ou seja, a derivada
da fungio em ponto do grafico, exceto

em (2,3) € positiva. Assim, dizemos que o
ponto (2,3) € um “ponto de inflexdo”.

LB

Dot

v

Em geral, se uma fungdo f definida na
vizinhanga de X adnmadmvadasegunda
(F'(x)), oomf’(xo) 0,e:
- Se (%) > 0, entdo % € ponto de minimo
-Se'f"(xo)<0. ent3o ¥, € ponto de maximo

-Se'f"(xo) = 0, ent30 %, € ponto de inflex3o.
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Aplicagcbes: um pouco de modelagem
matematica

Diariamente, ha simd:;oaes-problemasd&
que requerem solugdes e isoes rapi
Alguns desses roble contém p‘faws
matematicos relativamente simples,
envolvendo uma matematica elementar,
outros necessitam de um conhecdmento mais
aprofundado.

Modelagem Matematica é um processo,
que envolve a obtengdo de um modelo, que
descreve matematicamente um fendmeno da
nossa realidade para tentar compreendé-lo e
estuda-lo, ariando hipoteses e reflexdes sobre
tais fendmenos.

Segundo Bassanezi (2002, p. 24) "A
modelagem consiste, essencialmente, na arte
de transformar situagdes da realidade em
problemas matematicos cujas solugdes devem
ser interpretadas na linguagem usual”.

Nosso objetivo nesta aula é tratar de
alguns exemplos de modelagem matematica
em que se usam derivadas, Vejam!

Exemplo 1: O Sr. Cirino mora no semiarido
nordestino e ende armazenar 3agua da
chuva para usa-la no periodo de estiagem na
sua propriedade rural, visto que a 3gua € um
recurso escasso em grande parte do ano
naquela regido. Na loja de material de
construgdo da ddade mais proxima, ele
comprou um material apropriado para
construir uma calha destinada a recolher a
agua da chuva que corre dos telhados. O
material tem forma retangular com 30cm de
%ura e deve-se construir esse condutor
rando-se as laterais perpendicularmente a
esse material. O Sr. Cirino
queria dobrar 7cm de cada
lado, baseado apenas no seu
olhar de homem experiente
do campo, mas seu
amigo Tonny, que cursou
Engenharia Civil, se propds a ‘
ajuda-lo orientando-o sobre I 4
quantos <m deveriam ser -
dobrados de cada lado, de ——
modo que o condutor de dgua
tivesse ca maxima,
de acordo com a vazdo da
agua esperada. Como Tonny
resolveu esta situagdo? O Sr.
Cirino aproximou bem o valor
a ser ?

- .

Essa € uma situagao tpi de
modelagem matematica, on‘?e%inda ’:1?6 esta
tdo daro qual topico da matemdtica a ser
usado para a sua resolugdo. Mas, para que se
tenha sucesso, € necessano seguir os
seguintes passos iniciais:

1. Faga uma figura representativa da situag3o,
se isso for possivel.

2. Defina as varidveis. Em geral, procure
relacdona-las de modo que a quantidade de
variaveis seja a menor possivel.

3. Escreva todos os fatos numeéricos
conhecidos sobre as varidveis, tentando obter
uma equagdo e(ou) uma fungdo que as
relac

one.
4. Agora, vocé ja deve ter um esbogo do que
fazer, Parta para uma solug3o otima.

Solucdo
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AULAS 21 a 24

Regras de derivacdo e propriedades

operatérias

Nesta aula, estudaremos algumas
regras ec‘a‘;u&‘ndamentats de derivagio e
propri operatdrias cujas demonstragdes
tém como base a definicdo de derivada, vista
nas aulas anteriores. Vale salientar que essas
regras so valem se as fungdes apresentadas
foram derivaveis.
I) Derivada da funcdo constante
Se f(x) = k (keR), ent3o f(x) =0
II) Derivada da funcdo poténcia
Se f(x) = x", entdo f(x) = n.x"*

Obs! Paran = 1 temos a fu”do Identidade
f(x) = x, entdo F(x) = 1.X° = f(x) = 1.

III) Derivada da funcdo seno

Se f{x) = senx, entdo f(x) = cosx

IV) Derivada da funcdo cosseno

Se f(x) = cosx, entdo f(x) = - senx
V) Derivada da funcdo exponencial
Se f(x) = 3", emtdo f(x) = a*.Ina

VI) Derivada da funcdo
neperiana (base e)

logaritmica

Se f(x) = In x, entdo f(x) = %

VII) Derivada da funcdo logaritmica ndo
neperiana (base # e)

Se f(x) = log, %, entdo F(x) = %.Ina

VIII) Derivada da soma ou diferenca

(f 29)(x) = F(x) =g'(x)

IX) Derivada do produto de uma
constante por uma funcédo

Sendo k uma constante real e fe ¢
derivaveis, com g(x) = k.f(x) > g (>.) = kmi'(x)

X) Derivada do produto de fungbes
(f.9)(x) = F(x).g(x) + f(x).g'(x)
XI) Derivada do quociente entre funcbes

f(x).9(x) - f(x).g'(x)
o))

Exercicos Propostos

01. Determine a fung3o derivada f(x) de cada
fungdo:

a)f(x) =8
b) f(x) ==
¢) f(x) =3
d) f(x) = 2x4

[5)00-

e)f(x)=5x+6
f) f(:.:)--><’-o~3x‘-6}:’-%)\'2 +7

9) f(x) =
h) £(x) = ¥% - 103
i) f(x) = Jx.senx

i) f(x) = (x* + x + 1).(cosx)
k) f(x) = 2.Inx + S.cosx

1) fx) = 222
m) f(x) =2

n) f(x) = tg x
o) f(x) = cotg x

p) f(x) = secx
q) f{x) = cossecx

r) f(x) - s;x

02. Dé a equagdo da reta tangente 3 curva
y = 2x + senx no seu ponto de abscissa 0.

03. Determine f(1), sabendo que a fungdo f é
definida por f(x) = (x + Inx).(x - Inx).



