Capitulo 4

DERIVADA

4.1 Introducao

Neste capitulo estabeleceremos a no¢do de derivada de uma fungdo. A derivada envolve a
variacdo ou a mudanga no comportamento de vérios fendémenos.

Inicialmente apresentaremos a definicdo de reta tangente ao grafico de uma funcao. Posterior-
mente, definiremos fung¢des derivéveis e derivada de uma fun¢do num ponto, dando énfase ao
seu significado geométrico.

4.2 Reta Tangente

Seja:
f:DCR—R

uma fungdo definida num dominio D que pode ser um intervalo aberto ou uma reunido de
intervalos abertos, ou ainda, D tal que para todo intervalo aberto I que contenha zy, se tenha:

10D~ {z0}) # @.
Considere P = (xq, f(z0)) e Qi = (4, f(z;)) (i = 1, 2, 3......) pontos no gréfico de f, P # Q;;
seja r; a reta secante que passa por P e (0;; seu coeficiente angular é:

_ f(@1) = f(=o)

€r1 — Xo

Fixemos o ponto P e movamos (); sobre o gréfico de f em dire¢do a P, até um ponto Q2 =
(x2, f(x2)) tal que Q2 # P; seja ry a reta secante que passa por P e ()2; seu coeficiente angular
é:
s Fa) = f(ao)
T2 — Zo

Suponha que os pontos Q; (i = 1, 2, 3......) vdo se aproximando sucessivamente do ponto P
(mas sem atingir P), ao longo do grafico de f; repetindo o processo obtemos r1, 72, 73, ..., retas
secantes de coeficientes angulares my, ma, mas, ..., respectivamente.

E possivel provar, rigorosamente, que quando os pontos ); vao se aproximando cada vez mais
de P, os m; respectivos, variam cada vez menos, tendendo a um valor limite constante, que
denotaremos por my,,.
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Xk - ==

:
1
:
0 *n

Figura 4.1:

Definigao 4.1. A reta passando pelo ponto P e tendo coeficiente angular m;,,, ¢ chamada reta
tangente ao grafico de f no ponto (zg, f(zo)).

Se

existe, fazendo a mudancga ¢t = x — x, temos:

- hr% f(xo+1) — f(fvo)‘
.

Como z( é um ponto arbitrdrio, podemos calcular o coeficiente angular da reta tangente ao
gréfico de f para qualquer ponto (z, f(z)):

i a0 =@
t—0 t

Assim, m, s6 depende x.

Definigao 4.2. Se f for continua em z, entdo, a equagdo da reta tangente ao gréafico de f no
ponto (zo, f(z0)) é:

‘Z/—f(ﬂfo):mxo(ﬂf—ﬂfo)‘

se o limite existe,

Exemplo 4.1.

[1] Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = 4 — 22, no ponto (1, 3).
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Denotemos por m; o coeficiente angular da reta tangente a pardbola y = 4 — 22 passando pelo
ponto (1, f(1)) = (1,3). Seja P = (1,3) e Q = (w0,4 — 22) pontos da parédbola; o coeficiente
angular da reta secante a pardbola passando por P e @) é:

P
Q |
7 1
Figura 4.2:

Do desenho, é intuitivo que se () aproxima-se de P (zg aproxima-se de 1), os coeficientes angu-
lares de ambas as retas ficardo iguais; logo:

my = lim mpg = —2.
ro—1
A equacdo da reta tangente ao grafico de f, no ponto (1,3) é y — 3 = —2 (z — 1) ou, equivalen-

temente, y + 2x = 5.

) 1 )\

Figura 4.3: Reta tangente a y = 4 — 22, no ponto (1, 3).

1
[2] Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(z) = o ponto (3,2).

. . e < 1
Seja m1 o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcdo y = — passando pelo ponto
2 T

1 1
(5, 2). Seja P = (5, 2) e Q = (z0, —) pontos da curva; o coeficiente angular da reta secante a
To
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curva passando por P e () é:

f(l‘o)_f(—) 9
mpQ = 1 :_33_0
$0—§

v2 \\ ;<0

Figura 4.4:

e . . 1
Novamente do desenho, é intuitivo que se () aproxima-se de P (z¢ aproxima-se de 5) 0s coe-
ficientes angulares de ambas as retas ficardo iguais; logo:

mi1 = lim mpg = —4.
2 pp—d
A equagdo da reta tangente ao gréfico de f, no ponto (3,2) éy —2 = —4 (z — 1) ou, equivalen-

temente, y + 4z = 4.

Figura 4.5: Reta tangente a y = <, no ponto (3, 2).

[3] Determine a equagdo da reta tangente ao gréfico de f(z) = 2°

Utilizemos agora diretamente a defini¢do:
t(t*+3t+2)

1 — f(1
TP A€l ) el A0 R A Gk 0 22) NS HVHE SHP PP SIS
t—0 t t—0 t t—0

— 2 + 1, no ponto (1,1).
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Logo m; = 2. A equagdo da reta tangente ao grafico de f, no ponto (1,1) é y — 2z = —1.

Figura 4.6: Exemplo [3].

Da defini¢do segue que a equagdo da reta normal ao grafico de f no ponto (xo, f(zo)) é:

1

Mg,

y— f(xo) = —

(z —x0), se My, # 0

4.3 Fungdes Derivaveis

Definicao 4.3. Seja f : D — R uma fungdo definida num dominio D que pode ser um inter-
valo aberto ou uma reunido de intervalos abertos ou ainda, D tal que para todo intervalo aberto
I que contenha z, se tenha: I N (D — {x¢}) # @. f é derivavel ou diferencidvel no ponto xg
quando existe o seguinte limite:

Fon) — 1 12— I

r—ro T — X

Observagdo 4.1.

Fazendo a mudanca t = z — xz(, temos:

['(zo) é chamada a derivada de f no ponto zy. Como z( é um ponto arbitrdrio, podemos
calcular a derivada de f para qualquer ponto x € Dom(f);

Fe) — tig @D~ F@)

t—0 t

Assim [’ é funcdo de x e f'(zg) € R.

Defini¢ido 4.4. Uma funcédo f é derivavel (ou diferencidvel) em A C R, se é derivavel ou dife-
rencidvel em cada ponto = € A.
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Outras notagdes para a derivada de y = y(x) sdo:

d
ﬁ ou D,f.

Exemplo 4.2.

[1] Calcule f/(i) e f(2), se f(x) = 22

o) =i LEHO=I0) _y GHP oy o,
Logo, f/(i) = % e f'(2) = 4.
[2] Calcule f/(%) se f(z) =1 — a2
o \/1—(:1:+t)2—\/1—x2_, B 20+t oz
f(a:)—}gr(l] t _%g% \/1—(ac—|—t)2—i—\/1—a:2_ V1I—a2

1 V3
Logo, f'(5) = 5~
[3] Calcule f/(1) se f(x) = 4 — 2.

flx+t)— f(x) t(t+2x)

/ — 1
f (3:) tgr(l) t t—0 t t—0

Logo, f/(1) = —2.

[4] Calcule f’(%) se f(x) = é

() = lim . Yoo lim ZEL L iy _ 1
1
Logo, f (5) =—4.
4.4 Interpretacao Geométrica

A funcdo F' : (D — {zo}) — R, definida por

Pl 1) = o)

r — X0

9

representa, geometricamente, o coeficiente angular da reta secante ao gréfico de f passando
pelos pontos (zg, f(x0)) e (z, f(x)).

Logo, quando f é derivavel no ponto z, a reta de coeficiente angular f’(z() e passando pelo
ponto (xo, f(zo)) € a reta tangente ao gréfico de f no ponto (zg, f(xo)).
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Se f admite derivada no ponto z, entdo, a equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto

(zo, f(w0)) €&

y — fxo) = f'(z0) (# — x0)

A equacdo da reta normal ao gréfico de f no ponto (zo, f(xo)) é:

y— f(zo) = — (x —wo), se f'(xg)#0

f'(wo)

=
Figura 4.7: As retas tangente e normal ao grafico de y = f(x).

Exemplo 4.3.

[1] Determine as equagdes da reta tangente e da reta normal ao gréfico de f(z) = 2? + 1, no
ponto de abscissa z¢ = 1.

Se zp = 1 entdo f(zg) = 2; logo, a reta tangente passa pelo ponto (1, 2) e seu coeficiente angular
é f'(1). Temos:

= 2.

f'(x) :limf($+t)_f($) — lim (x+t)2+1— (22 +1)
t—0 t 0 ;

J'(1) = 2 e as respectivas equagdes sdo: y — 2z =0e2y +x — 5 = 0.

Figura 4.8: As retas tangente e normal ao grafico de y = f(x).
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[2] Determine a equagdo da reta tangente ao gréfico de f(z) = \/x que seja paralela a reta

20 —y—1=0.

Para determinar a equagdo de uma reta, necessitamos de um ponto (zg,yo) e do coeficiente
angular f’(zo). Neste problema, temos que determinar um ponto.

Sejam 7, a reta tangente, r a reta dada, m; e m os correspondentes coeficientes angulares; como
r¢ e r sdo paralelas, entdo m; = m; mas m = 2 e m; = f'(x¢), onde ¢ é a abscissa do ponto
procurado; como:

1
/ _
f (.1‘0) - 2\/507
- 1 1 1 -
resolvendo a equagdo f'(xg) = 2, obtemos xg = ¢ f(ﬁ) =/ aequagao ¢ 16z —-8y+1=0.
h /
/
I /
— /
O.Sj /
I /
/l / ‘
/| o5 1.0 15 2.0
/

Figura 4.9: Reta tangente ao grafico de f(x) = \/z paralelaareta2z —y — 1 = 0.

3

[3] Determine as equacdes das retas tangentes ao gréfico de f(z) = % — 1 que sejam perpen-

diculares aretay + x = 0.

Sejam 7, a reta tangente, r a reta dada, m; e m os correspondentes coeficientes angulares; como
r; e r sdo perpendiculares, entdo m;m = —1; mas m = —1em; = f'(z¢), onde x( é a abscissa do
ponto procurado; resolvendo a equagdo f'(xg) = 1, temos f'(z¢) = 23 e zo = £1; as equagdes
sdo:3y—3x+5=0e3y—3x+1=0.

\ 20 F

—15f

e

Figura 4.10: Exemplo [3].
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Teorema 4.1. Se f é derivavel em xg entdo f é continua em x.
Para a prova veja o apéndice.

Exemplo 4.4.

Seja f(xz) = |z|. f é continua em todo R; em particular em 2y = 0. Mas a derivada de f em 0
nao existe; de fato:

— f(0
f’(O) = lim M = lim M
z—0 X z—0 I
Calculemos os limites laterais:
im 2 i () =1
r—0+ X z—0 "1
fm = (%) = -1
z—0— & z—0 xT

Logo, f/(0) ndo existe. Para xz € R — {0}, f/(x) existe e:

f’(a:):{_l se x>0

1 se x < 0.

Observacgdes 4.1.

1. Do teorema segue que nao existe a derivada de f no ponto

2. Nao existe a derivada de f no ponto x(, se existe "quina"no gréfico da fun¢do continua
no ponto de abscissa xy, como no ponto zy = 0 do exemplo anterior.

3. Também ndo existe a derivada de f no ponto zg, se f é continua em x( e se possui reta
tangente vertical passando pelo ponto de abscissa z(. Neste caso,:

lim |f'(z)] = oo.
T—x0

_/

Figura 4.11: Fung¢bes ndo derivéveis.
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Exemplo 4.5.
1
[1] Seja f(x) = @’ 56”(5) se x#0
se x=0.
J0) = ilg%) w = ili% (x sen(i)) = 0;

logo, a derivada em 0 existe; entdo, f é continua em 0.

[2] f(z) = ¥/« é continua em todo R e nédo é diferenciavel em 2z = 0. De fato:

70 = iy B = b
1
2 1 1 2

Figura 4.12: Gréfico do exemplo [2].

[3] Determine as constantes a e b tais que:

f(aj):{ax?’ se =<2

22+ b se = >2

seja derivavel.

Devemos calcular:

: Sz +2) - f(2)
f(Q):iIE%) x '

Devemos determinar os limites laterais:

flxa+2)— f(2) . 12az+6az’+ax?
= lim

lim :lim(12a—|—6am+aw2):12a
r—0— X x—0 X z—0
2) — f(2 4 2
lim flz+2) f()zlim T :hm(4+x):
z—0+ xT z—0 T z—0

1 .
Logo, devemos ter 12a = 4, entdo a = 3" Por outro lado, f deve ser continua em xy = 2; isto é:

4
lim f(z) = lim+f(a:) —=8a=4+b<=b= -3
T—2

r—2~



4.5. REGRAS DE DERIVACAO 157

A funcédo deve ser definida por:

@) 3 se r<?2
€T) =

4
- = se > 2
x 3 T >

Note que f(2) = 3

Il L Il Il Il Il
> | 1 2 3 a

Figura 4.13: Gréfico do exemplo [3].

4.5 Regras de Derivacao

[1] Se u(x) = ¢, entdo u'(x) = 0.
[2] Se u(z) = mx +b; m, b € Rem # 0, entdo u/(x) = m.

De fato, a fungdo é continua e seu gréfico coincide com sua reta tangente em qualquer ponto;
logo, tem 0 mesmo coeficiente angular. Equivalentemente,

u(z +t) — u(x) :m_t:m'
t

[3] Se u(z) = 2™; n € N, entdo v/(z) = na" L.

De fato: u(z +t) —u(z) = 2™+t [na™ ' +¢ (@ 2"t )] — 2 e

t _ t n __ n
o () = Iim w(@ +1t) —u(r) lim (x4+1)" —x
t—0 t t—0
tlnzn=t4¢ n(n-1) "2t 4l
] (0 )
t—0 t
=ng" L

Proposicdo 4.1. Sejam u = u(z) e v = v(x) fungdes derivaveis; entao:
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1. Regra da soma: As fungdes u £ v sdo derivaveis e

(u+v) (x) = (z) £ ()

2. Regra do produto: A func¢do u - v é derivavel e

(u-v)(z) = v'(z) - v(x) + u(x) - v'(x)

3. Regra do quociente: A funcdo ¢ ¢é derivavel, e
v

(9)’(@ W/ () - v(x) — ulz) /()

Veja as provas no apéndice.

. DERIVADA

Da regra do produto temos: (ku(x))" = ku/(z), para toda constante k. Da regra do quociente,

temos: se u(x) = 2", x # 0, com n < 0, entdo v’ (z) = na" L.

Exemplo 4.6.

[1] Calcule /(x), sendo u(z) = %; x # 0.
Note que: u(z) = 27! + 327% + 275, temos:
W(z)= (' #3220 = 272 - 1227° — 5276,
[2] Calcule v/(z) sendo u(z) = (23 + 2z + 1) (222 + 3).
Aplicando diretamente as regras:

u'(z) = (23 + 22 +1)) (222 +3)+ (23 + 22+ 1) (222 + 3))

ev'(r) =10z* + 2122 + 42 +6.

P+
[3] Calcule v/(x), sendo u(z) = P
4z 2?2+ x) (23 4+ 1) — (22 + 2)(2® + 1)
) = (T @@ ) @ e e
x3+1 (x3+1)
logo ,()_—1‘4—2$3+21‘—|—1_ 1 — 22
O\ =TT T @ a2

[4] Determine as equagdes das retas tangentes ao grafico de f(x) = z? — 3z e que passa pelo

ponto (3, —4).

O ponto dado nédo pertence ao gréfico de f. Por outro lado a equagado da reta tangente ao grafico

de f no ponto (zg, f(zo)) é
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y(x) = f(xo) + f'(z0) (x — x0),

onde f'(xg) = 2z — 3 e f(xg) = 22 — 3x¢. O ponto (3, —4) pertence a reta tangente, logo,
obtemos:
—4=y3) =22 -3x0+ (220 —3)(3 —x9) = —x3 + 629 — 9.

Resolvendo a equagdo, obtemos: xy = 1 e 29 = 5. Entdo, as equagdes obtidas sdo:
y+zxz+1=0 e y—Tx+25=0.

30
25
20
1sf

10

Figura 4.14: Exemplo [4].

3

[5] Determine as equagdes das retas tangentes ao gréfico de g(xz) = z° — z, paralelas a reta

y—2x=0.

O coeficiente angular da reta tangente no ponto xg é ¢'(z9) = 323 — 1 e deve ser igual ao
coeficiente angular da reta dada; entdo 31:3 —1 = 2; logo, zyp = £1. As equagdes das retas
tangentes sdo:

y—2x4+2=0 e y—2x—-2=0.

i /
05 /
T/
L/
/|
/ ost
/o
/el

Figura 4.15: Exemplo [5].
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4.6 Derivada da Funcao Composta

Suponha que desejamos derivar a seguinte expressao:

u(:z:) — (.1‘9 _1_1‘6 + 1)1000

com as regras dadas. S6 temos a possibilidade de desenvolver o trindmio e aplicar sucessiva-
mente a regra da soma ou escrever como produto de 1000 polindmios e usar a regra do produto.
Como ambeas as possibilidades sdo tediosas, vamos tentar reescrever esta fungao.

Seja g(x) = 219 e f(z) = 2% + 2% + 1; é claro que u(z) = (g o f)(x).
Logo, se soubermos derivar a composta de fungdes o problema estara resolvido.

O seguinte teorema nos ensina a derivar uma fun¢do composta g o f em termos das derivadas
de f e g, que em geral, sdo mais simples.

Teorema 4.2. (Regra da Cadeia) Sejam f e g fungdes, tais que g o f esteja bem definida. Se f é
derivavel em x e g é derivavel em f(z), entdo g o f é derivavel em z e:

(gof)(@) =4 (@) f(2)

Outra maneira de escrever o ultimo pardgrafo é: se y = g(z) e z = f(¢), nas hipéteses do
teorema, temos que:

dy dyd_a:

dt ~ dx dt

Para a prova, veja o apéndice.

Aplicagao:

Seja v(z) = (u(z))", onde n € Z. Entao:

Exemplo 4.7.
[1] Calcule v/ (z) se v(x) = (2° + 26 + 1)1990,

Neste caso u(z) = 2% + 25 + 1; logo, /(z) = 92® + 6 2° e n = 1000; entao:

v (z) = (w(@))1°%) = 1000 (u(z))?? ' (z) = 1000 (z° + 25 + 1) (92° + 6 2°).

d
[Z]Calculed—isey:g(z‘):x3+x+1ex:x(t):t2+1.

Pela regra da cadeia:
dy dy d_a:

il t(3z"+1) =6t +1)" + 2t
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[3] Seja g uma fungéo derivéavel e h(x) = g(z? + 1). Calcule h/(1) se ¢'(2) = 5.
Observemos que h(z) = (g o f)(x), onde f(z) = 2% + 1; pela regra da cadeia:

W (z) = g'(f(x)) f'(2),

e f'(x) = 2x. Logo, W (z) = ¢'(2* 4+ 1) 2 2. Calculando a Gltima expressdo em x = 1, temos que:
K(1) =24 (2) = 10.

d
[4]Sey =u?+u?+3eu=22>—1,calcule d—y
T
Pela regra da cadeia:

dy dy du 9 9 9 9
= 227 _ + = - + -1
T = du do 4z (Bu +2u)=4x(322°-1)"+2(2x )
=4(122° — 82° 4 x);
ou, fazemos a composta das fungoes:

y=ud+u?+3=0222-13+ 222 -1)*+3 ey =4(122° — 823 + 2).

[5] Determine f'(1) se f(z) = h(h(h(z))), h(1) = 1eh'(1) = 2.
Pela regra da Cadeia:

f'(@) = (@) ' (h(z)) B (h(h(z)));
logo, /(1) = 8.

4.6.1 Teorema da Funcao Inversa

A seguir apresentamos um dos teoremas fundamentais em Matematica, o qual garante a exis-
téncia da inversa derivavel de uma fungdo derivavel. A prova deste teorema fica fora dos
objetivos deste livro.

Teorema 4.3. (Fungdo Inversa): Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I. Se f é
derivavel em I e f'(x) # 0 para todo = € I, entdo f possui inversa f~! derivavel e:

o
(=)

Para a prova da primeira parte veja a bibliografia avangada.

(f (@) =

A férmula pode ser obtida diretamente da regra da cadeia. De fato, (f o f~1)(x) = 2 para todo
x € I. Derivando ambos os lados, temos que:

(fof ™)@ =, (1) (f (=1
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Exemplo 4.8.
[1] Seja f(z) = 22, x > 0; logo sua inversa é f~!(x) = /z e f'(x) = 2z # 0 se x # 0; logo:

Aplicando o teorema:
, 1
@) = e 240
[2] Seja f(x) = 23;logo suainversa é f~1(z) = Yz e f'(z) =32® £0sex £ 0;
F'(F (@) = 3 Va2,

Aplicando o teorema:

(@) = 50 2 £0
[3] Se n € N, entdo:
L_q
n ! ZTn
(\/E) - n 9

para todos os valores de z tais que {/x seja definida.

De fato, seja u(z) = 2™; para n par, z > 0 e para n impar, = ndo tem restri¢des; a inversa de u é
“z) = Yred(z) =na" L U (z) # 0sex # 0. Aplicando o teorema, temos:

xﬁ_l
(V2) = (@ @) = s =

u'(u=1(z)) n
Em geral, pela regra da cadeia, se u = u(x) é uma fungdo derivavel e:
v(e) = (u(@)*, aeQ

entao:

[4] Calcule f'(z), se f(x) = VaZ + 1.

Escrevemos f = g o h, onde g(z) = \/z e h(x) = 22 + 1; logo, ¢'(z) = ﬁ e h'(r) = 2 x; entdo:
’ ’ / €T

F() = g/ (h()) W () = ﬁ+1.

[5] Determine f/(0), se f(x )V h 1,h(0)=0eh'(0) =

Pela regra da cadeia:
h'(z) (44 5h(z))

40+ h(x)3

f'(z) =

logo, 1/(0) =
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4.7 Derivadas das Fun¢oes Elementares

A seguir apresentamos as regras de derivagao para as fun¢oes elementares.

4.7.1 Funcao Exponencial

SejaaeRtalque0<a7é1eEntéo,

a:cht T at -1

a . .
De fato, v'(x) = %iH(l] — =« %111(1] = In(a) a®. Em particular, se a = e, temos :

(el’)/ — efL'

Seja v = v(x) uma funcio derivavel e considere a funcio: | u(z) = a*®) | Entao:

De fato, a"(*) = ¢"@)"(%); usando a regra da cadeia para g(z) = ¢” e
que u(x) = (go f)(x); entdo g'(z) = e e ¢/(F(x)) = e"@n(®) = g7(2)
em particular,

(ev(a:))/ _ ev(zr) UI(ZC)

O crescimento ou decrescimento exponencial, expresso pela fungao

Q(t) = Qoe™, (k #0)

tem a propriedade Q'(t) = k Q(t), isto é, a sua derivada é proporcional a fungdo. Alids, isto é o
que caracteriza a fungao exponencial.

__——

Figura 4.16: Nos desenhos, a fun¢do exponencial em azul e sua derivada em vermelho; para
0 <a<1lea > 1,respectivamente.

Exemplo 4.9.
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[1] Sejay = eVe.

Fazendo v(z) = /z, temos i/ = (¢"®))" = ") o/ (2) = i
7 2 \/E.
. 1,1
[2] Sejay = (5) @,
Fazendo v(z) = L temos y = —In(2) (1)i V' (x) = In(2) (l)i 1
x’ 2 27 22

xT

[3] Determine a equagdo da reta tangente ao grafico da fungdo y = e~ * no ponto de abscissa 1.

Derivando ¢y = —2ze "; 3/(1) = —2e ! e y(1) = e~ !; logo, a equacdo da reta tangente
passando pelo ponto (1,y(1)), é:

y+2ze !l —3e =0

. . . .
~10 —o05 [ 05 10 1.3\ 20

T

Figura 4.17: A reta tangente a y = e~*", no ponto de abscissa 1.

4.7.2 Funcao Logaritmica

Sejaac € RtalqueO<a#1le ‘ u(z) = loge () ‘

Usando o teorema da funcéo inversa para f~! = u e f(z) = a*, temos que:

) = ZOQ;(G)

o' (z

1 1 log,(e
De a0, 1(0) = iy = ) =

(in2)) = -

. Em particular, se a = e:

Usemos a regra da cadeia para calcular a derivada de ‘ u(z) = loge(v(z)) ‘ onde v(x) > 0 é uma
funcao derivavel. Em tal caso:
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o loga(e) v (x)
=)

Em particular, se a = e:

Figura 4.18: Fungdo logaritmica em azul e sua derivada em vermelho; para0 <a < lea > 1,
respectivamente.

4.7.3 Algumas Propriedades
(a) Para todo a € R, se u(z) = %, z > 0; entao:
u'(z) = (%) = az® L.

De fato, aplicando logaritmo a expressdo y = u(z) = z®: temos, In(y) = In(u(z)) = aln(z);
derivando:

p_wlx) Yy
[in(y)] = =

. [0
ou seja, — = —; logo,
y X

Observagio 4.2.

Em geral, se ‘ u(z) = [v(x)]*], onde v(z) > 0 e a € R, temos:
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(b) Seja|y = [u(z)]"® |, onde u(z) > 0. Aplicando logaritmo a expressao:

y = [u(@)]";

temos que, In(y) = v(z) In(u(x)). Derivando, temos:

y u'(z) v(z) / [, u'(z) v(x)

= =v(x)In(u(x)) + e x) =y(x) |v(x)iIn(u(x)) +

L= v(@)n(u(e) + TS e g/ () = y(@) |o @) Inu() +
Entdo, se y = (u(z))"@):

!/
I v(z) ! u (‘T) U(.T)
= )] (@) in(u(@) + =
Exemplo 4.10.
[1] Calcule a derivada de y = 3/z + 2% 4+ 2 V23, 2 > 0.
Aquia = %, a=-Hea= %, respectivamente; logo: y = gaf% — 520 4 gafi.
. B VT ev®

[2] Calcule a derivada de y = CETE

Aplicando logaritmo a funcdo e usando as propriedades da fungao logaritmica, temos:

In(x)

In(y) = In(vz) + In(eV®) — 4in(z? + 2 + 1) = + vz —4in(z® +z +1).

2
/
. Y 1 1 8z +4
Derivando: = = — — Jogo:
v Yy 2:C+2\/§ 22 +ax+1 &
, 1 1 8z +4 VzeV® 1 1 8z +4

y =yl ﬂ—i_?ﬁ_:ﬂ—kx—l—l (Bt 1)t ﬂ+2\/5_352‘|'5’7"‘1 '

[3] Calcule a derivada de y = x*, x > 0.
Aplicando logaritmo a expressdo e usando as propriedades da fungdo logaritmica, temos:

/
In(y) = xIn(z). Derivando: vo_ In(z)+1e,
Yy

y =y(x) (n(x) +1) = (In(z) + 1) z*.
[4] Calcule a derivada de y = V%, = > 0.

Aplicando logaritmo a expressdo e usando as propriedades da fung¢do logaritmica, temos:

) y In(x) 1

= .D e —

In(y) = In(x) /x. Derivando " ava + Nk
In(x) 1 In(z) +2] /&

!/ = P x

y_y(x)[Q\/E—i_\/E] [ 2z |

logo:
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[5] Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(z) = 2, (x > 0) no ponto de abscissa
o = 1.

Aplicando logaritmo a ambos os lados de y = 2%, temos que: In(y) = z*in(z); derivando,
obtemos:
o 2?1 / o
Yy =yQzxin(z)+z)==x 2Iln(x)+1) =y (1)=1

e a equacao da reta tangente é y — z = 0.

L
1

2

Figura 4.19: Gréfico de f(z) = 2.

1
t

[6] Seja f(x) = In(x). Sabendo que f'(1) = 1, verifique que: }ir%(t +1)t =e.

. fe+1D)—f1) . In(t+1) 1 . 1
! = = = t = t]
(1) = }gr(l] " = %Er(l] ; = %Er(l)ln((t +1)t)=In %gr(l](t + 1)t |;
entdo, 1 =In |:}iH(1)(t + 1)1} ; logo:
. 1
%gr(l](t +1)t =e.

Tabela

Sejam u(z), v(z) fungdes diferencidveis e k uma constante. Se:
[1]1y = k, entdo 3/ = 0.

[2] y = z,entdo y = 1.

3]y = kv(z), entdo v = ko'(z).

[4] y = u(x) £ v(x), entdo y' = u'(z) + /().

[5] y = u(z) - v(x), entdo y = v/ (x) - v(x) + u(z) - v'(2).

[6]y = L v(z) # 0, entao y = =
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[7]y = 0", entdo y' = a**) - In(a) - v/ (x).

[8] y = "), entdo 3 = u'(z) )

[9] y = loga(u(x)), entdo ' = log,(e)

[10] y = In(u(x)), entdo 3y = »

[11]y = (u(z))®, « € R, entdo v = a (u(x))* Lo/ (z).

[12] Seja y = (u(z))"®), onde u(z) > 0, entéo:

4.7.4 Fungdes Trigonométricas
Se y = sen(x), entdo sen(x +t) — sen(x) = 2 sen(u) cos(x + u), onde u = % Logo:

sen(x +t) — sen(x) sen(u) cos(z + )

! _ . _ .
v = t T
= lim sen(u) cos(x + u)
u—0 u
= cos(x)

onde, para calcular o dltimo limite usamos um limite fundamental. Se y = cos(z), sabendo que

cos(x) = sen(g — z) e utilizando a regra da cadeia com u(z) = g — x, temos:

y' = cos(u(x))u'(z) = —cos(g — ) = —sen(z).

en(z)

os(x)

S oqs .
Se y = tg(x), sabendo que tg(z) = e utilizando a regra do quociente, temos:
C

,  cos?(x) + sen?(x)

_ o2

Yy = 2052 (z) sec”(x).
Se y = sen(x), entdo y' = cos(z). Se y = cotg(x), entdo y' = —cosec?(z)
Se y = cos(x), entdo y = —sen(x) Se y = sec(x), entdo y' = tg(x) sec(x)

Se y = tg(x), entdo iy = sec?(z) Se y = cosec(x), entdo y' = —cotg(z) cosec(x).
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Tabela

Sejam u(z), v(z) fungdes diferencidveis e k uma constante. Se:

[13] Se y = sen(u(x)), entdo y' = cos(u(x)) v/ (z).

[14] Se y = cos(u(x)), entdo y' = —sen(u(z)) v (z).

[15] Se y = tg(u(x)

[16] Se y = cotg(u(x)), entdo v = —cosec?(u(x)) v’ (z).
)

[17] Se y = sec(u(x)
(u(

x)), entdo y' = sec?(u(x)) v (z).

Py

,entdo y' = tg(u(x)) sec(u(x)) - u'(z).

[18] Se y = cosec(u(x)), entdo y' = —cotg(u(x)) cosec(u(z)) v’ (z).

Exemplo 4.11.

[1] Se y = sen(ax), a € R.

Fazendo u(z) = ax, temos v/(z) = «; utilizando a tabela, temos que:
y = acos(ax).
Para as outras fungdes trigonométricas, o procedimento é analogo.

[2] Seja y = sen®(ax), onde «, 3 € R — {0}.

Fazendo y = sen’(ax) = (sen(az))?, derivando como uma poténcia e usando o exercicio
anterior, temos:
y = Basen L (ax) cos(ax).

Para as outras fungdes trigonométricas, o procedimento é analogo.
[3] Seja y = tg(sen(z)).
Fazendo u(z) = sen(z), temos u'(x) = cos(z); logo, temos que:
y = cos(x) sec®(sen(x)).
[4] Determine as retas tangentes ao grafico de u = sen(x) que tenham o coeficiente angular
igual a —.
S

Sabemos que se u(z) = sen(z), entdo u'(z) = cos(x

~—

; logo, devemos resolver a equagao :

ou seja, cos(z) = 1, que tem solugdes z = =+ g + 2km, onde k € Z. As equagdes sdo:

6y —3z+(1+6k)7T—3V3=0, sex:g—i-le, keZ e

6y —3z+ (6k—1)7+3vV3 =0, sexz—%—i—le, ke
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Figura 4.20: Desenho para k£ = 0.

[5] Determine os pontos onde o gréfico da fun¢do y = = + 2 sen(x) possui reta tangente hori-
zontal.

1
Devemos resolver a equagao y/ = 0 ou, equivalentamente, cos(m) = 3 ; logo, 0s pontos tem

2
abscissas r = j:?7T +2km ke Z.

N

~

Figura 4.21: Desenho para k£ = 0.

4.7.5 Funcdes Trigonométricas Inversas

Seja y = arcsen(z). A funcdo arco seno, definida para x € [—1, 1] é a funcdo inversa da fungao:

f(z) =sen(z), se — Sxﬁg.

m
2

Logo, f'(z) = cos(x) # 0se x € (—g, g) Usando a férmula do Teorema da Fungdo Inversa,

temos: se y = f~!(x) = arcsen(z), ou seja, sen(y) = x, entdo:

—1y/ ) = 1 = ! = !
(f7) (=) F'(f~Yx)) cos(arcsen(x))  cos(y)
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Mas, cos(y) = /1 — sen?(y), pois y € (—g, g) Entao:

, 1 1

= = , se ze(—1,1).
Y V1-—sen?(y) V1-—a? ( )
Seja y = arccos(x). Como arcos(x) = g — arcsen(x), temos: y' = —(arcsen(x))’; logo,
, 1
Yy = gt se ze(—1,1).

Tabela

Sejam u(z), v(z) fungdes diferencidveis e k uma constante. Se:

()

V1—u2(z)

[19] Se y = arcsen(u(z)), entdo y' =

[20] Se y = arccos(u(z)), entdo y' = —%.
—u?(x
[21] Se y = arctg(u(x)), entdo iy = : —t/?(;z y
[22] Se y = arccotg(u(z)), entdo y' = —%.
[23] Se y = arcsec(u(x)), entdo y = w(z) , Ju(z)] > 1
Ju(z) [/ u?(x) —
[24] Se y = arccosec(u(x)), entdo y' = — v(z) , Ju(z)] > 1

Ju(@)|/u?(x) — 1

4.7.6 Funcoes Hiperbélicas

As derivadas das fung¢des hiperbélicas sdo calculadas diretamente, pois todas elas envolvem

exponenciais. Por exemplo, seja y = senh(z) = 3 (e® — e~*); derivando, temos: y’ = cosh(z).

Tabela

Seja u(x) derivavel. Usando a regra da cadeia, temos:
[25] Se y = senh(u(z)), entdo y' = cosh(u(z)) v’ (x).
[26] Se y = cosh(u(x)), entdo y' = senh(u(x)) v (x).
[27] Se y = tgh(u(x)), entdo v = sech?(u(x))u' (z).

[28] Se y = cotgh(u(x)), entdo y' = —cosech?(u(x)) v/ (x).
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[29] Se y = sech(u(z)), entdo y' = —tgh(u(z)) sech(u(z)) v ().
[30] Se y = cosech(u(x)), entdo 3y’ = —cotgh(u(z)) cosech(u(x))u (x).

Exemplo 4.12.

Calcule as derivadas 3/, sendo:
[1] y = etg(x).
Fazendo u(z) = tg(z), temos y = *“(*); usando a tabela: v/ = u/(z) e**) e 3/ = sec?(z) !9,

[2]y = In(in(z)).

u'(x) 1
Fazendo u(z) = In(z), temos y = In(u(z)); logo: ¥ = =
[Bly = J:cos(l). Entdoy' = cos(l) (cos(l))/.
x x x
Fazendo u(z) = 1 temos que cos(l) = cos(u(r)); como (cos(l))/ - sen(l) temos:
x’ x x x2 x’’

1 1 1
= cos(;) + p sen(g).

[4] y = cos(sen(x)).
Fazendo u(z) = sen(x), temos y = cos(u(x)); usando a tabela:

y = —u'(x) sen(u(x)) = —cos(x) sen(sen(x)).

[5] y = arccotg(3 x?).

Fazendo u(r) = 322, temos y = arccotg(u(z)); usando a tabela:

F_ u'(x) - 6x
v = 1+u2(z) 1+9a2%

1
[6]y = arctg(;).
1
Fazendo u(z) = E' temos y = arctg(u(z)); usando a tabela:

p__u@ 1
y_1+u2(3:)_ 1422

[7] y = sen(In(x)).

Fazendo u(z) = In(z), temos y = sen(u(z)); usando a tabela:

cos(ln(a:)).

T

[8] y = In(sen?(x)).
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Fazendo u(r) = sen?(x), temos y = In(u(z)); usando a tabela:

,_u’(az)_ cotg(x
Y= = 2 cotg().

r—1

[9] y = In(cos(=—)).

Fazendo u(z) = cos(%‘l), temos y = In(u(z)); usando a tabela:

, u(x) 1, z-1

v u(z) :_Ptg( x

[10] y = arcsec(In(x)).
Fazendo u(z) = In(x), temos y = arcsec(u(z)); usando a tabela:

1
xin(z) /In?(z) — 1

se T >e

1

- se 0<x<el
xin(z)\/In?(x) — 1

[11] Calcule a drea do tridngulo determinado pelos eixos coordenados e pela reta tangente a

1
curva y = — no ponto x = 2.
ZT

1
A reta tangente a curva y = f(z) = 2 ! no ponto z = 2 é: y— 5= f(2) (z —2). Como
1
(2 = —7 2 equagdo da reta tangente é: 4y + 2 —4 =0. Sex = 0, entdoy = 1;sey = 0,

entdo x = 4. A altura do tridngulo é igual a 1 e a base é igual a 4. Logo, a drea do tridngulo é:
A=2u.a.

~

1

Figura 4.22:

[12] Uma particula move-se ao longo da curva y = 1 — 222. Quando = = 3 a particula escapa
pela tangente a curva. Determine a equagao da reta de escape.

A equacdo da reta tangente a curva no ponto de abscissa 3 é y — f(3) = f/(3) (z — 3), onde
f(z) =1-22%logo, f'(x) = —4ze f'(3) = —12; aequagdo é: y + 122 — 19 = 0.
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Figura 4.23:

4.8 Derivacao Implicita

Seja F'(z,y) = 0 uma equagdo nas varidveis x e y.

Definicdo 4.5. A funcdo y = f(x) é definida implicitamente pela equagdo F'(x,y) = 0, quando
F(z, f(z)) =

Em outras palavras, quando y = f(x) satisfaz a equagdo F'(z,y) = 0.

Exemplo 4.13.

[1] Seja a equagdo F(x,y) = 0, onde F(x,y) = 2° +y — 1;a funcdo y = f(x) = 1 — 23 é definida
implicitamente pela equagdo F(z,y) = 0, pois:

Flz,f(z)) =2+ (1-2%) —1=0.

[2] Seja a equacdo F(z,y) = 0,onde F(x,y) = y*+x—1;afungdo y = f(z) = v/1 — x é definida
implicitamente pela equagdo F(z,y) = 0, pois:

F(z, f(x)) = (V1-2)' +2 - 1=0.
[3] Seja a equacdo F(x,y) = 0, onde F(z, ) 22 + y? — 25; esta equacdo define implicitamente
uma familia de fungdes; por exemplo f(z) = v/25 — 22, f(z) = —v/25 — 22; em geral,

y= fe(x

para cada ¢ € (—5,5).

3EVdx +37
——— Sao

[4] Seja F(x,y) = 0, onde F(z,y) = y?> — 3y —x — T; entdo, as funcdes f(z) =
: 2

definidas implicitamente pela equagdo F(z,y) = 0, pois:

3++V4x+ 37

F(x, f(z)) = F(x, 5 ) =0.
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Observemos que nada garante que uma funcdo definida implicitamente seja continua, deri-
vével, etc. Na verdade, nem sempre uma equagido F'(z,y) = 0 define implicitamente alguma
fungdo. Por exemplo, considere a seguinte equagao:

23y + 23 tg(xy?) + In(x +y) + sen(z) = 0.

4.8.1 Cailculo da Derivada de uma Funcao Implicita

Podemos calcular a derivada de uma funcado definida implicitamente sem necessidade de expli-
citd-la.
Para isto usaremos novamente a regra da cadeia. Suponha que F(z,y) = 0 define implici-

tamente uma fungdo derivavel y = f(x). Através de exemplos mostraremos que podemos
calcular 3’ sem conhecer y.

Exemplo 4.14.

[1] Seja y = f(x) uma funcdo derivavel definida implicitamente pela equagdo z? + y* = 1.
Calcule ¢/'.

Comoy = f(x), temos z2+((f(z))? = 1. Derivando em relagdo a = ambos os lados da igualdade
e usando a regra da cadeia, obtemos:

(@) + (f(2)*) = (1) = 22 +2f(2) f'(z) = 0= 2 + f(z) f'(2) = 0.
x x
Entdo, f'(z) = ——— = —=. Logo,
S TR
, x
Yy =—-.
Y
[2] Verifique que a fungdo f(z) = v/1 — 22 é definida implicitamente por 2% + y? = 1 e calcule
.
E imediato que a funcéo f(z) = v/1 — 22 é definida implicitamente pela equacao z2 + y> = 1 e:
x

fo=—a=="y

4.8.2 Método de Calculo da Func¢ao Implicita

Dada uma equagdo que define y implicitamente como uma funcao derivével de z, calcula-se y’
do seguinte modo:

1. Deriva-se ambos os lados da equacdo em relagdo a z, termo a termo. Ao fazé -lo, tenha em
mente que y € uma funcdo de x e use a regra da cadeia, quando necessdrio, para derivar
as expressoes nas quais figure y.

2. O resultado serd uma equagdo onde figura ndo somente z e y, mas também y'. Expresse
y' em fungdo de x e y.

3. Tal processo é chamado explicitar y/'.
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Exemplo 4.15.

Calcule ' se y = f(z) é uma fungdo derivavel, definida implicitamente pelas equagdes dadas:
123 —322y* +9°> =62+ 1.

Note que 22 — 322 y? + y3 =62 + 1 éiguala 2® — 322 (f(2))* + (f(2))> =62 + 1.

Derivando ambos os lados da equagao, obtemos: (z3)' — (322 (f(z))*) + ((f(2))?) = (6x+1)/;

entao,

3u? —6x (f(x)* —122° f'(2) (f(2))® + 3 f'(x) (f(x))* = 6.
Logo, 322 — 6z y* — 1222y y® + 39’ y? = 6. Expressando 3’ em fungéo de z e y:
, 2—2? 422yt

YT E—daty)

[2] 22 + 2y + x sen(y) = y sen(x).
Derivando ambos os lados 2 z+y+xz /' +sen(y)+x cos(y) y' = ' sen(x)+y cos(x). Expressando
y' em funcdo de z e y:

, ycos(x) —2x —y— sen(y)
x4+ xcos(y) — sen(w)

[3] sen(z + y) = y? cos(x).
Derivando ambos os lados (1 + 3/') cos(z + y) = 2y ¥ cos(x) — y* sen(x). Expressando 3’ em
funcdode z e y:

, y?sen(x) + cos(z + y)
"~ 2ycos(x) —cos(z +y)

Y

O processo de derivar implicitamente pode ser usado somente se a fun¢do determinada pela
forma implicita é derivdvel. Mas, para os exemplos e exercicios, sempre consideraremos esta
exigéncia satisfeita.

[4] Determine a equagdo da reta tangente ao grafico da fungao implicita definida por:
y* =a?(z+2),

11 3)

272 V27

Derivando a equagado implicitamente:

no ponto ( —

2yy =z B3z +4).
Expressando ' em fun¢do de z e y:

; 3x2+4x_
=gy
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lembrando que = = —%, v =f(z)e

. . 11 /3 - ,
é o coeficiente angular da reta tangente no ponto ( — -, = 5) e a equacao desta reta é

4V6y 410z —1 = 0.

Figura 4.24:

[5] Determine a equagdo da reta tangente e a equagdo da reta normal ao grafico da fungdo
1
implicita definida por: (22 + »?) (y*> + x (z + 1)) = 4z y* no ponto (5, 5)

Derivando a equagdo implicitamente

29 y (29> + 222 —32) = —(4dxy® +42° + 322 — 34%).

1 1 1
Lembrando que = = 5 vy =fl(r)ey = §,temos que f’ (5) = 2 é o coeficiente angular da reta

11
tangente no ponto (5, 5) eaequacgdo destaretaé2y —4x + 1 = 0. A equagdo da reta normal é
dy+2x—-3=0.

Figura 4.25:
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[6] Determine a equagdo da reta tangente e a equagdo da reta normal ao grafico da fungdo

implicita definida por:
2 2
2l
a b2

em qualquer ponto; (a e b constantes ndo nulas).
Derivando a equagdo implicitamente:

/

2z 2yy

2 TR 0.

Expressando 3’ em fun¢do de z e y:

, v’z
=2,

)

lembrando que x = x¢, ' = f'(x) e yo = f (o), se yo # 0, temos:

621‘0
!/
xo) = ———
f ( 0) a2y0 )
que € o coeficiente angular da reta tangente no ponto (¢, yo) € a equacgdo desta reta é:
b2 To .
Y=Y =—|3 (x — xp). Ou, equivalentemente,
a= Yo

Yo Zo
H a H rel

A equacdo da reta normal é:

se xg # 0.

Estas sdo as equagdes da reta tangente e da reta normal num ponto qualquer (z¢, yo) da elipse.
Em particular se a = b = r, temos todas as retas tangentes e normais num ponto qualquer
(x0,y0) de um circulo de raio r.

Figura 4.26: A elipse e suas tangentes.
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[7] Determine a equagdo da reta tangente e a equacdo da reta normal ao gréafico da funcao
implicita definida por:
22 2
a2 b?

em qualquer ponto; (a e b sdo constantes ndo nulas).

=1,

Derivando a equagado implicitamente:

2z 2yy
@
Explicitando y':
;. 621‘_
Yy = a2y7

e lembrando que x = o, ¥’ = f'(z) e yo = f(x0), se yo # 0, temos:

que é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fun¢do no ponto (xo, yo) e a equagao

desta reta é:
Yo xo 1
b2 y- a? re

o a®yo (& — 20)
y ?/O— 621'0 0

A equacdo da reta normal é:

se xo # 0. Estas sdo as equagOes da reta tangente e da reta normal a uma hipérbole num ponto
(x0,yo) arbitrério.

S LNy, by
N\ | 4
[ I
/ 1\
/ \
N\, .
/ /\
Ny
\
RN
L
% / N
/20 2N B N BN

Figura 4.27: A hipérbole e suas tangentes.

[8] Ache a equacédo da reta tangente ao gréfico das fun¢des implicitas definidas por:

i) 23 4+ y® = 6 2y, no ponto (3, 3). (Folium de Descartes).
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ii) 2 (22 + y?)? = 25 (22 — 3?), no ponto (3, 1). (Lemniscata de Bernoulli).
p

i) Folium de Descartes: Derivando a equagdo implicitamente:

y,:2y—a:2
y2 -2z
No ponto (3,3), ¥/ = —1 e a equagdo da reta tangente é:
p q g
T +y=06.

Figura 4.28: Folium de Descartes.

ii) Lemniscata de Bernoulli: Derivando a equagdo implicitamente:

, oz (=25+42% +4y?)
Y T2+ 4a2 + 4y2)

No ponto (3,1):
¥y = 13
e a equagdo da reta tangente é

13y + 9z — 40 = 0.

oL

_2F

Figura 4.29: Lemniscata de Bernoulli.
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4.9 Familias de Curvas Ortogonais

As familias de curvas ortogonais sdo muito utilizadas em diferentes dreas. Na Fisica, por exem-
plo, as linhas de forga de um campo eletrostatico sdo ortogonais as linhas de potencial constante
e as curvas isotérmicas (de igual temperatura) sdo ortogonais ao fluxo do calor.

Definicao 4.6. Duas curvas sdo ditas ortogonais num ponto de interse¢do se suas retas tan-
gentes nesse ponto sdo perpendiculares. Uma familia de curvas é ortogonal a outra familia de
curvas se cada curva de uma familia é ortogonal a todas as curvas da outra familia.

Exemplo 4.16.

[1] A familia de pardbolas y? = 4 a x é ortogonal a familia de elipses 2 22 + y? = b?.
p g p

Derivamos as equagdes implicitamente e comparamos os coeficientes angulares. Sejam m; os
coeficientes angulares correspondentes a familia de pardbolas e my 0s coeficientes angulares
correspondentes a familia de elipses. Logo,

eml-mgz—l.

Figura 4.30:

[2] A familia de circulos 2 + y* = a x é ortogonal a familia de circulos 2% + y* = by.

Derivamos as equagdes implicitamente e comparamos os coeficientes angulares. Sejam m; os
coeficientes angulares correspondentes a familia 22 + y* = ax e ma os coeficientes angulares
correspondentes a familia 2% + y* = by. Logo,

a—2z y?—a? o 2x 2xy
my = = mo = =
! 2y 2xy 2T b2y 2Z—y?

eml-mgz—l.
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Figura 4.31:

410 Derivadas de Ordem Superior

Definicao 4.7. Seja f uma fungdo derivavel.

1. Seaderivada f’ é uma funcdo derivavel, entdo sua derivada é chamada derivada segunda
de f e é denotada por:

() = 1"

2. Se f” é uma fungdo derivavel, entdo sua derivada é chamada derivada terceira de f e é
denotada por:

(f/l)l — f,”-

3. Em geral, se a derivada de ordem (n — 1) de f é uma funcdo derivavel, sua derivada é
chamada derivada n-ésima de f e é denotada por:

(FODY = .

Notagges: fO = f, ' = {1, f = f©), f" = ), etc.

Exemplo 4.17.

[1] Sendo f(x) = x* + 22% + x — 1, calcule f(.

n 1 2 3 4 5
@) | 42 +622+1 | 12224122 | 24z+12 [ 24 | —0 | 0 | ©

Logo, f™(z) = 0,sen > 5.
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Figura 4.32: Gréficos de y = f(z) (verde) e suas derivadas.

Em geral, se f é uma fungio polinomial de grau n, entdo, f™(z) = nla, e f®)(z) = 0 para
p > n.

[2] Sendo f(x) = %, calcule £,

n 1 2 3 4 5 6 7

@) | =272 | 2273 | 627 | 2427 | —12027% | 720277 | —504027°

Logo:

n n n!
F () = (=1) —i  para todo neN.

[3] Sendo f(z) = Ve, calcule ().

n 1 2 3 4 5 6 7
£ () Ver | Ver |oyer | Ver | Ver | Ver Ve
2 4 8 16 32 64 128
Logo:
0 (z) = Z—Z, paratodo n € N.

[4] Sendo f(z) = sen(z), calcule (.

f'(@) = cos() = sen(z + ) FO(@) = sen(a) = sen(z + o)
FO(@) = sen(z) = sen(z + =) FO)(@) = cos(z) = sen(z + 2T
fO(2) = —cos(x) = sen(x + 3;) O (z) = —sen(z) = sen(x + 6;)
Logo:
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para todon € N.

[5] Sejay = a + = + ba? + ca?in(z), a, b, ¢ € R. Verifique que 2® y® — 22y + zy/ = .
) que q

2¢
Derivando: y = cz + 2cain(z) + 2ba + 1, 4" = 2b+ 3¢ + 2cin(z) e y® = =; entdo
xr

2
23 2° —22(2b4+3c+2cin(x)) + z(cx+2cxin(z) +2bx +1) =

T

[6] Se y = e* (Ax + B) satisfaz a equagio 3y®) — 63" — 2y +4y = x ¢*, determine o valor das
constantes A e B.

Calculando as derivadas:

Y =e*(Az+A+B), ' =" (Az+24+B) e y® =e"(Az+3A+ B);
logo a equagdo fica: —e” (Ax + 54+ B) = xe” da qual obtemos A = —1e B =5.
[7] Calcule 3)(9), se f(z) = xg(vx),¢'(3) =6,9"(3) =1e g®(3) = 2.

7'a) = oV >+£g'<f ) 1) = 1o B4 (VE) 4 VE (V)

logo, f®)(9) = —

Observagao 4.3.

Em geral, nada garante que quando calculamos sucessivamente as derivadas de uma funcgao,
estas sejam funcdes deriviveis.

[7] Seja f(x) = x*|x|. Entdo,

f’(a:):{ 322 se x>0

—3z2 se <0

Logo f'(z) = 3 |z|, para todo = € R; analogamente temos que f”(z) = 6|z| para todo z € R;
mas f” ndo é derivavel no ponto zy = 0. Verifique.

Definicio 4.8. A funcdo f : A C R — R é dita de de classe C* (0 < k < +o0) em A4, se f
possui as derivadas até a ordem k e f(*¥) é continua em A..

Como f©) = f,se f é de classe CY, entdo f é continua.

Exemplo 4.18.

[1] As fungdes polinomiais sdo de classe C*° em R.

[2] As fungdes exponenciais sdo de classe C*° em R.

[3] As fungdo logaritmicas sdo de classe C*° em (0, +00).

[4] A funcdo f(z) = 2%|z| do exemplo [7] ¢ de classe C'! em R e ndo é de classe C*.
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4.11 Aproximacao Linear
E intuitivo pensar que uma fungao derivavel restrita a um pequeno intervalo contido em seu
dominio "comporta-se"como uma fungdo polinomial do primeiro grau.

Por exemplo, consideremos y = f(r) = z%. Estudando f num pequeno intervalo contendo
x =1, por exemplo I = [0.99, 1.01], obtemos:

x f(x)
0.99 0.9801
0.999 0.998001
1 1
1.001 1.0002001
1.01 1.0201

A reta tangente ao grafico de f no ponto x = 1 é dada por y = 2z — 1; seu coeficiente angular
é 2. Determinemos os coeficientes angulares das retas passando pelos pontos (0.999, f(0.999)),
(1, f(1)) e (1.001, f(1.001)), (1, f(1)), respectivamente:

F(1) - £(0.999) F(1.001) — £(1)
=T 10999 9M0 e me=Tme T

= 2.0010.

Figura 4.33:

my e my sdo valores bastante proximos de 2. Observe que se |z — 1| — 0 (z perto de 1), entdo
f(z) = 2? fica préoxima de y = 2z — 1. De fato:

lim |f(z) —y| = lim 2% — 22 + 1| = 0.
z—1 z—1
Isto nos leva a estabelecer a seguinte definigao:

Definicdo 4.9. Seja y = f(x) uma fungdo derivavel em z(. A aproximagdo linear de f em torno
de x é denotada por I(z) e definida por:

I(z) = f(zo) + f'(z0) (z — o)

sex € (xg —¢&,x0 +€), € > 0 pequeno.
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A fungdo [(x) também é chamada linearizacdo de f ao redor do ponto zy. A proximidade
de f(z) e I(x) nos permitird fazer algumas aplica¢des. A notacdo para f(z) proxima a I(z) é
(@) =~ 1(x).

O erro da aproximacao é F(x) = f(x) — I(x) e satisfaz a seguinte condigdo:

hm‘E(x)‘ ‘f — f(20)

T—x0 T — I 93—>$0 Tr — X

— ['(zo)| = 0.

Exemplo 4.19.

Suponha que ndo dispomos de calculadora ou de outro instrumento de célculo e precisamos
resolver os seguintes problemas:

[1] Se f(z) =

1
m representa a temperatura num arame, calcule a temperatura f(0.01).

[2] Se f(t) = €3 representa o crescimento de uma populagdo de bactérias, calcule a populagéo
de bacterlas parat = 20.012.

[3] Calcule, aproximadamente (1. 001)7 — 2 ¢/(1.001)% + 3.

Solugoes:

[1] Vamos determinar [(z) = f(0) + f/(0) 2. Derivando: f'(z) = — ; entdo:

(1+22)
1
(1+2x)4

tal que € > 0 (pequeno). Como 0.01 € (—¢,¢), temos, f(0.01) ~ [(0.01) = 0.92 graus.

~|(z) =1—-8z, nointervalo (—¢,¢),

25r

-010 -0.05 0.05 0.10

Figura 4.34: Exemplo [1].

[2] Vamos determinar [(z) = f(20) + f/(20) (x — 20), com f(20) ~ 403.42. Derivando, obtemos:
f'(t) = 0.3e%3%; entao:

3t~ 403.42 +121.02 (t — 20), nointervalo (20 —¢,20 + ¢),
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tal que € > 0 (pequeno). Como 20.012 € (20 —¢,20 +¢), se t = 20.012, entdo,

e0:3x20.012 403 49 + 121.02 x 0.012 = 404.87.

1500

1000

Figura 4.35: Exemplo [2].

[3] Considere a fungao flx) =27 -2 V2% + 3 ez = 1.001. Entdo, para xp = 1, temos f(1) =
13
flx) =72 - f fa )=— logo,

1) = F(0) + £/(1) (o = 1) = 5 (132 =)

para todo x préximo de 1. Em particular, para z = 1.001,

(1.001)7 — 2 ¢/(1.001)4 4+ 3 ~ = (13 x (1.001) — 7) =~ 2.00433.

L L L L L L L
02 04 06 08 10 12 14

Figura 4.36: Exemplo [3].

A

[4] Considere a fungdo logistica L(t) = =i Determinemos sua aproximagdao linear, no
e

ponto ty:

ABC et

Derivando: L'(t) = m,

logo,
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1(t) = p(to) (B +€“™ + BC (t — tg)),

A ect()

Onde, p(t()) = m

6

5

Ak

L of

1 /
-3 -2 -1

-3 -2 -1 1 2 3 4

Figura 4.37: Desenhos para ty = 1 e ty = 2, respectivamente.

[5] Calcule o valor aproximado do volume de uma esfera, construida de uma folha de ago de
0.05 cm de espessura sendo seu raio interno igual a 2 cm.

4 . . . .
O volume de uma esfera é V(r) = 5717"3. Seja 9 = 2; entdo, a lineariza¢do do volume é:

V(r) ~ ? X (3r —4)m.

Logo, V(2.05) ~ 11.46 m cm?. O verdadeiro volume da esfera é V = 11.48 w em®. Note que o
erro cometido é: £(2.05) = V — 1(2.05) = 0.06335543 cm3.
4.12 Aproximacao de Ordem Superior

De forma andloga a aproximagdo linear podemos definir aproximagdo quadratica, aproximacao
ctbica, etc. E possivel verificar que o erro destas aproximagdes é cada vez menor ao redor de
um pequeno intervalo.

Defini¢do 4.10. Seja f € C3. A aproximagdo quadratica e a aproximagdo ctibica de f em torno
de x¢ sdo denotadas e definidas por:

f/,($0)

q(x) = f(zo) + f'(z0) (x — x0) + 9 (z — 0)?
"y (3) T
() = Fao) + 1'(wo) (o = 0) + LT (o — g2 4 L0 (o

sex € (zg —e,x09 +€), € > 0 pequeno.

Exemplo 4.20.
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[1] A proporgdo de lampadas de s6dio que falham apo6s ¢ horas de uso é dada por:

10000

Pt)=1- ——.
®) (t +100)?

Determine a proporgdo de lampadas que falham apés 99 horas de uso.

Vimos que a aproximagdo linear de P = P(t) ao redor de 100 é

I(t) = Zéﬁ(t4-zooy

Determinemos a outras aproximagdes, ao redor de 100. Calculemos :

60000 240000
P// t = —-— P(g) t -
(*) (t + 100) (*) (t + 100)5°
logo:
(t) — E + L _ 3t2
=96 7160 ~ 160000
-2t _ 9
96 T 100~ 160000 T 8000000

Logo, ¢(99) = 0.74748125 e ¢(99) = 0.7474811250.

1.2
1.0:—
0.8:—
oe}
0.4:—

0.2

Figura 4.38: Graficos de P(t) (azul), ¢(t) e c(t).
[2] Calcule, aproximadamente (1.1)? x /10 — 1.12.
Considere a funcéo f(z) = 2210 — 22 e z = 1.1. Entéo, para 7o = 1, temos f(1) = 3, logo:

14 37x 582a2

i@) =~ 5r 57
() 50 65z N 35022 17623
cx) = —— — — .
243 81 81 243

eq(l.1) = 3.58815 e ¢(1.1) = 3.5838.
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10}

0.5 10 15 20

Figura 4.39: Gréficos de f(x) (azul), ¢(x) e c(t).

Para outras aproximagdes, veja o tltimo exercicio do capitulo.

4.13 Velocidade e Aceleracao

Da Fisica elementar sabemos que a velocidade percorrida por um moével em linha reta é dada
pelo quociente da distancia percorrida pelo tempo transcorrido. Usaremos a defini¢do de deri-
vada para determinar a velocidade instantanea de um mével que se move ao longo de qualquer
trajetoria derivavel.

Suponha que uma particula move-se ao longo do grafico da funcdo v = u(t). Se [a,b] é um
pequeno intervalo contido no dominio de u, a velocidade média da particula no intervalo [a, b]
é:

distancia  u(b) — u(a)
Vah = =

tempo  b-—a
;\ b Ic
Figura 4.40:

vap € 0 coeficiente angular da reta passando por (a, f(a)) e (b, f(D)). v Nd0 dd informagao sobre
a velocidade da particula no tempo ¢ = ty. Se estamos interessados na velocidade instantanea
em t = o, consideremos o intervalo [tg, ty + h], h > 0; entado:
u(to + h) — u(to)
Vp = h
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Analogamente para h < 0.

Definigao 4.11. A velocidade instantanea de uma particula que se move ao longo do gréfico da
funcédo derivavel u = u(t) em t = t, é:

v (tO) =/ (t) |t:t0

o(b) = v(a)

De forma andloga definimos a aceleragdo média: a,, = b
—a

Definigao 4.12. A aceleragdo instantanea de uma particula que se move ao longo do gréafico da
funcdo duas vezes derivavel u = u(t) em ¢t = tg, é:

a(to) =v'(t)],_,, = v"(t)]

O movimento harmonico simples s = s(t) é caracterizado por a(t) = —ks(t) (k > 0) e o
movimento harmoénico amortecido por a(t) = kv(t) + ps(t) (k, p € R).

Exemplo 4.21.

[1] Uma particula move-se ao longo da curva u(t) = t3 — 5¢% + 7t — 3. Calcule a aceleragdo no
instante em que a velocidade é zero.

7
Seu(t) =13~ 512+ 7t —3,entdo v(t) = 31> — 10t + 7; se v(t) = 0 temos que t = gout= 1. A
7
aceleragdo no instante ¢ é a(t) = 6t — 10; logo a(g) =4oua(l) =—4.

[2] Uma sonda é langada para cima verticalmente, sendo a distancia acima do solo no instante
t dada por s(t) = ¢ (1000 — ).
i) Determine em que instante e com que velocidade a sonda atinge o solo.

ii) Qual é a altura maxima que a sonda atinge?

i) A sonda atinge o solo quando s(t) = ¢ (1000—¢) = 0 ou seja quando ¢t = 0 ou ¢t = 1000; a sonda
atinge o solo apds 1000 seg e a velocidade é v(t) = s'(t) = 1000 — 2t e v(1000) = —1000m/seg.
O sinal negativo é porque a sonda esta caindo.

ii) Se v(t) = 0, entdo ¢t = 500 e s(500) = 250000 .

[3] Um ponto move-se ao longo do gréafico de y = 2? + 1 de tal modo que sua abscissa x
varia com uma velocidade constante de 3 ¢m/seg. Qual é a velocidade da ordenada y quando
x=4cm?

Sejam = = z(t) e y = y(t) a abscissa e a ordenada no instante ¢, respectivamente. Seja ty o
instante tal que z(tp) = 4. Queremos calcular a velocidade de y no instante ¢y; em outras

d .
palavras, queremos calcular d—i parat = ty. Usando a regra da cadeia:

dy_dyd_a: 5 dx

dt  dedt CUar
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d d
O ponto tem velocidade constante igual a 3; logo, d_:: =3e d_gt/ = 6x. Para z(tp) = 4 temos que
d
d—i = 24cm/seg.

[4] Um homem de 1.80m de altura afasta-se de um farol situado a 4.5m do solo, com uma
velocidade de 1.5m/seg. Quando ele estiver a 6 m do farol, com que velocidade sua sombra
estard crescendo neste ponto e qual o comprimento da sombra?

X y
Figura 4.41:
Seja y o comprimento da sombra e z a distancia entre o homem e o ponto do solo acima do qual
. o 4.5 1.8 1.8z N
estd o farol. Pela semelhanga de tridngulos: = —;logo, y = ——; entdo:
Tty Y 2.7

dy 2 dy_dyds
dr 3 dt — dr dt’

d d
Como d_:: = 1.5, temos: d_gt/ = 1m/seg e o comprimento da sombra é y = 4m.

414 A Derivada como Taxa de Variac¢ao

A velocidade de uma particula que se move ao longo do grafico da funcao derivavel v = u(t)
no tempo ¢ é v(t) = u/(t) e representa a razdo do deslocamento por unidade de variagdo de
tempo. u/(t) expressa a taxa de variagdo de u(t) por unidade de tempo:

, . u(t+h) —u(t)
t) = lim ————.
wlt) o h
Se y = f(z) é fungdo derivével, entdo f’(z) é a taxa de variagio de y em relagdo a z.
A interpretacdo da derivada como taxa de variacdo se aplica em diversas dreas da ciéncia.

Por exemplo, se y = f(t) mede a concentrac¢do de glébulos vermelhos no sangue no instante ¢,

ft+h) - ft)
f
mede a taxa de variacdo média da concentragao de glébulos vermelhos durante o intervalo de
tempo [t,t + h| e f'(a) mede a taxa de variagdo instantanea de glébulos vermelhos no instante
t=a.
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Exemplo 4.22.

[1] Uma particula move-se ao longo do gréfico de y = z® + 1, de modo que quando =z = 6 a
abscissa cresce a uma velocidade de 2 cm/seg. Qual é a velocidade de crescimento da ordenada
nesse instante?

Seja x = z(t) a abscissa no instante t e y = 2 + 1; devemos calcular:

dy dy dx
dt  dx dt’
dy 2 dx dy 2 A
Temos: — = 32” e — = 2; logo, —| =606z ‘ = 216. A ordenada cresce a uma razio de
dt dt 'v=6 =6

216 cm/seg

[2] Um ponto move-se ao longo da elipse de equacdo 22 + 2y* = 6. Determine os pontos da
dx dy

dt — dt’
Se z = x(t) e y = y(t) sdo a abscissa e a ordenada do ponto no instante ¢, derivando implicita-

elipse que satisfazem a equagdo —

dx dy
mente a equacao da elipse: 22 — o +4y = i = 0 e usando a condic¢ao dada:
dx dy dx
20— +4y =2 -2 =
g g =22

logo, x = 2y. Da equacdo da elipse obtemos: y = +1 e os pontos sdo: (2,1) e (—2,—1).

= 0;

. . .. - 1
[3] O tronco de uma arvore tem formato cilindrico cujo didmetro cresce a razdo de — cm/ano e

sua altura cresce a razdo de 1 m/ano (m=metros). Determine a taxa de variacdo do volume do
tronco quando o didmetro é 3 cm e sua altura é 50 m.

Seja r = r(t) o raio no instante t e h = h(t) a altura no instante t. O volume é V (t) = wr?h;

devemos calcular o derivando implicitamente:

v dr  ,dh

i (QThﬁ +r dt)
1
o raio é a metade do didmetro: r = §, h = 5000; logo, 2 ﬁ =—e @ = 100; entéo:
2 dt 4  dt
d
d_‘t/ = 21007 em?®/ano.

[4] Uma particula move-se ao longo da curva de equacdo y = y/z. Quando a particula passa
pelo ponto (4,2), sua abscissa cresce a razao de 3 cm/seg. Com que velocidade esta variando a
distancia da particula a origem nesse instante?

Sejam r = z(t) e y = t(t) a ordenada e a abcissa no instante ¢ e p* = 22 + y? o quadrado da
distancia da origem ao ponto (z,y). Derivando implicitamente ambos os lados:

Wy ™ gy W,

2 —
Pt dt dt’
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1, de . dp 275
(z+ 5) g POy = Vz. Logo §|(4,2) T o0 cm/seg.

[5] Um reservatério de dgua estd sendo esvaziado. A quantidade de 4gua no reservatério, em

litros, t horas ap6s o escoamento ter comegado é dada por V() = 50(80 — ¢)2. Calcule:

i) A taxa de variagdo do volume da dgua, ap6s 8 horas de escoamento.

ii) A quantidade de d4gua que sai do reservatorio, nas primeiras 5 horas de escoamento.

. . dv

i) A taxa de variacao é T —100 (80 — t); calculando em ¢ = 8, temos que:

av
dt

jd que o reservatorio estd sendo esvaziado.

ii) V(0) — V(5) = 38750 litros.

= —72001/h. O sinal negativo é porque o volume da dgua esta diminuindo com o tempo,

[6] De um funil conico a d4gua escoa a uma velocidade de 3 dm?/seg. Se o raio da base do funil
é de 12dm e a altura é de 24 dm, calcule a velocidade com a qual o nivel de d4gua esta descendo,
quando o nivel estiver a 6 dm do tdpo.

Sejam r o raio do circulo que forma o nivel da dgua e h a altura no tempo ¢, respectivamente.

r=r(t),h="h(t)eV = i

wreh

é o volume do cone de raio r e altura h.

24

Figura 4.42:

Pela semelhanga de triangulos, temos: % = % ;entdo2r = heV = 1—127rh3.

v dvVdh 1 _,dh

dt  dhdt 4T dt

dV
Mas, i —3, pois o volume estd diminuindo e h = 24 — 6 = 18; resolvendo a equagao
dV dh 1
— = —3, obt e =——d )
7 3, obtemos 7 o7 m/seg

[7] Dois lados paralelos de um retangulo aumentam a uma velocidade de 4 cm/seg, enquanto
os outros dois lados diminuem, de tal modo que o retangulo resultante permanece com area
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constante de 100 cm?. Qual é a velocidade com que o perimetro diminui quando o compri-
mento do lado que aumenta é de 20cm? Quais sdo as dimensdes do retdngulo, quando o
perimetro deixar de diminuir?

i) Seja = o lado que aumenta e y o lado que diminui no tempo ¢; logo = z(t) e y = y(t); o
perimetro é P = 2(z + y) e a drea é A = xy = 100. Derivando estas expressdes em ¢, temos:

ar  _.dr dy dy dr
i g ta) e ra vy =0
. dr 1 ~ _ ydx
Se x = 20, entdo y = 5; como i 4, da dltima equacdo, temos que B L d 1; logo
dP 6cm/
o = Gem/seg.
dpP d d

ii) O perimetro deixa de diminuir quando i 0, o que é equivalente a d_at: = _d_g; ; mas
C;—? = 4; entdo, 4x(t) — 4y(t) = 0; logo, z(t) = y(t); e o retangulo é um quadrado de &rea

100 = x%; ou seja, um quadrado de 10 cm de lado.

[8] Uma escada de 10 m de comprimento estd apoiada numa parede vertical. Se a extremidade
inferior da escada comeca a deslizar horizontalmente a razdo de 0.5 m/seg, com que velocidade
o topo da escada percorrerd a parede, quando a extremidade inferior estiver a 6 m do solo?

10

X

Figura 4.43:

Sejam x = z(t) e y = y(t) os lados do tridngulo formado pela parede, a escada e o solo, no
instante ¢. Pelo teorema de Pitagoras 22 + y? = 100; derivando implicitamente:

dv Ay _
Ta T a T

d d
Devemos calcular d—gz Como y = 6, entdox = /100 — 36 = 8 e d_jf: = 0.5; logo,

dy _ (% do 2,
dt Yy’ dt 3
a escada estd deslizando a uma velocidade de % m/seg.

[9] A dilatagdo de um disco de cobre aquecido é tal que o raio cresce com a velocidade de 0.01
cm/seg. Com que velocidade cresce a drea do disco quando o raio tem 2 e¢m?
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Sejam = = z(t) o raio e y = y(t) a drea do disco no instante t, respectivamente. Entdo y = 22

Derivando:

dy 5 dr
at " ar
d
parax = 2 e d_:: = 0.01, tem-se: d_?; = 0.047cm?/seg. A area do disco cresce com uma

velocidade de 0.04 m cm?/seg.

[10] A lei de Boyle para gases confinados a uma temperatura constante C é PV = C, onde V é
o volume e P a pressdo. Se em certo instante o volume é de 600 cm?, a pressdo é de 150 k/cm? e
a pressdo cresce a razdo de 20 k/em? /min, com que taxa estd variando o volume nesse instante?

Sejam V' = V(t) o volume e P = P(t) a pressdo no instante ¢, respectivamente. Escrevamos o

volume como fungdo da pressao: V(P) = o

v CdP  VdP

dat - P2dt P dt

Usando a regra da cadeia:

P dVv
paraV =600, P =150 e i 20, temos: i —80 cmS/min. O volume decresce a razao de

80 cm? /min.

[11] (Sistema de Lotka-Volterra) No estudo de ecossistemas, modelos de presa-predador sao
utilizados para estudar a interagdo entre as espécies. Se uma populagdo de lobos siberianos é
dada por L = L(t) e uma populacdo de cervos por K = K (t), a interagdo das duas espécies
pode ser medida pelo sistema:

%:aK—bKL
dt
dL
—=—¢cL+dKL
7 cL + ,

onde a, b, ¢ e d sdo constantes positivas. Determine K e L que levem as populagdes a ficar
estaveis para a = 0.05, b = 0.001, ¢ = 0.05 e d = 0.0001.

As populagoes ficam estaveis quando suas taxas de crescimento sdo nulas; entdo devemos re-
solver o sistema:

K
Cii—t:aK—bKL:K(a—bL):O
dL

com K, L # 0;asolugdo é L = ZeK = 2; logo, para os valores das constantes dados L = 50 e

K = 500. As populagdes ficam em equilibrio quando tem 50 lobos e 500 cervos.

[12] Se uma barra é feita de material homogéneo, entdo sua densidade é uniforme e é dada pela
massa por unidade de comprimento, medida em quilogramas/metros. Se a barra ndo é homo-
génea, mas se sua massa é dada por m = f(z) do inicio ao ponto x da barra, entdo, a massa
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entre os pontos x; e x é dada por f(z2) — f(x1) e sua densidade média é dada por %

A densidade linear da barra é a taxa de variacdo da massa em relagdo ao comprimento e é dada
por:

dm

=
Sabendo que uma barra de comprimento 1m tem massa dada por m = f(z) = 23 + 2 + 1,
determine a densidade no centro da barra.

d
:£‘ —(33:2+1)|

p =05 = 5= L75kg/m.

z=0

415 Exercicios

1. Determine a equacgdo da reta tangente ao grafico das seguintes fung¢des, no ponto de abs-

cissa dada:

@y=1-2* z=3 k) y=In(z?), z=1
b) y=2"-bz+1, z=1 ) y=tglz+1), z=-1
(0 y=z+4in(z), z=1 (m) y=sen((z+1)7), =0
(d) y=23—622+11x -6, =3 M) y=+ver, =0
(e)y:x‘l—i—x?’—aj, =0 (O)y:—x?’il’ r=1
(f) y=3x+sen(z), =0 1

® y=a77 a=-2 ) y="y vt
) y=yi+al, z=1 21

(i) y=vVa2+2z, z=1 (Q)y:m7 r=-1
. 2?24+ 1 _ 1 _
(])y:mv x=0 (r)y—m, =1

2. Calcule a constante b para que a reta y + 9z + b = 0 seja tangente & curvay = z 1.

3. Determine as equacdes das retas tangentes a curva y = 22, nos pontos de abscissa x = +3.
)

4. Determine o ponto onde a curva y = 73 tem tangente paralela a reta tangente & mesma
curva no ponto de abscissa = 4. Determine a equagdo da reta tangente nesse ponto.

5. Determine as equagoes das retas tangentes e das retas normais as curvas, nos pontos de
abscissas dadas:

(a)y:t%(:$2+1), x=1 (e)y:iz_:’ v —
(b) y=e TS —1 () y = sen(e®), = in(r)
(©) y=cos(3), z=0 @ y=In@2+1), z=1

(d) y =arccos(2x), x=0 h) y=@xz>+3z+1Din(z), z=1
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6. Determine os pontos da curva y = 32° + 142 + 3z + 8 onde as retas tangentes passando
por esses pontos intersectam a origem.

7. Sabendo que as curvas y = 42% e y = —z ! tem retas tangentes paralelas com abscissa
comum, determine-as.

8. Seja f uma fungdo derivavel e g(x) = f(e**). Calcule ¢'(0) se f/(1) = 2.

9. Seja f uma fungao derivavel e g(z) = z f(z?). Calcule ¢(z).
(a) Seja f uma fungdo derivavel e g(x) = e” f(3x +1). Calcule ¢'(0) se f(1) =2e f'(1) = 3.

(b) Seja F(x) = f(g(z)) em que f e g sdo fun¢des derivaveis. Se ¢(3) = 6, ¢'(3) = 4 e
1'(6) =7, determine F’'(3).

10. Determine f'(x) se u(z), v(z) e w(z) sdo fungdes derivaveis e:

@) £(@) = u(w) o(w) w(z) © Fa) = 1@

11. Use [10] para calcular f'(z) se:

@ (@)= @@+ + )@ +0) @+ 17 () fa) = (Z2) @2 1 2)

3z+1
23
(b) f(x)= (2 +a° + 1)3 (d) flz) = (wzi;) (e =22 +1)
12. Usando a regra da cadeia, determine ¢/, sendo:
@ y=(Ba+5)% by B0
(b) y= (423 +3z—1)7 )y (x+3)72
() y=(6—-3x) N 3z —2g
d) y= (322 +4)° O (23:—1-1)
1 .
(e)y:a:3+3x2—6a:—|—4 (])y_fl?(f13+1)
() y= (2 +1)*(z° — 22)° ) o= (7243274 + 727578
(8) y = sec?((z® — 6)°) ) V= T

13. Calcule as derivadas das fungdes:
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(@) y=5"" (©) y:ln(xil)
_ T —x)2
(b) y = (10" +1077) () y = In(cosh(z))

() y = logs(z?)

(d) y==xlogs(z) — = (g) y=In(10%)

14. Usando a derivada de logaritmo, calcule y':

(@) y = Va3 +2 (e)yzeg”(l’?’—l)

(b) y= (212" V2 +1
T+ 7 ) y = (2?)°

(c) y=a""" (g) y=a"

(d) y = 3in() (h) y=a=

15. Calcule y':

(@) y=+/1—tg*(x) (g) v = sec®(22?)
(b) y=+/2 — cos?(z) (h) y=tg(vV1—2?)
1 iy = (00560(2 x)
©y= cos(2x) cotg(a;))2
x j = cos®(\/x
(@ y = sen(?) e
(e) y ==z cotg(2x) W) y= 1+ cos(2x)

) y= (1 — 6085(%))2 (1) y = ¢/sen(t?)
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(h) y = In(logio(w))
(i) y = sen(e”)

() y = e” sen(in((x)))

(i) y= (sen(az))gj

G) y=a“
(k) y = (cos(a:))sen(x)
W) y = (In(x))""

(m) y = Sen(%)

_ () y = tg(sec(z?))
(o) y= 8602(%)
(p) y = cotg(sec(z?))

(@) y = loga(ln(z))
(r) y = In(loga(x))

16. Verifique que as derivadas das fungdes hiperbdlicas inversas, sao:

(a) Se y = argsenh(u(z)), entdo ' = %

(b) Se y = argcosh(u(x)), entdo y' = \/% u(z)| > 1.

(c) Se y = argtgh(u(z)), entao y' = % u(z)| < 1.

(d) Se y = argeotgh(u(x)), entao y' = - i‘/gzx) u(z)| > 1.

(e) Se y = argsech(u(z)), entdo y = 0 “ll(f)UQ(x), 0 < ulz) < 1.
() Se y = argcosech(u(z)), entdo y' = — el “gzx) —. u(x) £ 0

17. Calcule y':
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(@) y= arctg(%)
(b) y = ((17‘05671(1‘))2
(©) y = arctg(z?)

(d) y= arccotg(é)
(e) y= arctg(i—;)

() y= senh(g)
(g) y = cosh?*(3z) — sen®(3x)

/

18. Usando derivagdo implicita, calcule y':

(@ 22 +y>=5
(b) 23 + 2%y +92 =0
() vz +y=10

d) 3=
(d) y P

(e) 3cos®(x+y) =17

®) tg(y) ==zy

(g) e?=x+y

(h) In(y* + ) =y — 22
i) (z+y)?=(z-y)

CAPITULO 4. DERIVADA

(h) y = tgh((42* - 3)*)
(i) y = sech(ln(x))

() y = xargcosh(z) — Va2 —1

22
(k) y = argtgh()
() y = argcotgh(z?)

(m) y = % (ow“gcossh(a:Q))2

)

n = cosech(———
™y ( 22+ 1

G) (* —y?)? =y* +2?
(k) sen(xy) = xcos(y)
() in(y —z) = In(y + x)
(m) e 2*7Y =5 + In(x)
() Infyz) = e
(0) ln(%) = ev
(p) cos(yz?) = sen(yx?)
(@ zy®+3tg(y) =y
(r) zarctg(y) +yarctg(x) =1

19. Determine os pontos da curva 2 + 2z y + 3y*> = 3 nos quais as retas tangentes nesses
pontos sejam perpendiculares a reta x +y = 1.

20. Em que pontos a curva y? = 2z° é ortogonal a reta 4z — 3y + 1 = 0?

21.

22.

23.

3
x
A reta r = a intersecta a curvay = — + 4z + 3 num ponto P ea curvay = 222 + x
num ponto (). Para que valor (ou valores) de a as tangentes a essas curvas em P e () sdo
paralelas?

Determine a equacado da reta tangente a curva z y = a, a constante, no ponto (xo, yo). Ve-
rifique que (zg, yo) é o ponto médio do segmento de reta determinado pela reta tangente
no ponto e os eixos coordenados.

Determine a equacao da reta tangente a curva vz2 + {/y2 = 1 no ponto (g, o). Calcule
a distancia entre os pontos A e B, onde A e B sdo as interse¢des da reta tangente com os
eixos coordenados.
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24. Verifique que as seguintes familias de curvas sdo ortogonais:

@ xz+2y=c, y—2z=0>

(b) y

(Q y—c,a>=0 22+39y2-b=0
(d) p=acos(@), p=bsen(d)

73

© y*——— =0, @+y")"-b2a"+y°) =0

—ce =0, yY—-x-b=0

25. Determine a segunda derivada de:

(@ y= 1z (8 y=(1+2) (k) y = In(in(x))

(b) y =2 ij () y = arctg(sen(x))

(c) y = sen(z?) (h) y = Nz

(d) y = t’(2) N (m) y = see(v/)

(e) y= 56”23;(33) + cos(x) @ y= P (n) y = arcsec(z?)

® y= 2(x+1) (G) y = cos(sen(z)) (0) y = argcotgh(z> + 1)

26. Calcule as derivadas sucessivas, até a ordem n dada:

(@) y=3z*—2z,n= (k) y = xcosech(In(x)), n =4

(b) y=32"—2z,n=4 (1) y = zargtgh(z) — In(v/1 — x2),
() y=v3—22,n=3 n=>5

(d)y:xil,nzél (m) y = cosh?(z), n =3

(€) y = e+l n =3 (n) y = argsenh(e®), n =4

) y=Iin2z),n=14 (0) y =In(sech(z)), n=">5

(g) y=-2 cos(g), n=>5 (p) y = senh(cosh(z)), n =3

(h) y=sen(ax),n="7a R Quyu== (sen(ln(a:)) — cos(ln(x))),
® y:ln(é),n:i% o 1+ sen(x)

G) y=ze*,n=7 (r)y=ln(m)7n:3

27. Seja f uma funcdo duas vezes derivavel e g(x) = f(e**). Calcule ¢"(x).
28. Sey = we**, mostre que y’ — 4y = 4¢e**

29. Paray = cos(azx) e y = sen(ax), mostre que ¥’ + oy = 0.
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30. Sey = e * cos(2x), mostre que vy’ + 2y’ + 5y = 0.
31. Determine « tal que y = e** verifique a equacdo: y” — 4y = 0.

32. Sejay = ae” +be ¥+ cx + 2°. Verifique que:

2Py 1522y + Qe —a)y — 2+ 22y =402 — 42°.

33. Calcule y"(z) se:

(@ 2* +y* =16 (d) y2=23(2—2)
(b) 22 +6xy+y>=8 (e) sen(y) + sen(x) + sen(zy) =x
(©) #?y* = (y +1)*(y — v*) (f) cos(y) — sen(x) =z

34. Calcule f®)(5),se f(z) = vz — 1g(z), g(5) = —1, ¢'(5) = % q'(5) =2eg®(5) = 10.

35. Calcule ¢"(—2),se ¢(x) = /1 —g(x), g(-2) = -3,¢'(-2) =3eg"(-2) =5

36. Determine a lineariza¢do no ponto g = 0, das seguintes fungoes:

(a) sen(z) (d) vz+3 (g) %H
(b) cos(x) (€) e (h) In(z® +5z +5)
(o) tg(x) ) vVe+1 () (423 +32—1)7

37. Calcule aproximadamente:

(a) v/0.126 () 610 3 .
a c) sen(617) (e) {/(8.01)" i
(b) V17 (d) (1.002)7 +sen(1.002x ) (f) 22902

38. Determine as aproximagdes quadratica e ctibica no ponto zy = 0, das seguinetes fungdes:

(@ f(z)=vVx+3 (© flx)=vVx+1 (e) f(z)=In(x®+52+5)
x

(b) f(z) =e* (d) J@) =57 ) f(z)=(42® +32 —1)7
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Polinémio de Taylor de ordem n no ponto x; : Seja f uma fung¢do n vezes derivavel no
ponto zy. O polindmio de Taylor de ordem n, (n = 0, 1, 2, ....), no ponto z( é denotado
por P, (z) e definido por:

Po(x) = f(xo) + f'(x0) (z — z0) +

Verifique que o polindmio de Taylor de ordem 7, no ponto z¢ = 0, das fungdes:

n $2]€+1
@) @) = senfe) € Pra(o) = (-0 Gy
(b) f(z) =" é Py(x) = R
k=0

n

© f(z) =26 Pu(w) =) (-1} E! (z — 1),

k=0

(d) Esboce o grafico de f, Pi(z), P3(x) e Ps(x) no mesmo sistema de coordenadas.

(e) Compare P, (z) e I(z). Que conclusdes pode tirar? E possivel utilizar P, para fazer
aproximagodes de f?

Calcule o valor aproximado do volume de um cubo, se o comprimento de cada aresta
varia de 10 cm para 10.1 cm.

Influéncias externas produzem aceleracdo numa particula de tal forma que a equagdo de
seu movimento é y = t% + ¢, onde y é o deslocamento e ¢ é o tempo.

(a) Quais sdo as equagdes da velocidade e da aceleragdo da particula num tempo ¢?

(b) Quando a particula para de mover-se?

Um estoque de sangue é guardado num freezer no instante ¢ = 0. Ap0s ¢ horas, sua
temperatura, em graus centigrados, é T'(t) = 30 + (¢t + 1)~ — 3¢2. Qual é a velocidade de
resfriamento ap6s 10 horas?

Deve-se drenar uma piscina. Se ) é o ntimero de litros de d4gua na piscina t minutos ap6s
o inicio da drenagem e Q(t) = 200 (30 — t)?, qual é a velocidade de escoamento da dgua
apo6s 10 min?

Um corpo em queda livre tem como equagdo do movimento: s(t) = %, onde g =
9.8m/seg?, s(t) é a distancia, (em metros), percorrida pelo corpo em ¢ segundos, desde o
inicio da queda. Determine a velocidade e a aceleragdo do corpo em queda livre.
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Uma particula lancada verticalmente para cima com velocidade de am/seg, atinge a al-
tura de s(t) = at — 4.9t* ap6s t segundos. Qual deve ser a velocidade inicial para que a
particula atinja 44 m antes de iniciar a queda?

O lado de um triangulo equildtero mede a cm e cresce a razao de k ¢m/h. Com que velo-
cidade crescera a drea do triangulo?

Qual é a variacdo das diagonais de um cubo se os lados crescem a uma razao de 2 cm/seg?

O raio da base de um cone cresce a razao de 1 ¢m/min e sua altura decresce a razdo de 2
cm/min. Como variard o volume total do cone quando o raio é 4 cm e sua altura 6 cm?

Um baldo esférico esta sendo inflado. Seu volume cresce a razao de 100 cm?/seg. Deter-
mine a razdo com que varia o raio no instante em que o didmetro é de 50 cm.

Mostre que a funcéo logistica L = L(t) satisfaz a equagdo % = C L (1 - %). Se L = L(t)
representa o crescimento populacional, quando a populagéo se estabiliza?

A redugdo de oxigénio na d4gua de uma lagoa, devido ao despejo de esgoto, s6 volta a
niveis normais ¢ dias ap6s o despejo do esgoto. Sabendo que a quantidade de oxigénio
que permanece, ap0s t dias é dada por:

t2 4+ 10t + 100
t3 4+ 202 4+ 200’

P(t) = 500

medido em % do nivel normal de oxigénio, determine a velocidade com que a quantidade
de oxigénio estd sendo reduzida, ap6s 1, 10, 20 e 50 dias apds o despejo.

Ao meio dia o barco A estd 64 km a oeste do barco B. O barco A navega para o leste a
20 km/h e o barco B navega para o norte a 25 km/h. Qual é a taxa de variagdo da distancia
entre os barcos as 13 h e 12min?

A frequéncia da vibragdo da corda de um violino é dada por

=g/
p

onde L é o comprimento da corda, T" é a tensdo sobre a corda e p é densidade linear de

massa da corda. Determine a taxa de varicdo de f em relacdo a L (com T e p constantes);

a taxa de varigao de f em relagdo a T (com L e p constantes); a taxa de vari¢do de f em

relacdo a p (com L e T constantes) e interprete os resultados.



