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Os cursos FAP2292 e FAP2293 foram montados sobre o principio de que a Fisica ndo se divide
em partes tedrica e experimental independentes. Ao contrario, os aspectos tedricos e experimentais
de qualquer modelo fisico formam um todo integrado. Isto se torna claro nos conceitos fisicos
necessdrios ao engenheiro elétrico moderno; nado é possivel desenvolver projetos praticos ino-
vadores sem uma boa fundamentagdo tedrica, como também nao é possivel entender e absorver
todas as conseqiiéncias de um modelo tedrico sem verificagdo experimental. Por isso as experién-
cia foram concebidas de forma a acompanhar o desenvolvimento tedrico visto em sala de aula.
No entanto, ndo sdo experiéncias de demonstragdo. No laboratério, o aluno é levado a se em-
penhar na montagem da experiéncia, na obtencdo dos dados e andlise dos resultados, utilizando
praticamente conceitos aprendidos em aula. A unidade dos aprendizados tedrico e experimental
é realcada pela participagdo dos mesmos professores no ensino tedrico e experimental, e pela avali-
acdo dos alunos, para os quais as notas obtidas em provas tedricas, e nos relatorios e e prova de
laboratério sdo integrados em um tnico conceito final.
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0. Tratamento estatistico
de dados experimentais

Objetivos

Recordar conceitos associados ao tratamento de dados experimentais;
Estabelecer f6rmulas mais comuns;

Procedimento gréfico: Ajuste de curvas a dados experimentais;

Esta apresentacdo destina-se exclusivamente a servir como recordagdo de conhecimentos ja
aprendidos. Para uma exposigdo extensiva do assunto, sdo indicados, entre outros:

FUNDAMENTOS DA TEORIA DE ERROS, J. H. Vuolo, Ed Edgar Bliicher Ltda, 1992.

TRATAMENTO ESTATISTICO DE DADOS EM FiSICA EXPERIMENTAL, O. A. M. Helene e Vito R.
Vanin, Ed. Edgar Bliicher Ltda, 1981.

TOPICOS AVANCADOS EM TRATAMENTO ESTATISTICO DE DADOS EM FISICA EXPERIMENTAL
Vito R. Vanin e P. Gouffon, LAL-IFUSP, 1996.

EXPERIMENTAL MEASUREMENTS: PRECISION, ERROR AND TRUTH, N. C. Barford, Addison-
Wesley Publishing Co., Inc. 1967.

DATA REDUCTION AND ERROR ANALYSIS FOR THE PHYSICAL SCIENCES, P R BeVil’lgtOl’l,
McGraw-Hill Book Co. 1969.
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Introducdo Toda medida experimental resulta afetada de erro. Duas medidas de uma mesma
grandeza feitas nas mesmas condi¢des, em geral, ndo apresentam o mesmo resultado. Considere
o conjunto de medidas do didmetro de um pino cilindrico praticadas com um paquimetro (com
incerteza nominal de 0,01 mm), tabeladas a seguir.

|d(mm) [08 [095 |08 [08 [093 [090 |

Qual destas medidas melhor representa o didmetro do cilindro? A resposta: nenhuma!
A melhor escolha para o didmetro procurado é o valor médio do conjunto de medidas: !

P= 3 M)
1

onde Z representa o valor médio, n é o nimero de medidas e x; é a i-ésima medida.
A dispersdo da série de medidas pode ser aferida através do seu desvio padrdo ou desvio quadrdtico

médio o
oy el
o = _ .
- 1
O desvio padrio da média o,, é uma estimativa da dispersdo que seria obtida em médias de difer-
entes conjuntos de medidas efetuadas nas mesmas condicdes:

n 2

— )2 o
o2 =y WD ©

- nn—1) n

Como o resultado da medida é representado pela média, a sua incerteza deve ser dada pelo
desvio padrdo da média. Entretanto, como a Eq. (3) indica, este desvio pode ser feito tdo pequeno
quanto se queira efetuando um nimero cada vez maior de medidas, o que nédo faz sentido. Na
incerteza do resultado devemos levar em conta, também, a incerteza do instrumento de medida,
o.. Tomamos, entdo, como incerteza do resultado:

op =\ 0% + 02 4)

Para o exemplo apontado de 6 medidas, tomando o, = 0,01 mm, obtemos:

d = 0,901667 ... mm, o = 0,033115... mm, oy, = 0,013520... mm e o, = 0,016816... mm.

Levando em conta a estimativa da incerteza da medida, vemos que o algarismo duvidoso em d é
o segundo digito depois da virgula: o 0 a direita do 9. Assim todos os digitos que o seguem nédo
tem significado.

Para expressar a incerteza utilizamos, no maximo, dois algarismos significativos. Tanto a in-
certeza quanto o valor da medida devem ser arredondados convenientemente. Assim, para o
resultado no exemplo escreveriamos:

d = (0,90 + 0,02) mm, (5) ou d = (0,902 & 0,017) mm. (6)
Observe em (5) que ndo se pode omitir o zero a direita quando ele é um algarismo significativo.
Como regra, vamos expressar a incerteza com apenas um algarismo significativo. Entretanto,
quando o arredondamento do valor da incerteza resultar em “1” ou “2” como tnico algarismo,
devemos utilizar dois algarismos para minimizar o erro introduzido pelo arredondamento.
Segundo esta regra, a expressdo (6) acima é a maneira correta de expressar o resultado final
da medida do diametro do cilindro no exemplo. Se o resultado vai ser utilizado posteriormente
para computar outra grandeza (como a densidade, por exemplo), é conveniente utilizar a forma

!Construamos uma fungdo D? = Y 7(z; — #)*. O melhor valor de T é aquele que torna minima esta soma dos
quadrados das diferencas:

n n

d(f;—0:>—22::(x¢—£)—Oézljwi—izljl—zj:wi—n:i—0$i—

Assim, a média é a melhor escolha para representar o conjunto de medidas x;.
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(6) para as grandezas intermedidrias, mesmo que a regra anterior permita expressar a incerteza
com um utnico algarismo significativo, para minimizar os erros de arredondamento.

O procedimento de computar média e desvio padrdo de uma série de medidas pode ser te-
dioso, mas ¢ necessdrio. A maioria das maquinas de calcular incluem programas de célculo de
médias e desvio-padrdo. Aprenda a usar sua maquina !

Propagacao de Incertezas Raras vezes a medida que fazemos constitui o resultado final do pro-
cesso de investigacdo que fazemos. O nimero obtido deve ser transformado matematicamente —
somado, subtraido, dividido, multiplicado... — para dar a conhecer a resposta. Outros ntimeros
intervenientes irdo, com boa probabilidade, também apresentar uma incerteza, o que nos leva a
questdo: como determinar a incerteza de uma grandeza z que resulta de operagdes matemati-
cas envolvendo resultados de medidas de outras grandezas, como por exemplo z1, 2, etc., com
incertezas oy, 09, etc.?

Se z é dado por z = f(x1,x2,...) e as incertezas o0y, e 0y, etc. sdo independentes, a incerteza
em zZ = f(Z,%2,...) é dada por

af \? af \?
o= | =—0 + | =0 + ... 7
(5n) +(5loa) +... 7)
onde as derivadas parciais sdo computadas nos pontos 1 = 1, z2 = T3, etc..
Alguns casos particulares importantes desta forma geral:

ISl V)

e Adigdo ou subtragio: Se z = +x + y, |0z/0z| = 1 e |0z/0y| = 1, resultando:

2

_ 2 2
0, =0, +0,.

e Potenciagdo: Se z = z%y” , |0z/0z| = ‘a:no‘_lyﬁ‘ = |az/z| e |0z/0y| = |Bz/y|, resultando:
05\ 2 Oz \2 gy 2
(Z)—@x>+@y>'

A generalizagdo destes resultados quando ha mais de duas parcelas ou produtos é imediata.
Resumindo:

Quando somando ou subtraindo grandezas afetadas de erro, combine os
quadrados das incertezas absolutas. Quando multiplicando ou dividindo en-
volvendo poténcias, devem ser somados os quadrados das incertezas per-
centuais multiplicadas pelos expoentes respectivos.

Ajuste de curvas Freqiientemente praticamos uma série de medidas as quais sabemos pertencer
a uma relacdo matemadtica. O caso mais simples é o de uma relagdo linear, que se traduz numa
reta quando os resultados sdo apresentados de forma gréfica. Seja, por exemplo, determinar o
melhor valor da resisténcia elétrica de um resistor sobre o qual, dada a corrente, medimos a tensao.
As medidas estdo tabuladas na Tabela 1 e apresentadas graficamente na Figura 1. Tomamos a
incerteza das medidas como constante — como € a situagdo pratica mais encontrada.

Sabemos que o resistor obedece a lei de Ohm, e portanto V(I) = RI. Em nossas medidas,
admitimos que a varidvel independente I ndo contem erros e as incertezas estdo sobre a varidvel
dependente V. Nosso problema é determinar o melhor valor para a resisténcia elétrica R. Neste
exemplo, todos os pontos sdo utilizados para a determinagdo do melhor valor para a resisténcia
elétrica do resistor. Que métodos podemos utilizar para isto?

O método mais simples é o olho. Por mais surpreendente que possa parecer, um ajuste visual
dos dados normalmente fornece bons resultados — e deve ser a primeira estimativa do processo.
Um outro método consiste em tragar retas de inclinagdes extremas sobre os pontos e praticar algum
tipo de média sobre os resultados. Entretanto, se queremos um método que forneca os mesmos
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i [ IAY ] V(V) i @i yi 7 Tiyi
(£0,5 V) 1] 02 1,0 0,04 0,20
1102 1,0 2] 04 2,2 0,16 0,88
2 104 2,2 3] 0,6 3,0 0,36 1,80
3106 3,0 41 07 3,5 0,49 2,45
4 ]0,7 3,5 5] 08 4,0 0,64 3,20
5108 4,0 6 12 6,0 1,44 7,20
6 |12 6,0 7] 14 7,0 1,96 9,80
7 114 7,0 8| 1,6 7.8 2,56 | 12,48
8 |16 7.8 91 1,8 9,2 3,24 | 16,56
9 18 9,2 10 2,0 [11,0 4,00 | 22,00
10 | 2,0 11,0 | ©[10,7 [547 [1489 [7657 |

Tabela 1: Tensdes medidas sobre um resistor. Admitimos que a corrente, variavel independente,
nao apresenta erros. Apenas os valores de tensdo apresentam erros, que supomos iguais a
oy = 0,5V naregidao medida. Na tabela a direita estdo os dados necessérios para ajuste de uma
reta pelo método dos minimos quadrados.

12 T T T T

10

(

0,0 0,5 10 15 2,0

Figura 1: Dados pontos experimentais que sabemos obedecer a uma relagdo matemética con-
hecida, como determinar o melhor conjunto de parametros?

resultados, ainda que aplicado por pessoas diferentes, temos que recorrer a processos matemdaticos
mais elaborados.

O mais utilizado deles é denominado “Método dos minimos quadrados” e consiste, em essén-
cia, em minimizar a diferenga entre a curva a ser tragada e os pontos experimentais. Comegamos
construindo uma funcdo mateméatica x* (leia-se “qui quadrado”) dos quadrados das diferengas
entre os pontos experimentais y; e os pontos teéricos correspondentes y;;

n

1 1 2
— E il - E (s —axs —b
0_12 ytz O'ZZ (yz ax; )

i=1 =1

onde o; € a incerteza associada ao ponto medido y;, n é o ntimero de pontos experimentais, a e b
sdo os coeficientes da reta que melhor ajusta os pontos — as nossas incégnitas.

Minimizamos x*? para determinar os melhores valores de a e b. Posto de outra forma, os melhores
valores de a e b sdo exatamente aqueles que tornam minima a soma das diferengas entre os pontos
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experimentais e a reta procurada. Entdo,

x> L
= = =2 —(yi—ax;—b =0
x 5 i —oai—b)
x> L
= —2> —(yi—ax;—b =0
X 5 i —oai—b)
com solucao
1 1
a= (SoSuy —S2Sy) e b= A (Sp2Sy — S2Say)
onde
A=8,82—8>
e
" s i iy o}
P Sy = ;a Sy: ?7 Sxy_z o2 8.’172: ?
i =1 @ i=1 1 i=1 i i=1 ¢

=1

Exercicio. Faca a dedugao detalhada das férmulas.

As incertezas sobre a e b sdo dadas por

0o =S /A, op = \/Sp2/A.

Nos casos como o do exemplo em que as incertezas de todos os pontos sdo iguais, 0; = o, 0s
resultados ficam:

1 1
azﬁ(any—Zny), 0, =0v/n/D e b:E(Ey—aEm), op =0/ 2,2/ D,

onde

EmZi% EyZiyz‘, Exyzixiyi, Exzzéxf e D=n%—(3,)°.

A forma mais facil de praticar ajustes de retas estd em utilizar as maquinas de calcular ou
programas de computador. As contas que se seguem constituem apenas um exemplo de aplicacao.
Vamos aplicar esta técnica aos dados experimentais da tabela 1. As somas necessdrias para os
calculos estao indicadas na tabela a direita dos dados, com as quais obtemos:

a = 5,24295 V/A, 00 = 0,26954 V/A =a=(52£0,3) V/A
b= —0,13995V, op = 0,32801 V = b=(-0,1£0,3) V.

A melhor reta obtida estd indicada na Figura 1.
A resposta, pois, para o valor da resisténcia é R = (5,2 +0,3) Q.




