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1. Determine quais das seguintes aplicagoes sao transformacoes lineares:
(a) f: R? — R? definida por f(z,y) = (z +y,z — y);
(b) g : R? — R, definida por g(z,y) = xy;
(c) h: My(R) — R, dada por h(A) = det(A);
(d) k : P(R) — P3(R), dada por k(a + bt + ct?) = at + bt* + ct;
(e) R:R?* — R, definida por
r T
R(z,y) = det ( Y y(()) ) ,

onde xg e yy sao numeros reais fixados.

2. Seja V = (0,+00). Dados z,y € Ve A € R defina x @y = ry (Somaem V) e A\Gz = 2*
(Produto por Escalar).

(a) Mostre que V', munido das operagoes definidas acima, é um espago vetorial;
(b) Suponha R munido das operagoes usuais de soma e produto. Mostre que as fungoes
f:V —=>Reg:R — V definidas por f(x) = In(x) e g(z) = €” sao transformagoes

lineares;

(c) Mostre que a funcdo h : V. — R dada por h(zx) = x nao é linear (Sugestao:
use o fato que transformacao linear leva vetor nulo em vetor nulo).

OBS: O objetivo da questao acima ¢ ilustrar o fato de que a linearidade de uma funcao
entre dois espacos vetoriais depende de como estao definidas as operagoes nesses espagos.

3. Em cada um dos itens abaixo encontre a transformagao linear 7" de V em W tal que

(a) Sejam V =R3 e W = P3(R),

i, = (1,0,0), i = (1,1,0), 45 = (1,1,1) € R?

1171:1—t3,1172:1+t,u73:2—t2EP?,(R);
(b) Sejam V = P»(R) e W =R,
U =t+t3 iy =1+t s =1+t € Py(R)

1171:1,1172:2,1173:36[&;
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(c) Sejam V=ReW = My(R), 5 = -7 € Rew = ( _19 _2281 ) € My(R);
(d) Sejam V = Py(R) e W = My(R),

— —

)
=1y =14t is=1+t+t2 dy=1+t+t>+ 830 =1+t +t>+ 13 +t' € Py(R)

e
- 10 S 10 S 11 - 11 . 0 0
w1:<0 0),'(1)2:(1 O)aw?):(l 0),’(1)4:(1 1),'11}5:(0 O)EMQ(R)7
4. (a) Seja {uy,--- , U} um conjunto L.I. de vetores em V. Mostre que se T : V. — W ¢
linear e injetiva, entdo {7'(uy),- -+, T (ux)} é um conjunto L.I. de vetores em W.

(b) Seja T' : V. — W linear. Mostre que se {T'(u), - ,T(tUy,)} é L.I. em W, entao
{ty, -+ ,Upn} é LI em V.

5. Seja T : V. — W linear. Mostre que:
(a) Se T ¢é injetiva, entdo dim(V) < dim(W);
(b) Se T' é sobrejetiva, entao dim(V') > dim(W);
(c) Se T ¢ bijetiva (e portanto isomorfismo), entdo dim(V) = dim ().
6. Dé exemplo de uma transformacao linear que:
(a) Seja injetiva, mas nao seja sobrejetiva;
(b) Seja sobrejetiva, mas nao seja injetiva;
(c) Seja injetiva e sorejetiva,
(d) Nao seja injetiva nem sobrejetiva.
7. Para cada uma das transformacoes lineares abaixo:
e Encontre uma base e a dimensao para o nticleo;
e Encontre uma base e a dimensao para a imagem;
e Verifique se é injetiva, sobrejetiva e/ou bijetiva.
(a) T : R* — R3, definida por T'(z,y) = (2y,x — y, 1);

(b) S : Po(R) — Py(R), definida por S(a + bt + ct?) = a + ¢+ (b — ¢)t?;

d
(d) La: Msx1(R) = M3y (R), definida por L4(X) = AX, onde

)
1 1 -1 T
1 0 1 z

c s My — R, definida por =a+d;
R : My(R) — R, definida por R ‘Zb d

I



10.

11.

(e) D : Py(R) — Py(R), definida por D(p) = p’, onde p’ é a derivada de p.

Encontre a matriz de cada uma das transformacoes lineares da questao anterior, em
relagao as bases canonicas dos respectivos espacos dados.

. Sejam o = {€1, €y, €3}, B = {uy,Us, U3} e v = {w, W, W3} bases de um espago vetorial

V. Suponha que «, (3 e v estao relacionadas da seguinte forma:

U = W — Wy + Ws Wy = €+ € — €3
ﬁg = —1172 + 2133 (§ wg = 252 + 53
ﬁg = lUl + 1U3 133 = 351 + 53

(a) Determine 7" : V' — V linear tal que

—

T(l?l) = —52 + 53, T(?jg) = 51 + 53, T(ﬁg) = 51 - gg + 263.
(b) Encontre [T, [T)2, [T1%, [TV2, [T)5, [TV[T12, [T)5 e [T13:

v (o2 )
(¢) Faca o mesmo com a transformagao

T(a€y + béy + c€3) = (a+ b+ )ty + (a — b+ )ty + (a — b)is;

jesey

(d) Para as transformagoes lineares dos itens (a) e (c¢) encontre o niicleo e a imagem.

Para cada uma das transformagoes lineares 7' : V' — W definidas abaixo, encontre [T]g )
onde 3 e 7 sao bases de V' e W, respectivamente.

(a) T : R® — R? dada por T'(x, vy, z) = (2z,3x—2y+2), onde 8 = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}
ev=1{(1,2),(2,5)}

(b) T : R* — My(R) dada por T'(z,y, 2,t) = < j 3; ), onde
B={(-1,1,1,1),(1,~1,1,1),(1,1,-1,1),(1,1,1, —1)}

{02 G0

(¢) T : Po(R) — R, dada por T'(a + bt + ct?) = a +2b— 3¢, onde = {1,1+ ¢, (1 +t)*}
ey ={3}

(d) T : My(R) — Pa(R), dadaporT([ D_a+b+ (¢ + d)t2, onde
0
1

GO DD )

Em cada um dos itens abaixo encontre 7' : V. — W tal que [T]g ¢ dada, bem como as
bases f e v de V e W, respectivamente.

(a) T : R® — R? com

m=lo 5 1]
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14.

15.

onde 8 = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} e v = {(1,2),(2,5) };

(b) T : R* — My(R) com

1 2 3 4
2 3 4 1
B _
[T]V_ 341 21|

4 1 2 3

onde
g={(-1,1,1,1),(1,-1,1,1),(1,1,-1,1),(1,1,1,-1)}

e

GG

(¢) T : P2(R) - R com
-1 0 1],
onde 8 ={1,1+1¢,(1+1)*} ey = {3};

(d) T : My(R) — P2(R) com

1 -1 1 -1
Ty=(1 0 1 0],
0 1 0 1
onde
B 10 1 0 0 1 0 1
F=1lo 1) Lo 1) Lio) =10
[§

Sejam V' e W espagos vetoriais e 7' : V' — W um isomorfismo. Prove que T leva base em
base, ou seja, se {v7,- -, ¥, } é uma base de V entao {T'(#,),---,T(¥,)} é uma base de

w.

Sejam V e W espacos vetoriais e T': V' — W um isomorfismo. Prove que 7' tem uma
aplicacao inversa T~! : W — V que ¢ linear, e também é um isomorfismo.

Determine as transformacoes lineares:
(a) T:R* = P3(R) tal que T(1,1) =t* —1eT(1,-1) =3 + 1.
(b) T : R3 — Py(R) tal que 7(1,0,0) =1 —¢, T(0,1,0) =1+t e T(0,0,1) = 1 — ¢2.

(a) Considere a transformagao linear 7" : P»(R) — P3(R) dada por:

Determine Ker(T) e uma base para Im(T).
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(b) Seja U C M;3(R) o subespago das matrizes diagonais. Considere a transformagao
linear 7' : Py(R) — U definida por:

a—b+2c 0 0
T(a+ bz + ca?) = 0 2a+b 0
0 0 —a —2b+ 2c

Determine uma base para Ker(T') e uma base para Im(T).

(a) Determine uma transformacao linear 7' : R? — R3 tal que

Ker(T) = {(z,y,2) € R®/z +y + 2 =0}
(b) Seja T : R? — R? a transformagao linear definida por

T(2,1) = (3,0,2) , T(L,2)=(1,1,0).
Determine uma transformagao linear P : R® — R? tal que Ker(P) = Im(T).
(c) Sejam V um espago vetorial de dimensao finita, com dim(V) =n, e T : V — V
um operador linear tal que Im(T) = Ker(T). Mostre que n é par.
(a) Mostre que o operador linear T sobre R? definido por:

T(x,y,z) = (x—2y,z,2+y)
¢ um isomorfismo de R3.
(b) Mostre que o espago vetorial real R? é isomorfo ao subespago S do espago vetorial
real R? definido por:
S ={(z,y,2) € R®/x —y + 22 = 0},

exibindo um isomorfismo 7" de R? em S,
(a) Dado o elemento ¢(t) = 3+t € P (R), considere o operador linear T' sobre P5(R)
definido por: T'(p(t)) = q(t)p'(t)+2p(t) e a transformacdo linear P : P»(R) — R? definida

por: P(a+bt+ct?) = (a+b,c,a—Db). Determine a transformagao linear PoT e verifique
se é um isomorfismo de P»(R) em R3.

(b) Considere a transformagao linear T : R? — R? definida por
T(z,y) = (2z,2 —y,y)

e a transformacao linear P : R® — R? definida por:

P(z,y,2) = (y — 2,z — x).
Verifique se T'o P é um automorfismo de R3. Em caso afirmativo, determine o automor-
fismo inverso.
(a) Considere o operador linear T' sobre R? definido por:

T(z,y) = (v + 2y, 2z + 4y).
Determine [T']5, onde o = {(1,—1),(0,1)} e v = {(1,-1),(1,1)}

(b) Mostre que a transformacao linear T : P»(R) — R? definida por:
T(p(1)) = (p(=1),p(0), p(1))



é bijetora. Determine a matriz [T7}, onde v é a base candnica de P»(R) e 3 é a base

canonica de R3.



