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Introdugio

O objetivo deste trabalho € o de apresentar um problema simples de proba-
bilidade, que d4 margem a interessantes aplicagdes, como a que veremos adiante,
de mutacSes ocorridas numa colénia de virus de dois tipos em que um tipo se
transforma no outro. O problema matemdtico €, como se verd, uma valiosa
ilustragdo de aplica¢Bes de varios conceitos de Algebra Linear, como auto-vetores
e auto-valores, bem como da existéncia de ponto fixo para uma contragdo de um
espago métrico completo.

Embora o exemplo de virus seja o mais interessante, por questio de simpli-
ficagio vamos formular o problema em termos de “bebedores de cerveja”.

Suponhamos uma cidade com populaco N, em que cada habitante consome um
e apenas um tipo de cerveja entre as de tipo A e B. A populagiio dessa cidade €
fixa, mas seus habitantes podem mudar de opinific e gosto de um més para o outro.

Inicialmente havia X, pessoas que tomavam cerveja A e ¥y pessoas tomavarn
cerveja B. A cada més & contado o mimero de pessoas que bebe cada tipo de
cerveja. Denotamos por X, e ¥, o mimero de pessoas que bebeu cervejas A e B
respectivamentie no r—ésimo més.

Gostariamos de analisar a evolugio temporal de X, e ¥, ou equivalentemente
das proporcdes (ou probabilidades).

X, Y,

xr:=Feyu=F'
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A taxade mudanga de um més para outro ¢ dada por probabilidade de transigo.
Com o fim de facilitar a notagdo vamos associar a Ao nimero leaB o
nimero 2. Com isto em mente vamos definir as taxas de mudangas por

__ # de pessoas que tomam { no més I e tomavam jno més 0
1=

k]

# de pessoas que tomavam j no més 0

ie{l,2},je{1,2].

Por exemplo:

# de pessoas que tomam A no més 1 e tomavam A no més 0

a1 =

?

# de pessoas que tomavam A no més 0

# de pessoas que tomam A no més 1 e tomavam B no més 0
# de pessoas gue tomavam B no més 0

ay 2=

Os valores a;; sfo também denominados de probabilidades de transicdo.
Como calcular a partir de a;; , € (x; , yo} © consumo {x, , y,) no més 17
Ora xqg=Xo/Ne y,=Yy/N, logo

X 1

X = F =N (# de pessoas que tomam A no més 1) =

1 .
=y [(# de pessoas que tomavam A no més () e continuam tomando A

no més 1} + (# {de pessoas que tomavam B no més 0 e passam a
tomar A no més 1)} =

# de pessoas que tomavam A no més 0 e continuam tomando A no més 1
Xo

_X_n+ # de pessoas que tomavam B no més 0 e tomam A no més 1 x Yo
N Yo N~

x

= 4y Xptdp o -

Da mesma maneira,
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v\ 1

=Ny (# de pessoas que tomam B rnomés 1) =

%(# de pessoas que tomavam A no 0 e tomam B no 1)+
I's

+ % (# de pessoas que tomavam B no 0 e tomam B no 1) =

_ #de pessoas que tomavam A no 0 e tomam B no 1 N X
B X, N

+ # de pessoas que tomavam Bno Qe tomam Bno 1 y
Y,

Yq
Xowem 22 X0 + A2 Vo -

N

Porfanto, existe uma matriz de transi¢fio (ou de mudanca) P dada por

P=%" % nlque p | |="").
day Gaz Yo Y
Observe que P ¢ uma matriz coluna estocastica (isto €, a soma dos elementos de
cada colunade P € 1) ja que

# de pessoas que tomavam A no 0 e tomam A no 1
antazx = % +
1]

# de pessoas que tomavam A no Oetomam Bnomés |

Xy
1 A
X (# de pessoas tomam A no més 0) =1
o
e
# de pessoas tomavam B no 0 e tomam A no |1
apt+an= Y +
it

# de pessoas tomavam BnoQctomam Bno1 _
Y, B

3-/1;—(# de pessoas tomam Bno 0) =1
0

Sendo assim, a; + a1 = | = a3 + a2, Este fato serd usado mais tarde em
nossas consideraces.
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O caso de probabilidade constante

A partir de agora faremos a hipétese de que as probabilidades de transi¢do
sejam constantes, isto €,

X3 -p X =P2 Xo ,
Y2 Y1 Yo

ou seja, em geral

Xn 5l Xy .
=P . =
Yn ()’n} ( )

onde P é o produto matricial P . P. ... P, com r fatores

Note, no entanto, que as proporgdes x, € y, podem se alterar.

A dltima expressfo afirma que podemos calcular as proporgdes (x, , yn) a0
longo dos meses aplicando P” ao vetor inicial (xg , yo}.

n—yee ¥n

E natural perguntar: (1) Existe o limite Ilim (x"J 7

*

(2) Se existe o limite em (1), digamos que seja dado por (

| =1

<

ele depende da condi¢ao inicial [;OJ ?
0

Se houver (f]: lim [x] independente de (;0],
y w3 oo S0 0

entdio dizemos que o mercado tem um equilibrio natural.
Como obter o vetor (x, y), tal que

Fl=lim e []2
y n—oa Yo

Observe que como P define uma funcfo continua,

Xz pltim o ()] = im P [*)=(%).
y ’ =3 o0 Ye =y e Yo ¥

Logo estamos interessados em descobrir o vetor (’f_ J tal que P (‘E J =
y ¥y

)
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Em outras palavras, ’(x ] deve ser um autovetor de P associado ac autovalor 1.

Y

Vamos tratar aqui do caso em que ;; >0 V i, j. Neste caso o mercado tem
equilibrio natural, isto é, 1 é de fato autovalor de P, como provaremos adiante.

O conjunto dos autovetores, associados ao autovalor 1, € entdo uma reta
passando pela origem (um subespago vetorial do R?). Para determinar o vetor
( x,y ) devemos determinar a intercegdo desta reta comaretax +y = 1.

Vamos preceder a demonstragfio do fato mencionado acima com um exemplo
que ilustra a obtengio do vetor de equilibrio natural de mercado.

\

Exemplo: Encontre ¥ 1o caso em que P= 03 053
y 07 05
Precisamos entio resolver o sisterna
03 05) (x)_ (x
0.7 0.5 y y
x+y=1
03x+05y=x L, 08y=07x) o 5 o 7
07x+05y=7 ¢ x+y=1 ex+y=1 T12%7T

Portanto,

B

Observe que uma informagfio infinita (que é o limite) pode ser obtida através
de uma informago finita (que € o autovalor). Em geral, este tipo de informagio
(os valores para os quais vio convergir as taxas de consumo) € relevante para
processos que t&m uma evoluciio muito rapida. Estaremos interessados em saber
entdio apenas qual o valor final do processo. Isto ndio € bem o caso do consumo da
cerveja. De qualquer modo o caso do consumo da cerveja tem a vantagem de
ilustrar de maneira simples um exemplo do que se chama em Probabilidade um
Processo Markoviano. Podemos considerar como melhor exemplo uma coldnia
de virus de dois tipos diferentes num ambiente fechado. Um virus dum tipo tem
uma tendéncia de mudar de tipo com uma certa taxa. Este € um processo que tem
velocidade répida e € tal que a hipdtese da taxa de mudanga ser constante ao longo
do tempo é mais plausivel do que no caso de seres humanos.

Retomando a demonstragfio de que o mercado tem equilibrio natural, o
problema aqui se resume a saber se existe ume apenas um limite ( x, y ) € se este
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Iimite independe da condic&o inicial { xo , yo ). Os passos intermediérios, isto &, as
proporgdes x, e y, na etapa n sio dadas através da igualdade (*).

Varmos agora dar um esbogo de prova de que existe equilibrio natural no
mercado, convergindo a apenas uma probabilidade ( ¥,y ) € R? e que este vetor
pode ser encontrado resolvendo P (x,y )=(X,¥)ex+y=1.

Qual o espaco que estamos interessados em analisar aqui? Estarnos interes-
sados apenas nos valoresx , ytaisquex + y = 1 e 0 < x, y. Sendo assim o conjunfo .
que devemos analisar ¢ o segmento de reta do 1° quadrante dado por

z:{(x,y)e R;x,y20e x+y=1]>(verﬁgura1).

Figura 1

E facil ver queosvetorese; =(1,0) e e;=(0, 1 )estAoem ¥. Os vetores
{@11, aa1) , (@12, a) também estio em ¥ pois como vimos anteriormente

antan=1l=agp+axn e por hipétese a; ;> oOvi - Portanto

P.e,=P.[éJ:(j;:J=oc

e

p.ezzp.[‘l’)=[Z;§JzB

sdo vetores que ndo estdo nos eixos das coordenadas x ¢ y j4 que g >0V i, ]
Observe que
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P.(tel+(lw-t)eg)ﬂtP.el-E-(1—!).P.62:t0:+(l—r)B

paratodot e { 0,1 ]. Isto significa que aimagem P (%, ) do segmento de reta ¥ €
um segmento de reta estritamente contido em ¥ .

Vamos fazer uma mudanca de coordenadas para simplificar o problema.
Escolhemos agora a parametrizagio x em vez de ( x , y ). Conseguir um ponto
fixo (x,y) nareta ¥ do plano significa conseguir um ponto fixo x da abscissa

x cuja ordenada &7 e ainda x +y = 1. Assim, em vez da aplicagio P podemos
pensar na transformagio

T:[0,11 — [0,1}
x = Tx)={(GPG"){x)

onde G : (x,y) = x € aprojecdo na 1" coordenada e G! € a sua inversa.

De maneira equivalente dizemos que G,7,P satisfazem a equagio
G'T=pPG".

G faz o papel da mudanca de coordenadas. Note que se

lm 7T (x)=x e y=1l-x

=3
entao

(x,y)=Gx)=G " lim T (xo) = lim G™' 7" (x¢) =

=lim P (G (x0)) = lim P* (xq, o) - *)
o H=yea
A expressio G~ 7" = P" G' usada na terceira igualdade acima segue por

indugfio em n da relagiio G™' T= PG,
Assim, em vez de analisar a evolugfio temporal de P" em ¥ , vamos analisar

a evolucio temporal de 77 em [0,1].
Ohbserve que

T (¥) = (GPG)(x) = GP(G™ (x)) = GP [1 ijz

_ G(a“ X+ a1l —x)

= ayx+ap(l-x)=(a; —an)x+ap;,
Qs X+ day (1 —x)

Sendo assim, a expressao analitica para T € T(x) = (a1 — a12)x + a12.




40

Portanto, T(0) = a3 £ 0, 1 e T(1) = ay; # 0, 1. Observe que T é linear e que a
intersecfio do graﬁco de T com a diagonal determina o ponto fixo x x para T (isto &,
o ponto x tal que 7( x ) = x conforme mostra a figura 2).

Grificode T

hd

Figura 2

T tem um dnico ponto fixo jé que a inclina¢io da reta que define o grifico
deT édadapor| T’ (x)I=lay —ap <1, Vx pols a; , ap2 sS40 mimeros entre O
el

O gréfico de T € uma reta que intercepta a diagonal em um tnico ponto, Este
valor determina o pnto fixo de T

Pode-se mostrar (ver comentirio apds as concluses) que qualquer que seja
o ponto inicial xg € [0,13 " (xo} vai convergir para um tGnico x. Das consideragdes
que fizemos anteriormente (ver (**)) segue-se que para qualquer vetor de condi-
¢des iniciais (xo , yo) (as probabilidades iniciais), lim, .. P" (X0, ¥0)=(x,¥)
como querfamos provar.

‘Conclusio: (x,y) (onde y =1 - x) ¢ o ponto fixo para P e é o equilibrio
natural do mercado a longo prazo. O valor x é ponto fixo para T e além disso
(x,y) éautovetor de P associado ao autovalor 1 sujeito & condigio x + y = 1.

10
01
Observe que esta matriz aplicada a qualquer ponto fornece como resultado o
préprio ponto, ou seja, P deixa todo ponto fixo. Neste caso, o mercado ndo possui
equilibrio.

Contra-exemplo: Considere a matriz P, =
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Conclusio: Portanto, a hipdtese de que a;; > 0, Vi, j no contexto acima, €
necessdria para que exista equilibrio natural!

Comentirio final: O fato de que T: [0,1]1 — [0,1] tem um tinico ponto fixo
¥ e que lim 7* (x,) = x qualquer que seja o x; & [0,1] escolhido, decorre basica-

==

mente da desigualdade:
1T(x) - Ty € clx~ylonde

O<e=lay —apl<l,edofato de que toda seqiiéncia de Cauchy em [0,1]
¢ convergente.

Esta é uma situagfo particular de um resultado mais geral, conhecido como
“Teorema do Ponto fixo para ContragBes” ou também “Teorema do Ponto Fixo
de Banach”, fato bdsico do “método das aproximacBes sucessivas”.

Veja por exemplo, [1].
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