UMA PROPRIEDADE DOS POLINOMIOS CARACTERISTICOS
DE TRANSFORMACOES ORTOGONAIS

Alberto de Azevedo

Saul Lubkin demonstrou uma propriedade dos polindmios carac
teristicos de transformagBes ortogoenais que, aparentemente, naoe
havia sido observada anteriormente na literatura (vide (2)). 0 ob
jetivo desta nota ® apresentar este resultado que, face a seu cara
ter elementar, cabe perfeitamente em um curso de Algebra Linear,

Em primeiro lugar uma definigao. Seja p(X) um poTinomio

n n-1
de grau =n, p(X) = anX + an_lX + ...+ alX +oag, a # 0. 0 ne

verso de p(X) & o polinomio p*(X) = aDXn+a1Xn' +ooota,  Xta . Di
zemos que p(X) & simetrico {respectivamente: anti-simetirico) se
e somente se ele for igual ao seu reverso (respectivamente: ac ng
gativo de seu reverso}. Note que, em geral, pF(x) = Xn-p(1/X).

Com esta terminologia o resultado pode ser enunciado da se
guinte maneira:

Teorema. Seja ¥V um espago vetorial real de dimensdo finita com
produto interno. 0 polindmio caracterTstico pT(X) de uma trans
formacio ortogonal T:V > V @ simétrico ou anti-simétrico.

0 Teorema resulta da seguinte observagao:

Lema 1. Seja dim Vv =n. Se T:V »V g2 uma transformagao linear

n *
v, (%) = Saby Pa®)

invertivel entao

det(x-I-17') = det{?  (X-T - I)) =

Demonstracao. Temos: pT_](X)
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- -1 _ -1 N G _
= det(r }.det{x.?r ~ I) = AC det(I-%.7) = 4=% =7 X dmx;-I—T) =

n o2

O aNa
el re e X .pT(]/X) = Tt(7 .pT(X)_

Voltemos ao Teorema. Se T & ortogonal entdo det{7) = 21 e
7™ & a adjunta de 7T de forma que p _, (X} = pT(X) {em uma base
i

ortonormal a matriz de T = & a transposta da matriz de 7). Se

*
gue-se, do Lema, que pT(X) =p _1(X) = ipT(X), ged.
T
0 Lema abaixo da uma caracterizagdo alternativa dos poling

mios simétricos ou anti-simetricos:

-

Lema 2. Um polindmio p{x) {com termo constante £ 0) & simetrico

— . - -~ -1 - .
ou anti-simetrico se e somente se a aplicagac orl— g e uma bi
Jecdo de suas raTzes que preserva multiplicidades. ‘

Demonstracdo. Seja {o ,..0,0 ) a sequencia de razes de p(X)

{contando multipliicidades). Assim, p(X) = an(X-al).,.(X-an) e

p*(X) = x".p(1/x) = .};”an(x'l-a])...(f(-k%) =

= (1) ag . aa (X-al )L (el )

" . -1 -1 . .
Se as sequencias {al,...,un} e {o, s } coincidem
~ ~ *
(salvo por uma permutagao) entao p (¥} =(—1)nal...unan(x-a]}

2

co(X-a) = (-1)aap(=) e (y0eea ) = (o o

-1
1...an)(a] s ) =1

de forma que o ...0, = +1. Segue-se que p*(X) = xp (X), i.e.,

p(X) e simetrico ou anti-simeétrico. A reciproca tambem ndo oferece
dificuldades.

0 resultado pode, portanto, ser enunciado da seguinte manei
ra equivalente:
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Corotario. Se {o,...,o,} & a seqiiéncia das raTzes (contando mul
tiplicidades) do polindomio caracteristico de uma transformagdo orto

~ -1 . ) -
gonal entdo {a],...,an} e {al see-sa, } coincidem, salvo por

uma permutagao.

Concluimos esta nota com as seguintes observagGes:

1) Caiculos como os do Lema 2 mostram que se {apeens0,} 8 a  se
quencia de raTzes ndo nulas (contando multiplicidades) do polindmio

o - *
plx) = aan ta _IX“ R T aX +ag, a #0, entdo p (X) =

-1 -
= a (X -0 )...(X-us1

a-g }. Este fato, juntamente com o Lema 1, mos

tra que se 7:v + V e uma transformacdo linear invertivel e
H -1

pplX) = (X-a )...(X-o ) entdo pT“‘(X) = (¥-o )...(X-a, ). A par
tir deste resultado, pode-se dar uma demonstracio direta do Cor01§
rio acima utilizando uma argumentagdo do mesmo tipe da empregada
ne Teorema.

2) E facil ver que se T & uma transformagdo invertivel e f(X) @
um polindmio entdo fF(T) = 0 se e somente se f*(T-l) = 0. Resulta

-1 - . P
que se mp(X) = X°+a__ x°7" + ... 4 a x+ta, & 0 polindmio minimo de

T entdo

n_ (X) = —50- ma(X).

Um argumento analogo ao do Teorema mostra que se ¢ & uma transfor
magao ortogonal entdo m,(X) & um polindmio simétrico ou anti-sime
trico;

3} E possivel dar um tratamento dos resultades apresentadas nesta
nota, mais ao sabor da matemdatica do 29 grau. Com efeito, nao @ di
ficil mostrar que se fF{x) e g(x) s&o polindmios e A(X)=F(x} -g(x)

entdo A¥(x) = g*(X)-g*(X) (isto s0 & valido para polindmios a coe
ficientes em um dominio de 1ntegr1dade(°)). Resulta que o produto

———————t e 0 [+ _ 0 . .
(s) MNo caso geral, #*(x) = A rd I*(x).g*(x), onde 4° indica o grau
de um polinomio.
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de dois polindmios simetricos (respectivamente anti-simetricos) ]
um polindmio simétrico e que o produte de um polindmio simetrico por
um polindmio anti-simeétrico & um polindmio anti-simétrico.

Se 7T e uma transformagdo ortogonal, entdo pT(X) (respecti
vamente mT(X)) e um produto de fatores iguais a ¥+1, a X-1 ou a
um polinomio do tipo x* +ax¥+1. Como todos esses polindmios sdo si
métricos ou anti-simétricos, conclui-se, do resultado acima, que
pT(X) (respectivamente m,(X}) e um polindmio simetrico ou anti-
simétrico. 0 argumento mostra, a rigor, que qualquer fator de pT(X),
em IR [X}, @ um polindmio simétrico ou anti-simetrico.

Quanto ao Corolario basta observarmos que se 7{X) g um po
1indmio a coeficientes reais a aplicagdo ok a (conjugado de a)
uma bijecdo de suas raJzes que preserva multiplicidades e que se «q
e uma rafz de pa(X) entdio o tem mdbdulo um e, portanto, &=

4) Lubkin considerou o caso mais geral em que V ® um espago veto
rial de dimensdo finita sobre um corpo k e F preserva uma forma
bilinear nio degenerada B: ¥xV -+ k. Assim, se 0 # v €V existe
w € v tal que Blv,w) #0 e (¥ v, w6 V) B{Tv,Tw) = Blv,w). Con
clui-se, ainda, que p,(X) 2 um polindmio simétrico ou anti-sime
trico. As demonstragGes indicadas na observacdo anterior ndo se es
tendem, de imediato, a este caso mais geral.
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