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Resumo

Esse trabalho apresenta uma formalizacao alternativa para a sintese de supervisores de sis-
temas a eventos discretos utilizando a algebra de didides. Tanto o sistema como a especi-
ficacdo de comportamento sao representados por matrizes de incidéncia. A sintese do su-
pervisor é realizada através de operacoes algébricas da algebra de didides. Os resultados
encontrados com esta formalizacao sao semelhantes aos resultados obtidos com o algoritmo
classico da suprema sublinguagem controlavel. A complexidade computacional do algoritmo
proposto é igual a complexidade do algoritmo classico.

A formalizacao apresentada permite estender a formulacao do problema de controle su-
pervisorio para incluir uma representacao temporal, e proceder a sintese de supervisores de
sistemas a eventos discretos temporizados. Essa extensao utiliza o automato temporizado,
denominado automato (max,+), para representar sistemas a eventos discretos. De forma
semelhante ao caso nao-temporizado, tanto o sistema como a especificacao de comporta-
mento sao representados por matrizes de incidéncia definidas na algebra (max,+). A classe
de sistemas a eventos discretos que pode ser tratada com o formalismo apresentado é restrita
ao caso em que o tempo de vida de um evento é especificado em termos de ntimero real que é
interpretado como o tempo minimo para a habilitacao do evento. Dessa forma, a abordagem

proposta determina uma formulacao unificada para o tratamento desses sistemas.



Abstract

This thesis presents an alternative formulation for discrete event systems supervisor synthe-
sis using dioid algebra. Both system model and behavior specification are interpreted as
incidence matrix. The supervisor synthesis is realized through algebraic operations of the
dioid algebra. The result found with this formalization are similar to the obtained result
with supremal controllable sublanguage classical algorithm. The computational complexity
of the proposed algorithm is equal to the classical algorithm complexity.

The presented formalization allows extend the problem formulation to include a temporal
representation and proceed to the timed discrete event systems supervisor synthesis. This
extension utilizes the timed automaton, called (max,+)-automaton, to represent discrete
event systems. In analogous way to the untimed case, both system model and behavior
specification are represented by incidence matrices defined in the (max,+)-algebra. The class
of discrete event systems that can be treaty with the presented formalism is restricted to the
case which the event lifetime is specified in accordance to real number that is interpreted
as a minimum time to event enabling. In this way, the proposed approaching determines a

unified formulation for the dealing of these systems.
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Capitulo 1
Introducao

Os Sistemas a Eventos Discretos (SEDs) [?, 7, 7, 7, 7, 7] s@o sistemas que estao presentes em
varias aplicagoes do cotidiano, como por exemplo a automacao de manufatura, a robdtica,
a supervisao de trafego aéreo e ferrovidrio, a logistica (canalizacdo e armazenamento de
produtos, organizagdo e prestacao de servigos), sistemas operacionais, redes de computa-
dores, concepcao de software, gerenciamento de bases de dados e otimizacao de processos
distribuidos. O estudo desses sistemas tem crescido muito nos ultimos anos devido a sua
importancia industrial e sua complexidade e custo [?7, 7, 7, 7, 7 ? 7 ?]. Isso, justifica o
esforco despendido em sua analise e projeto.

Os SEDs apresentam em comum a forma de interagir com o ambiente. Nessa interacao,
varias ocorréncias causam mudancas na configuragao interna, ou estado do sistema. KEssa
ocorréncias sao denominadas de eventos. Eventos podem ser exemplificados pelo inicio e pelo
término de uma atividade em uma maquina, pela transmissao e pela recepcao de dados em
um sistema de comunicagao, pela partida e pela chegada de trens (ou avides) em uma estagao
(ou aeroporto). Dessa forma, os eventos em um SED sao, por sua natureza, instantaneos, o
que lhes confere um carater de sistema de transicoes discretas com relagao ao tempo.

A evolugao dinamica destes sistemas pode ser exemplificada pelo grafico apresentado na
Figura 1.1, onde os eventos sao representados pelas letras gregas a, (3, v, 0 e €, e os estados
do sistema sao representados por qg, 1, G2, g3 € ¢4, €m que ¢g € o estado inicial do SED. O
estado inicial gy é o estado do SED antes da ocorréncia do primeiro evento. Neste exemplo,
apos a sequiéncia de eventos observa-se que o SED retorna ao estado inicial gg. Este processo
é denominado reinicializacdo. Se uma seqiiéncia de eventos resulta sempre o retorno do SED
a um determinado estado, denomina-se este estado de estado recorrente (home state).

Os SEDs tém como caracteristicas fundamentais:

e Ciclo de funcionamento descrito através do encadeamento de eventos;
e Ocorréncia de eventos em paralelo;

e Necessidade de sincronizacao.

Devido a sua natureza de tempo discreto e as suas caracteristicas, os SEDs nao podem
ser tratados adequadamente através dos modelos matematicos convencionais baseados em

equacoes diferenciais. Contudo, como sao sistemas de alta relevancia no mundo moderno,
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Figura 1.1: Trajetéria de um SED.

torna-se necessario encontrar solugoes para problemas relacionados ao seu controle. Assim,
vérios paradigmas podem ser usados na modelagem dos SEDs, como as cadeias de Markov [?],
a teoria das filas [?], os processos semi-markovianos generalizados [?], a dlgebra de processos
[7, ?], a teoria de linguagens formais e os automatos [?], as redes de Petri [?7, 7,7, 7, ?] e a
algebra de didides [?, ?]. Cada um desses paradigmas se aplicam a problemas distintos e que
necessitam de uma descricao especifica. Entretanto, nenhum deles se tornou um paradigma
universal para solucionar o problema de controle de SEDs, abrangendo suas mais variadas

classes (SEDs ciclicos e aciclicos, temporizados e ndo temporizados, estocéticos e outros).

1.1 Controle de SEDs

O controle de um SED ¢é determinado por inibigoes de eventos habilitados nos estados al-
cangados em sua evolucao dinamica. Assim, esse controle define a trajetéria que representa
um comportamento especificado. Geralmente, os SEDs apresentam em sua estrutura eventos
que podem ser inibidos e eventos que nao podem ser inibidos. Dessa forma, os eventos em
um SED sao classificados em duas categorias distintas, denominados eventos controlaveis e
eventos nao controlaveis. Um evento dito controlavel é aquele para o qual h4 uma maneira
para permitir ou inibir sua ocorréncia. O inicio de atividade de uma maquina e o envio de
uma mensagem podem ser classificados como eventos controlaveis, pois sempre é possivel
nao iniciar a atividade da maquina ou nao enviar uma mensagem. Por outro lado, um
evento é dito nao controlavel quando sua ocorréncia nao pode ser inibida, isto é, tal evento
ocorre espontaneamente. A quebra de uma esteira, o término do processamento de uma
peca em uma maquina, a chegada de uma mensagem enviada sao exemplos de eventos nao
controlaveis.

Considerando a existéncia dos eventos controldveis e dos eventos nao controlaveis, o
controle do SED deve garantir que em nenhum dos estados alcancados, haja possibilidades
de ocorréncias de eventos nao controlaveis que nao estejam incluidos no comportamento
especificado. Isso, porque um evento nao controlavel em um estado alcancado do SED pode

sempre ocorrer, desviando a trajetéria do comportamento especificado.
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Entre as formalizagoes de controle de SEDs, encontra-se a Teoria de Controle Supervisorio
(TCS) [?, 7, ?]. Esta foi desenvolvida utilizando as linguagens formais e os automatos [?, 7, 7|
como ferramenta de modelagem do SED. Na TCS, define-se que o supervisor é o agente
responsavel pela avaliagdo dos eventos gerados pelo SED e pela determinacao da acao de
controle a ser aplicada para a execucao de uma tarefa.

A TCS prové uma forma de controlar os SEDs, separando explicitamente o sistema a
ser controlado (open loop dynamics), do controlador propriamente dito (feedback control).
A partir dessa concepcao sao apresentadas as condigoes necessarias e suficientes para a ex-
isténcia do supervisor. A formulacao genérica do problema de controle no contexto da TCS
visa a determinacao do automato supervisor a partir do modelo do sistema a ser controlado
e da especificacao de comportamento requerida para o SED. A funcao do supervisor é as-
segurar que a linguagem gerada pela sua composicao com o SED que se deseja controlar,
represente a especificacao de comportamento desejada, ou seja, fazer com que o SED realize
uma tarefa especifica. Esta teoria foi desenvolvida para construir supervisores para SEDs
nao temporizados. Dessa forma, sua aplicacao garante condigcoes especificas para construir
supervisores onde é necessario apenas determinar a evolucao do SED, nao definindo instantes
de tempo exatos em que os eventos devam ocorrer, nem o tempo total para a realizagao das
tarefas. Ou seja, o supervisor define apenas o comportamento légico do SED. Assim, embora
o supervisor sintetizado garanta a realizacao da tarefa especificada, nada se pode dizer sobre
o tempo de sua execucao. Isto é, uma tarefa que poderia ser executada em um determinado
tempo pode ser realizada em um tempo maior que o devido. Esta situacao ilustra uma das
restri¢oes para o uso da TCS, quando se considera a aplicagao a processos automaticos que
exigem a determinacao de controle em tempos determinados. FEm muitos casos, os processos
podem se tornar lentos e apresentar ociosidade parcial (parte do sistema se mantém sem uti-
lizagao temporaria) devido ao assincronismo de suas partes. Esse problema é tratado quando

se incorpora a representagao do tempo no modelo do sistema.

1.2 SEDs temporizados

O tratamento de SEDs temporizados [?, 7, 7, 7] exige a incorporagao da representagao do
tempo em seus modelos. Varias abordagens foram formuladas para tratar desse problema.
Dentre elas, em Brandin e Wonham [?] o problema é formalizado através da inclusao de um
relogio global. Esta abordagem é muito similar ao tratamento com os SEDs nao temporizados
[?], incluindo um temporizador no modelo que é um evento denominado ‘tick’. A inclusao
do evento ‘tick’ que é sincronizado com o término de um ciclo do relégio global, resulta
num aumento significativo no nimero de transicoes do modelo e, conseqiientemente, no
numero de estados do SED. A abordagem necessita de dois paradigmas: 1) os grafos de
transigoes de atividades, utilizados em composicoes e 2) os grafos de transi¢oes temporizadas,
utilizados na sintese. O sistema pode ser descrito por eventos que apresentam tempo minimo
e maximo para suas ocorrencias, podendo o tempo maximo da ocorréncia de um evento ser
definido como infinito. Uma formalizagao similar é apresentada em Brave e Heymann [?] que

introduz intervalos de tempo para as possiveis ocorréncias dos eventos habilitados, relativos
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aos instantes de tempo em que o estado ¢é alcancado. Nesse trabalho é demonstrado como
as caracteristicas temporais e logicas podem ser separadas para tratamentos independentes.
Similarmente, em Kozdk [?] é especificado um tempo minimo de atraso entre as ocorréncias
dos eventos, que podem depender da completa histéria passada dos eventos. Tanto em
Brave e Heymann, como em Kozak o exato atraso de tempo entre quaisquer dois eventos
é desconhecido. Em Alur e Dill [?] o sistema é modelado por um autémato temporizado
(7,27, 7,7, 7] para a andlise de sistemas em tempo real.

Para solucionar os problemas de sincronizacao e permitir a analise de desempenho para
otimizar a automagao de processos em SEDs temporizados, a dlgebra de didides [?, 7, 7, 7,

?, 7, 7] se apresenta como uma teoria de alta importancia.

1.3 SEDs temporizados e didides

A élgebra de didides, recentemente utilizada na andlise de sistemas lineares [?, 7, 7, 7]
e também para analise de sistemas classicos de controle por Vidyasagar [?] e Kucera [?],
foi utilizada por Cohen et al. [?] para descrever o comportamento de SEDs temporizados
ciclicos, cuja dinamica é caracterizada por aspectos de sincronizacao. Nessa formalizacao, o
comportamento do SED ¢é descrito pelos tempos de ocorréncia dos eventos. Isso determina a
representacao de sua dinamica através de um modelo linear, onde o controle é feito através
de atrasos no inicio de tarefas (uso de recursos), como pode ser visto em [?, 7, 7 7 7?].

Nesse contexto, sao encontrados varios trabalhos para sintese e analise de SEDs tempo-
rizados, seja utilizando como ferramenta de modelagem os grafos de eventos temporizados
(7, 2,2, 7,27, 7] (redes de Petri temporizadas [?, ?, ?], onde todos os lugares apresentam
marcagao bindria com apenas uma transicdo de entrada e uma transicao de saida), seja
utilizando os autématos temporizados [?7, 7,7, 7, 7. 7, 7 ?]. No caso dos autématos tempo-
rizados, encontram-se trabalhos utilizando a algebra de didides na avaliagao de desempenho
de SEDs temporizados, como [?, 7, ?, 7?7 7], onde entre as ferramentas mateméticas usadas,
encontram-se as séries formais [?, 7,7, 7, 7, 7).

Embora a utilizagao da algebra de didides seja de alta importancia no estudo dos SEDs
temporizados, deve-se observar que sua utilizagdo como definida por Baccelli et al. [?] nao
define uma separacao explicita entre os eventos controlaveis e nao controlaveis. Apenas ha
a possibilidade de atrasar a ocorréncia de eventos em um determinado estado utilizando
para isto uma entrada de controle. J4 na abordagem de Cofer e Garg [?] a separagao dos
eventos em controlaveis e nao controlaveis é considerada, podendo ser utilizada também para
o modelo nao temporizado. O sistema é descrito por um sistema linear, em que os vetores de
estados, a especificacao de comportamento e a matriz do sistema sao formalizados por vetores
de fungoes polinomiais que definem a evolugao do sistema e, através de uma formulagao que
utiliza a algebra de didides, garantem as condicoes para a construcao de supervisores. Em
Gaubert [?, 7], o formalismo apresentado abrange em particular os sistemas lineares (max,+)
e uma classe de SEDs temporizados estocdasticos, podendo ser aplicada a SEDs deterministicos
e nao deterministicos.

A utilizacao da algebra de didides permite, entao, varias formas de abordar o problema de



Capitulo 1. Introducao 9

controle de SEDs, além da descri¢ao de suas linguagens. Seu uso em conjunto com as matrizes
de incidéncia do automato que modela um SED, resulta numa formalizacao para a sintese
de supervisores para sistemas nao temporizados deterministicos, que apresentam um ntimero
finito de estados [?], bem como para a sintese de supervisores de SEDs temporizados [?].
Logo, esta dlgebra se mostra como uma ferramenta de alta importancia para ser utilizada na
reescritura do problema de controle de SEDs nao temporizados, além de poder ser estendida
para os SEDs temporizados, de forma a formalizar um tratamento unificado na sintese de

supervisores de SEDs.

1.4 Objetivo

Essa Tese tem como objetivo reescrever a formulagao do algoritmo de sintese de supervisores
de SEDs apresentada em Ramadge e Wonham [?], utilizando para isto a algebra de didides
e as matrizes de incidéncia.

A partir desta reescritura do algoritmo e utilizando uma representacao do tempo, é apre-
sentado um algoritmo de sintese de supervisores de SEDs temporizados utilizando uma de-
scricao similar a abordagem nao temporizada, com a introducao das matrizes de incidéncia
temporizadas e seus vetores de estados. Essa extensao utiliza o automato temporizado,
denominado autémato (max,+), para representar SEDs. De forma semelhante ao caso nao-
temporizado, tanto o sistema como a especificacao de comportamento sao representados por
matrizes de incidéncia definidas na dlgebra (max,+).

Os SEDs que essa Tese permite tratar sao os SED representaveis por automatos de-
terministicos finitos através de suas matrizes de incidéncia. Isto é, SEDs que possam ser
representados por uma linguagem regular nao temporizada, ou uma série formal (linguagem

regular temporizada).

1.5 Organizacao da Tese

Para a compreensao desse trabalho, torna-se necessario, inicialmente, o conhecimento da
TCS. Também, a conceituagao das ferramentas utilizadas e o formalismo para a construcao

do supervisor. Dessa forma, essa Tese esta apresentada da seguinte maneira:
Capitulo 2: E apresentada a Teoria de Controle Supervisério de Ramadge e Wonham [?]

Capitulo 3: E apresentada a abordagem da sintese de supervisores de SEDs nao tempo-

rizados utilizando as matrizes de incidéncia e a algebra de didides;

Capitulo 4: E apresentada a abordagem da sintese de supervisores de SEDs temporizados
utilizando as matrizes de incidéncia temporizadas e a algebra de didides, mais precisa-

mente a dlgebra (max, +) e as séries formais;
Capitulo 5: Sao apresentadas as conclusoes e perspectivas futuras deste trabalho.

Em cada Capitulo sao apresentados os conceitos basicos utilizados no seu respectivo

desenvolvimento.



Capitulo 2
Teoria de Controle Supervisorio

A Teoria de Controle Supervisério (TCS) foi desenvolvida por Ramadge e Wonham [?],
utilizando como paradigma de modelagem as linguagens formais e os autématos [?, 7, 7, ?].

Nesse Capitulo é apresentada essa teoria que é utilizada como base para o trabalho
desenvolvido nessa Tese. Para o entendimento da TCS é necessario a apresentacao dos

conceitos das linguagens formais e dos automatos.

2.1 Conceitos

2.1.1 Linguagens Formais

As linguagens formais sao representadas por alfabetos de simbolos (letras ou digitos), onde
um determinado simbolo é uma entidade nao definida formalmente. Um conjunto nao vazio

de simbolos, define um alfabeto, o qual, geralmente é representado pela letra grega .
Exemplo 2.1 ¥ = {a,,7,d}, € um alfabeto, e os simbolos «, 3, v, § sdo seus elementos.

A justaposicao, ou concatenacao finita de simbolos, define uma palavra. Esta operacao é
definida por
cats, : XX X — X

onde X* é o conjunto de todas as palavras construidas com os simbolos de ..

Assim, uma palavra de dois simbolos, denotada por s, é definida por s = cats(a, 3) = af3,
onde a, 3 € X.

Com a justaposicao de simbolos definindo palavras, também define-se o comprimento de

uma palavra.

Definicao 2.1 O comprimento de uma palavra s, representado pela cardinalidade |s|, € igual

ao numero de simbolos que a compoe.

Define-se na Teoria de Linguagens Formais a palavra nula, representada por €, a qual é a
unica palavra de comprimento nulo, isto é, || = 0. Desta forma, € ¢ ¥ pois é uma palavra,
e nao um simbolo do alfabeto 3.

A operacao de concatenacao de simbolos é estendida para palavras como na definicao a

seguir.
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Definicao 2.2 A concatenacdo de palavras € a operacao
caty : T X X — ¥,
onde

cats(e, s) = cats(s,e) = s, s€ L

caty(sy, 82) = 8182 = 8, 51,89 € XT.
Assim, pela Definigao 2.2, dadas duas palavras u e v sobre um alfabeto ¥, com

u = cats(0y,...,0%) = 01...0%,

v = cats(Oki1y ey On) = Oi1.--On,

sua concatenacao define uma nova palavra que é
s = cats(u,v) = UV = 01...0k0k41...0p. (2.1)

Observa-se que a palavra vazia € é o elemento identidade na concatenagao, ou seja, toda
palavra s concatenada com a palavra vazia £ é sempre igual a mesma palavra. Também,

observa-se que a operagao de concatenacao é uma operacao associativa, pois

cats,(cats (01, 09),03) = cats(oy, cats,(02,03)) e

catg(cats(sy, S2), 83) = cats(sy, cats(ss, S3)).

Um conjunto de palavras é definido como:

Definicao 2.3 Dado k € N, denota-se por XF o conjunto de todas as palavras sobre ¥ cujo

comprimento € igual a k.

Exemplo 2.2 De acordo com a Defini¢ao 2.3 e considerando ¥ = {«a,~}, os conjuntos de

palavras de comprimento k, sao definidos por:

20 = {e};
ot ={a vk
2? = {aa, oy, 70,77}

Como conseqiiéncia da Defini¢ao 2.3, definem-se dois conjuntos especiais, que sao X1 e
>*, dados por
St= U F=slustusiu...

o* — k§02k220u21u22u23u--.:20u2+.

Vé-se que X é um conjunto composto de todas as palavras construidas dos elementos do
alfabeto X, cujo comprimento é maior que zero e X* é a uniao de X" com a palavra vazia ¢.
Um conjunto de palavras formadas com os simbolos de um alfabeto ¥, é definido como

uma linguagem, ou seja:

Definicao 2.4 Dado um alfabeto 33, L é uma linguagem sobre ¥ se e somente se, L C ¥*.



Capitulo 2. Teoria de Controle Supervisério 12

Com essa defini¢ao, observa-se que uma linguagem tanto pode ser L = ¥* como L = { }
(linguagem vazia, a qual ¢ diferente da linguagem Y°, composta apenas da palavra vazia ¢).
Define-se o prefixo de uma palavra s, como sendo uma parte inicial de comprimento

arbitrario de uma palavra s. Formalmente:

Definicao 2.5 O prefiro de uma palavra s sobre um alfabeto ¥ € qualquer palavra u € X*

que possa ser completada com outra palavra v € ¥* para formar a palavra s.
Exemplo 2.3 Da Definigio 2.2, u é um prefizo de s visto que 3 (v = 0pyq...0,) € X* tal
que, uv = s.

Assim, todos os prefixos de uma dada palavra s incluindo a palavra vazia e, formam um
conjunto, denotado por Pre(s).
O conjunto que inclui todas as palavras de uma linguagem L C X* e todos os seus prefixos

é definido como:
Definicao 2.6 O prefizo-fechamento, ou fechamento de L, é dado por:
L={u3vex Auve L} (2.2)

Dessa defini¢ao vé-se que, para uma linguagem L C ¥*, existe uma linguagem associada,
denotada por L, a qual é formada pelas palavras de L e por todos os seus prefixos. Disto,
conclui-se que L C L. Uma linguagem ¢é dita ser prefixo-fechada se e somente se L = L.

Outras operagoes definidas para as linguagens, sao o fechamento- Kleene
L*={¢}ULULLULLLU---
que é uma operacao idempotente, isto ¢, (L*)* = L*; uniao
L1UL2:{S|S€L1\/86L2};
interseccao
L1 ﬂLQ = {S| (8 S Ll) VAN (5 S LQ)}
e complemento
Lf={seX*|s¢ L}.
Com a definicao de linguagem, pode-se estender a operacao de concatenacao para as
linguagens como na definicao a seguir.
Definicao 2.7 A concatenacao de linguagens € a opera¢ao
caty : X x XF — ¥,

onde
catr({e},L) = caty(L,{e}) =L, L C ¥*
CCLtL(Ll, Lg) = {8182|$1 € LiANsy € Lg} .

Exemplo 2.4 Dadas as linguagens Ly = {a, a8} e Ly = {k, fn}, tem-se

caty({e}, L) = cat(Lq,{e}) = {a, af}

caty({e}, L2) = caty (Lo, {e}) = {x, On}
catp (L1, Lo) = {ak, afn, afk, afBn}
catr (L, L) = {ka, kaf, Bna, fnaB} .
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Expressoes Regulares

No estudo das linguagens formais, algumas linguagens, podem ser representadas através de
uma expressao regular, utilizando a algebra convencional e os simbolos do alfabeto. As-
sim, linguagens complexas podem ser representadas em termos de expressoes simples, como

apresentado por Hopcroft e Ullman [?]:

e 0 - representa a repeticao do simbolo o, por um ntimero arbitrario de vezes;
e s* - representa a repeticao da palavra s, por um nimero arbitrario de vezes;

e + - simbolo empregado como o operador 16gico ou, indicando uma opg¢ao entre duas ou

mais possibilidades.
As expressoes regulares sao definidas recursivamente da seguinte maneira:

1. @ é uma expressao regular denotando o conjunto vazio, £ é uma expressao regular
denotando o conjunto {e} e o é uma expressao regular denotando o conjunto {¢} para

todo o € ;

2. Se 51 e Sy sA0 expressoes regulares, entao s15,, s¥, s5 e (51 4+ S9)" 820 expressoes regu-
9 ) 1) 92

lares;

3. Toda expressao regular é construida através da aplicagao das regras 1 e 2 um nimero

finito de vezes.

As expressoes regulares provéem uma representacao compacta para linguagens complexas
formadas por um numero infinito de palavras. A palavra vazia € e a linguagem vazia &,
também sao consideradas nas expressoes regulares para as quais tém-se as seguintes pro-
priedades [?]:

s = s€ = s,

e =g,
e
g+ L =1L,
oL =12 =02,
¥ =¢

Exemplo 2.5 Para ¥ = {«,(} e uma linguagem prefizo-fechada L na qual os simbolos

aparecem alternadamente, com todas as palavras iniciando sempre por «, tem-se:

L ={e,a,a8,afa,afaf,..} = (af)’ (e + a). (2.3)

O termo apresentado depois do sequndo simbolo de igualdade pode ser lido da sequinte
maneira: «f pode nao ocorrer, e ocorrer € ou «, ou af3 pode ocorrer um numero arbitrdrio
de vezes e, logo apds, a ocorre, ou € (nada). Observe que L contém uma parte das palavras

contidas em ¥* = {a*[*}*, isto é, L é um subconjunto prdprio da linguagem %*.
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2.1.2 Autdomatos

Os automatos sao modelos matematicos de méaquinas de estados que tém entradas e saidas
discretas e que reconhecem um conjunto de palavras sobre um dado alfabeto Y. Os simbolos
sao lidos seqiiencialmente e dessa forma, um automato pode ser visto como uma entidade
de controle que tem uma varidvel interna que representa seu estado. Assim, cada simbolo
lido resulta na atualizacao desta variavel de acordo com uma fungao de transigao que associa
um novo estado a cada par (evento, estado). O conjunto de todos os estados do autémato
é representado por ). O estado inicial de um automato é designado por ¢g. Os estados
marcados, representados pelo conjunto ), C @), sao os estados que o automato atinge ao
processar palavras reconhecidas.

Os automatos podem ser finitos ou infinitos, além de deterministicos ou nao deter-
ministicos e, seu estado atual é necessario na determinacao dos estados futuros. Um automato
deterministico finito, consiste de um conjunto finito de estados ) e um conjunto finito de
transicoes, denotado por ¢. Essas transicoes sao etiquetadas com simbolos do alfabeto .

Um automato é dito deterministico se, de cada estado nao houver transicoes etiquetadas
com os mesmos simbolos e direcionadas para mais de um estado e apresentar apenas um

Unico estado inicial.

Definicao 2.8 Um autéomato finito deterministico, ou simplesmente um automato € uma
quintupla
A= (Qa Ea 57 qo, Qm)

onde:

Q=A{q, ., qu} € um conjunto finito de estados;

Y ={o1,...,0m} € o alfabeto ou conjunto de simbolos;

0: XX Q — Q ¢ a funcao de transicao de estados, onde

d(e,q) =¢q e

2.4
§(o,q)=¢, paraq, ¢ EQNoE; (2:4)

qo € Q € o estado inicial;

Qm € Q € o conjunto de estados marcados.

Observando a funcao de transicao de estados, vé-se que ¢’ s6 serd um estado do automato
A, se o for uma transicao definida no estado q.

Os automatos sao representados graficamente por um grafo direcionado, onde seus vértices
sao os estados e os arcos sao as funcoes de transicao. Os estados marcados sao vértices
representados por circulos concéntricos e o estado inicial indicado por uma seta que nao é

salda de nenhum vértice. Formalmente:

Defini¢ao 2.9 Um automato A = (Q, 3,9, qo, Qm) € representado graficamente pelo grafo
orientado G4 = {V,W}, onde

V=0Q e

W ={(q,d,0)|lq,d €e QNa€XN(0,9) =¢}.
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Exemplo 2.6 Um exemplo de automato é apresentado na Figura 2.1, onde:
L4 E = {a7 /37 f)/};
e Q=1{0,1,2};

e §(,0) =1, d(,1) =2, §(r,2) =2, §(5,0) =2, 6(8,1) =0, 6(5,2) =1, §(7,1) =1,

Figura 2.1: Exemplo de um automato.

Observa-se que o automato é construido através da fungao de transicao, onde §(z,y) é a
posicao de término, ou seja, o estado para onde o arco direcionado aponta, z é a transicao
que muda seu estado e y é o estado, ou vértice de origem do arco: em outras palavras, serd
o arco que indica uma transi¢do x que vai do estado y para o estado d(z,y).

Estendendo a funcao de transicao, permite-se descrever o processamento de palavras em

um automato.

Defini¢ao 2.10 Para um autémato A = (Q, %, 9, qo, Qm) a fungao de transicao estendida
0" € definida por
0" Y — Q,
de tal forma que:
0" (e,q)=q e

2.5
0" (so,q) =0 (0,6"(s,q)) para g € Q Ns € 3* (2:)

Geralmente, utiliza-se 0 ao invés de §*, desde que

6" (0,q) =6 (0,0"(s,9)) =0(0,q)

para o caso em que § = €.

Conhecidas a funcao de transicao e o estado atual do automato, é possivel determinar
seu estado apds o processamento de um simbolo qualquer. Assim, processando uma palavra
a partir de um determinado estado, confirma-se se o estado alcancado pertence ou nao ao

conjunto de estados marcados @),,.

Defini¢ao 2.11 Dado um autéomato A = (Q,3%,0,qo, @m), a linguagem marcada ou recon-
hecida de A, € definida por:

Ly (A) = {s|s € * N6 (s,q0) € Qu}. (2.6)
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A linguagem reconhecida por um automato pode ser encontrada, seguindo os arcos ori-

entados de seu grafo, iniciando do estado inicial até os estados marcados.

Exemplo 2.7 Na Figura 2.2, é apresentado um automato, cuja linguagem marcada €

L, (A) = {a, aq, fa, afBa, faa, BBa, ...} = (a(a* + f*a))",
e consiste de todas as palavras formadas por o e 3, sempre sequidas do evento c.

a a

-

Figura 2.2: Autéomato com linguagem marcada L,, (A) = {«, aa, fa, afa, faa, BPa, ...}

Geradores

Um gerador é um automato no qual a funcao de transi¢ao é definida para um subconjunto
préprio de ¥*, isto é, a funcao de transicao permite uma representacao de uma parte das

palavras contidas em >*. Os geradores sao mais compativeis com a representacao dos SEDs.

Definicao 2.12 Um gerador é uma quintupla

G= (Q7 Eu 57 qo, Qm)

onde os elementos Q, X, qo, Qm € tém a mesma defini¢ao do autémato (Defini¢ao 2.8),

com

0:Q XX —Q

definida como a func¢ao, geralmente parcial, de transi¢do de estados. Isto €, para cada q € @,

0 € definida apenas para um subconjunto de elementos o € 3.

A diferenca existente entre os automatos e os geradores é o fato de que, no caso dos
automatos, a func¢ao de transi¢do nao pode ser parcial (definida apenas para um subconjunto
de eventos para cada estado do gerador).

[gualmente aos automatos, tem-se a fungao de transicao estendida, sua linguagem e sua

linguagem marcada, como mostram as seguintes definigoes:

Defini¢ao 2.13 Dado um gerador G = (Q, %, 4, qo, Qm), associa-se a cada estado q € Q o
conjunto de eventos definidos X (q), dado por:

Y (q) ={cloc € ZAN0(0,q9)!} (2.7)

com 0 (0,q)! identificando que 6 € definida para o par (o,q).
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Defini¢ao 2.14 Seja um gerador G = (Q, %, 9, qo, Qm). Sua funcao de transi¢ao estendida,
denotada por 6, é uma funcdo
0" : X" xQ —Q

tal que:

0" (e,q) =q
0" (so,q) =0 (0,0" (s,q)), paraq e Q es e X* sempre que ¢ = 0" (s,q) (2.8)

e 0" (0,q") estiverem ambos definidos.

Defini¢ao 2.15 Seja um gerador G = (Q, %, 9, qo, Qm). Sua linguagem gerada L(G) é:
L(G)={s|lseX"AdI(s,q)!}. (2.9)

A funcao de transicao estendida pode ser denotada por d, ao invés de 0", igualmente aos
automatos.

Também é observado que a linguagem gerada L(G) pelo gerador é prefizo-fechada, isto é,

v G = (Qa 2,57%7@171)7

o (2.10)
L(G) = L(G)

Analogamente aos automatos, a linguagem marcada do gerador é definida como a seguir:

Defini¢ao 2.16 Dado um gerador G = (Q, 3,9, qo, @Qm), a linguagem marcada de G, deno-
tada por L, (G), é:
L, (G)={sls€X"ANI(s,q0) € Qu}- (2.11)

O comportamento de um SED é caracterizado pela ocorréncia de eventos, isto é, um SED
gera palavras de comprimento crescente, a medida que evolui. De acordo com o alfabeto ger-
ado pelo SED, podem-se encontrar seqiiéncias de simbolos, ou palavras que nao representam
sequéncias de eventos fisicamente possiveis. Assim, a linguagem gerada pelo sistema é um
subconjunto préprio de ¥* e inclui, para cada palavra, todos os seus prefixos. A linguagem
prefixo-fechada representa o comportamento logico de um SED, em que nao ocorrem eventos

simultaneos.

Definicao 2.17 A linguagem prefixo-fechada que representa o comportamento légico de um

SED ¢ denominada de linguagem gerada do sistema.
e?

Definicao 2.18 A linguagem que representa o conjunto de todas as tarefas que um SED é

capaz de executar, é denominada linguagem marcada do sistema.

Considerando que L**? seja a linguagem gerada por um sistema e L:? sua linguagem
marcada, de acordo com as Defini¢oes 2.17 e 2.18, tem-se que a linguagem marcada L%
contém as palavras geradas pelo SED, que também gera todos os seus prefixos. Ou seja, um
SED produz as palavras contidas em LTn?Ld. Desta forma, a linguagem marcada do SED nao

é necessariamente prefizo-fechada. Assim, vé-se que

Lsed C Lsed C Lsed — Lsed
m = tm = .
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Dessa forma, um gerador pode representar um SED, devido a sua funcao de transicao
restrita, que é definida apenas para alguns pares (evento, estado) do conjunto ¥ x Q. Isto
é, um SED com linguagem gerada L**? e linguagem marcada L%, é representado por um

m

gerador, de tal forma que
L(G) = L**

Ly, (G) = Lfﬁd

Devido a possibilidade dos geradores poderem representar os SEDs; algumas defini¢oes
sao necessarias para sua andlise. Essas defini¢coes sao de fundamental importancia para o

conceito de estrutura.

Definigao 2.19 A componente acessivel de um gerador G = (Q, %, 9, qo, Qm), denotada por
Ac(Q) é:
AC<G) = (Qaa 27 5(167 qo, Qac,m) y Onde

Qac ={alg € QNI €X N0 (s,q0) = q};
Qac,m - Qachm;
dac =0 | (X X Que) -

Aqui, d,. € a funcao ¢ restrita ao dominio X X Q.. Assim, um gerador G é dito acessivel,
na condigao tnica de G = Ac(G). A componente acessivel de um gerador contém apenas os

estados que sao alcancados a partir do estado inicial, embora que nenhum seja marcado.

Definigao 2.20 A componente coacessivel de um gerador G = (Q,%,0,qo, Qm), denotada
por Co(G) é:
CO(G) = (Qcm E? 6co7 qo, Qco,m) ’ Onde
Qeo=1{alg € QNIs €X NG(5,9) = ¢ NG € Qum};

Qco,m = Qco N Qma
deo =0 | (X Qo) -

A componente coacessivel de um gerador apresenta apenas os estados em que, a partir

deles, ¢ possivel atingir um estado marcado.

Defini¢ao 2.21 Um gerador G = (Q, 3,9, qo, @m) € coacessivel se e somente se, toda palavra

de L(G) for um prefizo de uma palavra de L, (G), isto é:

L(G) C L, (G). (2.12)

Nessa definicao vé-se que em um gerador coacessivel, existe pelo menos uma seqiiéncia
de eventos que o leva a um estado marcado.
Os geradores que sao, a0 mesmo tempo, acessiveis e coacessiveis, sao denominados ajus-

tados ou trim.
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Exemplo 2.8 Na Figura 2.3(a), € apresentado um gerador G. Este gerador nao é acessivel
devido ao fato de que o estado 6 nao é alcancado em nenhuma seqiiéncia a partir do estado
0. Na Figura 2.3(b), encontra-se o mesmo gerador sem o estado 6 e seus dois arcos retirados,
0 que o torna um gerador acessivel, em que todos os estados sao alcancados. Por outro lado,
para encontrar o gerador coacessivel, € necessdrio identificar os estados de G que nao sao
coacessiveis para o estado marcado 2. FEstes estados sao: 3, 4 e 5. Retirando estes estados
e as transicoes a eles ligadas, o gerador torna-se coacessivel. Note que o estado 6 nao €
retirado, desde que dele o estado marcado 2 € alcancado. Este gerador coacessivel é visto na
Figura 2.3(c). Finalmente, o gerador trim, estd apresentado na Figura 2.3(d), onde € visto
que, independentemente da ordem em que as operagoes de acessibilidade e de coacessibili-
dade sao tomadas, o resultado final nao € afetado. Deve-se observar que os geradores das
Figuras 2.3(b), 2.3(c) e 2.3(d) sao, respectivamente, a componente acessivel, a componente

coacessivel e a componente trim do gerador da Figura 2.3(a).

Figura 2.3: (a) Gerador e geradores (b) acessivel, (¢) coacessivel e (d) trim.

2.1.3 Composicao de Automatos

Uma das alternativas de modelagem de SEDs requer a decomposigao dos sistemas em sub-
sistemas e, para cada subsistema ¢é definido um automato que representa seu comportamento
dinamico. Entretanto, para estudar o sistema como um todo ¢é necessario remontar a de-

composicao feita para simplificar o estudo. Neste caso, é necessario compor os automatos
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que representam os sub-sistemas para obter o automato do sistema. A composicao de
automatos, constréi um automato que gera uma linguagem igual a intersecao das lingua-

gens dos automatos envolvidos na composicao.

Definicao 2.22 Sejam
G = (Q17217517QI07Qm1>

GQ = (QZa 227 627 42, ng)

dois automatos. O automato Gz resultante da composicao sincrona € definido por

G3 = (Q37Z3757q307QM3)
com Q3 = Q1 X Q2, M3 = X; U, 43, = (QIonZo); Qm3 = le X sz e

(01(0,q1,),02(0,42,))=(q1,,,q2,,) se 3o,61(0,q1,)=q1, e d2(0,q2,)=q2,

(51(UyQ1i),Q2i):(Q1imQ2i) se E'O', 51 (0-7 qli):qli/ apenas €m Gl
63(Uf(QI¢7q2i)):
(q1,,02(0,42;))=(q1,, G2, se 30,62(0, q2,) =qz2, apenas em G
indefinido caso contrdrio.
(2.13)

Exemplo 2.9 A composicdao sincrona dos automatos G e Go, apresentados da Figura 2.4(a)
e 2.4(b), respectivamente, onde os elementos de 31 sdo os mesmos elementos de Yo, estd
apresentado na Figura 2.4(c). Pode-se ver que nos dois automatos G1 e Gg, s6 se encontra
um unico arco (o) que sai do estado x para o estado x, em Gy e que, equivalentemente,
sai do estado 0 para o estado 1 no automato Gs. Por outro lado, quando o automato Go
encontra-se no estado 1, s6 hd um arco saindo do mesmo, que € equivalente no automato G,
que também é o arco . Também, o estado (x,0) do automato construido pela composi¢cao
sincrona de G1 e Go, nao € marcado porque o estado inicial do automato G, nao €. Porém,
o estado (x,1) do autémato construido pela composicao sincrona de Gy e Gy € marcado, pois
em ambos os automatos, a funcao de transicao «, leva de um estado marcado para outro
estado marcado. Deve-se observar que a Figura 2.4(c) nao apresenta os outros estados da
composi¢cao, desde que a fungdo de transicdo € indefinida (ver equagdo (2.13)). Naturalmente,
a ultima condi¢io da equacgdo (2.13) pode ser vista como a aplica¢ao dos operadores de

acessibilidade e coacessibilidade sobre o automato Gs com todos os estados qc, = (qcy, qc,)-

Exemplo 2.10 A composicao sincrona entre os automatos Gy e Gg, apresentados da Figura
2.5(a) e 2.5(b), respectivamente, onde somente o elemento n € 31 N Xs, estd apresentado na
Figura 2.5(c).

A composigao sincrona de automatos é utilizada na TCS para definir a linguagem do
SED acoplado em malha fechada ao supervisor, geralmente denotada por S/G, como serd

vista adiante.
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Figura 2.4: (a) Automato Gy, (b) Automato G; e (¢) Composicao sincrona G = G1||Gs.

21

Figura 2.5: (a) Automato Gy, (b) Automato Gs e (¢) Composicao sincrona G3 = G1|G.
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2.2 A sintese do supervisor

Na TCS, os SEDs sao representados por geradores, onde sua linguagem gerada é L(G) e
a linguagem marcada é L,,(G). Nela, considera-se a existéncia de um agente externo para
assegurar que o sistema realize uma tarefa determinada. Nesta teoria, o alfabeto de eventos
Y2 do gerador é dividido em duas categorias distintas: os eventos controlaveis e os eventos
nao controlaveis, representados pelos conjuntos Y. e ¥,., respectivamente. Assim, tem-se

que o alfabeto ¥ é a uniao de X, e ¥,., ou seja
Y= U X

Estes dois alfabetos definidos dentro do alfabeto X, nao tém eventos comuns, isto é, sua
intersecao ¢ o conjunto vazio, ou

YNy = .

Os eventos controlaveis sao aqueles que podem ser habilitados ou desabilitados em qual-
quer momento, enquanto que os eventos nao controlaveis nao sofrem acao de controle, como
¢ o caso da quebra de uma maquina, ou término de processamento de uma peca. Um evento
controlavel pode ser exemplificado pelo inicio da operacao da maquina.

Os eventos controlaveis sao habilitados ou desabilitados pela entrada de controle que é

definida como a seguir:

Defini¢ao 2.23 Dado um gerador G = (X,Q,0,qo, Qm), cujo alfabeto é particionado em

Y= 3. U Xy, 0 conjunto de entradas de controle associado a G € definido por:
F= (8. CrCs).

As entradas de controle definem quais os eventos que devem estar habilitados num deter-
minado estado. Assim, em um estado q do gerador GG, onde hé eventos controlaveis e eventos
nao controlaveis habilitados, uma entrada de controle v aplicada nesse estado define quais
os Unicos eventos que podem ocorrer. Como os eventos nao controlaveis nao sofrem acao
de controle, todos os eventos nao controlaveis definidos neste estado estao, por definicao,
sempre habilitados. Apenas os eventos controlaveis definidos em v podem ocorrer (os demais
eventos sao inibidos).

Um gerador controlado ¢ definido do seguinte modo:

Definicao 2.24 Dado I' C 2* como sendo o conjunto de entradas de controle, um gerador
controlado G, é um par (G,T') onde G € um gerador com alfabeto X2, particionado em eventos
controldveis . e eventos nao controldveis ., equipado com um conjunto de entradas de

controle T.

Denomina-se planta, o modelo do sistema a ser controlado, semelhantemente a teoria
classica de controle. O comportamento do sistema na auséncia de qualquer acao de controle

¢ definida como linguagem da planta, a qual representa o comportamento do sistema.
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Exemplo 2.11 Para o gerador apresentado na Figura 2.6(a), a linguagem é
L(G)=((aB+n)v+e).

Considerando que ¥, = {a,n} e X. = {f,v}, com a permanente desabilita¢ao de (3 definida

pela aplicagao da entrada de controle v = {a,n,v}, a linguagem torna-se
L(G)=a+ v+,

que € representada pelo gerador visto na Figura 2.6(D).

Figura 2.6: (a) Gerador com todos os eventos habilitados e (b) Gerador com o evento 3

inibido.

Este mecanismo de controle define um chaveamento nas entradas de controle. Dessa
forma, determina que a seqiiéncia definida na especificagao de comportamento, se possivel,

seja seguida. Isso remete as defini¢oes de supervisor e suas condicoes de existéncia.

2.3 Supervisores e condicoes de existéncia

Fundamentada a idéia de geradores controlados, interessa chavear a entrada de controle em
resposta a cadeia de eventos previamente gerada pelo gerador GG. Este chaveamento é feito
pelo supervisor, que ¢é o agente externo que determina a acao de controle.

Um supervisor é definido formalmente como:

Definicao 2.25 Um supervisor para um gerador controlado G. = (G,I') é um par S =

(S,0), composto de um gerador S = (X, X, £, x0, X)) € de um mapa de controle ©, em que:

e X ¢ 0 mesmo alfabeto de G;
e X € um conjunto de estados;

o £: X" X X — X € uma funcao de transicao parcial estendida;
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e 1o € X € o estado inicial;
e X,, C X € o conjunto de estados marcados;

e ©O: X — I € uma funcao que associa a cada estado x € X uma entrada de controle

vyel.

Na Figura 2.7, é mostrado como é representado o sistema composto pelo gerador con-
trolado G, supervisionado pelo supervisor &, em malha fechada. Pode-se ver que o gerador
controlado recebe a acao de controle e gera os eventos que sao observados pelo supervisor.

Essa composicao determina que o gerador siga a linguagem do supervisor.

E controle 'y @

A

eventosgerados o

Figura 2.7: Supervisao de um SED.

De acordo com a definicao de supervisor, tem-se que a acao de controle modifica a lin-
guagem gerada do sistema sob supervisao, pois pode inibir seqiiéncias de eventos que antes

podiam ocorrer, como visto anteriormente. Logo, sua linguagem, pode ser assim definida:

Definicao 2.26 Dados um gerador controlado G. e um supervisor S, a linguagem gerada

pelo sistema supervisionado, denotada por L(S/G), é tal que

e€ L(S/Q) e
so € L(S/G) se e somente se s € L(S/G) A so € L(G) Ao € O(&(s, o)),

onde © € o mapa de controle que associa a cada estado x € X uma entrada de controle v € T,

que € aplicada a G.

Observagao: A composicao sincrona entre o supervisor e o gerador define a linguagem do
sistema supervisionado. Esta linguagem representa a trajetéria que o sistema deve
seguir. Deve-se observar que os eventos habilitados em cada estado do supervisor sao
os tnicos eventos que podem ocorrer no estado correspondente do gerador. Os outros
eventos possiveis de ocorrerem no respectivo estado do gerador sao inibidos, o que é
determinado pela entrada de controle do supervisor. Esta condi¢ao pode ser vista na
composicao sincrona do supervisor com o gerador, observando os pares gs/¢ = (¢s, 9a),
onde gs/¢ € o estado ¢ da composigao sincrona S/G, gs é o estado ¢ do supervisor S e
g € o estado g do gerador G. Isto é visto na Defini¢ao 2.26, em que somente os eventos

que estao habilitados em cada estado, sao os que ocorrem sob supervisao.

Dada uma palavra s que pertenca a L(S/G), a mesma também pertence a L (G), o que

determina que a linguagem do sistema supervisionado satisfaz

L(S/G) C L(G). (2.14)
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Assim, L(S/G) ¢é uma linguagem prefixo-fechada, visto que uma palavra so € L(S/G)
somente se s € L(S/G).

Define-se a linguagem controlada do sistema supervisionado por
Le(8/G) = L(S/G) N Lim(G), (2.15)

ou seja, L.(S/G) é a parte da linguagem marcada original sob agao de controle que representa

as tarefas que sao completadas sob supervisao. Logo, isto implica nas condicoes:

Le(S/G)

C L(S/G) e
L(S/G)C L

m(G)

Dessa forma, a linguagem marcada do sistema é
Lin(S/G) = Le(S/G) N Lin(S5) (2.16)

Assim, vé-se que
Lin(8/G) € L(S/G) € L(S/G) € L(G),

ou seja, a linguagem L(S/G), que é gerada pelo sistema composto pelo supervisor e pelo
gerador controlado pode ser interpretada como o conjunto de todas as possiveis seqiiéncias

finitas de eventos que tém possibilidades de ocorrer no sistema.

2.4 Supervisores proprios

E preciso garantir que os eventos no supervisor § s6 devem ocorrer, quando eles também

ocorrerem em G, e estiverem habilitados por ©.

Definicao 2.27 Um supervisor S € dito ser completo, em relagao a um gerador G., quando

o sequinte ¢ verdadeiro: para todo s € ¥* e 0 € ¥ as trés condigoes

s € L(S/Q),
so € L(G) e
o €0 (£(s,m)),

Juntas implicam em
& (s,m0)!, isto € & (s,x0) € definido.

Esta é a condigao necessaria para considerar o supervisor & como completo em relacao
a um gerador controlado G.. Logo, se s é uma palavra que pode ocorrer no sistema su-
pervisionado e o evento o é uma continuacao fisicamente possivel desta palavra, se o esta
habilitado, entao a palavra so deve estar definida na funcao de transicao do supervisor.

Torna-se necessario estabelecer duas restrigoes a serem satisfeitas pelas linguagens L(S/G),

L.(S/G) e L,,,(S/G), para controlar um SED de maneira satisfatéria.

Definicao 2.28 Um supervisor S € dito nao bloquedvel se e somente se

L(S/G) = L(S/G) (2.17)
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Definigao 2.29 Um supervisor S € dito nao rejeitdvel se e somente se

Ln(S/G) = L (S/G). (2.18)

Dessas duas defini¢oes, ve-se que um supervisor é bloqueavel se existir pelo menos uma
palavra fisicamente possivel em L(S/G) que nao é prefixo de qualquer palavra em L.(S/G),
isto €, o sistema nunca pode completar uma tarefa especificada. Por outro lado, um supervisor
é rejeitavel caso exista pelo menos uma palavra em m representando uma palavra
completada, contudo que nao pertence a linguagem marcada L,,(S/G). Neste tltimo caso,
é possivel atingir um estado em que nenhuma tarefa seja completada.

Para que a sintese do supervisor seja completa, o supervisor nao deve apresentar nenhum

desses problemas. Isto leva a definicao de supervisor proprio.

Definicao 2.30 Um supervisor completo, isto €, ndao bloquedvel e nao rejeitdvel é dito su-

DPETVISOT Proprio se

Ln(S/G) = L(S]G) = L(S/G). (2.19)

Visto isso, chega-se ao problema principal da TCS, que estd definido em determinar
mudancas no comportamento de um SED G. As linguagens apresentadas anteriormente per-
mitem a formulacao de problemas abstratos de sintese de supervisores. De um modo geral,
um problema desse tipo supoe que se represente por linguagens o comportamento fisicamente
possivel do sistema e o comportamento desejado sob supervisao. O objetivo é construir um
supervisor para a planta tal que o comportamento do sistema em malha fechada se limite ao

comportamento desejado. Para tanto, definem-se os seguintes conceitos:

Definicao 2.31 Sejam duas linguagens K, L C ¥*. K ¢é dita fechada em relagcao a L, ou
L-fechada, se e somente se
K=KNL (2.20)

Definicao 2.32 Dadas duas linguagens K, L C ¥* e um alfabeto ¥ = ¥, U ¥, diz-se que

K é L-controldvel se e somente se
K¥,.NLCK. (2.21)

Essas defini¢oes sao os conceitos conhecidos por fechamento e controlabilidade, respecti-
vamente. A linguagem K é definida como a linguagem da especificacao de comportamento,
ou o que se deseja que o SED realize. A linguagem L é a linguagem gerada pelo SED.

Resta agora determinar as condigoes de existéncia do supervisor para a realizagao de uma

tarefa definida. E dada, entao, a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1 Seja § um supervisor completo para G.. Entio L(S/G) € prefizo-fechada
e L(G)-controldvel.

Demonstragao:

A demonstragao desse Teorema € apresentada em Ziller [?]. ¢

Também é necessario estabelecer as condigoes de existéncia de supervisores para os prob-
lemas formulados em termos de linguagens geradas e marcadas. Para isto, apresentam-se os

teoremas a seguir:
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Teorema 2.1 Dados um gerador G tal que L (G) represente seu comportamento fisicamente

possivel e uma linguagem especificada K C L (G), existe um supervisor completo S tal que
L(S/G) = K se e somente se K for prefivo-fechada e L (G)-controldvel.

Demonstragao:

A demonstragao desse Teorema € apresentada em Ziller [?]. ¢

Teorema 2.2 Dados um gerador G tal que L,,(G) represente as tarefas que podem ser com-

pletadas pelo sistema na auséncia de qualquer agcao de controle e uma linguagem especificada
K C L,,(G) entdo

1. Eziste um supervisor nao bloquedvel S tal que L.(S/G) = K se e somente se K for

L (G)-fechada e L (G)-controldvel;

2. O supervisor S serd préprio somente se o gerador S = (X, X, xg, X,;n) for tal que
X, =X.

Demonstragao:
A demonstragao desse Teorema € apresentada em Ziller [?]. ¢
Para problemas formulados em termos de linguagens marcadas, se K satifizer as condicoes

do Teorema 2.2, entdo o supervisor serd tal que L(S/G) = K, visto que nesse caso,
L(S/G)=KnNL,(G) =K. (2.22)

Estes resultados s6 podem ser empregados quando a linguagem especificada K satisfaz
as condigoes exigidas. Quando a linguagem K nao satisfaz as condigoes exigidas a existéncia
do supervisor, ou seja, a linguagem especificada K nao é nem L,,(G)-fechada, nem L(G)-
controldvel, é necessario encontrar uma sublinguagem K' C K, que satisfaca todas essas
condicoes. Esta sublinguagem é conhecida por Suprema Sublinguagem Controldvel K, ou
supC'(L), que soluciona o problema do supervisor, restritivamente.

Sendo assim, se K solucionar de forma satisfatéria o dado problema, isto é, se K D
La, onde L, é uma linguagem que representa o comportamento mais restrito que pode ser
tolerado, KT pode ser utilizada em substituicdo a linguagem anteriormente especificada. A
solucdo para este problema é um supervisor que implementa K. Para o caso dos geradores
de estado finito, KT é sempre computavel.

Determina-se, entdao, o seguinte: seja K C ¥* uma linguagem, e seja C(K) a familia
das linguagens controlaveis de K. Entao, C(K) é sempre nao vazia pois a linguagem vazia é
controlavel.

Um importante resultado em relagao a controlabilidade das linguagens é que a familia
C(K) é fechada em relagdo a unido de linguagens, ou seja, existe uma unica linguagem
controldvel méxima K tal que KT C K. Assim, nota-se que K pode ser a linguagem vazia.

Este problema pode ser enunciado da seguinte maneira: Dados um gerador G, uma
linguagem-alvo marcada E C X* e uma linguagem minima admissivel Ly, C E, encontrar

um supervisor proprio S tal que

L C L(S/G) C E. (2.23)
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Quando E é L,,(G)-fechada e L(G)-controldvel, a existéncia de um supervisor tal que
L.(§/G) = E é garantida, o que significa que o problema tem uma solu¢do nao restritiva,
como visto anteriormente. Nos casos em que E nao satisfaz estas condigoes, é possivel obter
uma solucao minimamente restritiva, como ¢ visto a seguir.

Considere que o conjunto de todas as sublinguagens L(G)-controldaveis de E, é dado por:
C(E)={K'|K'CEANK'Y,.NL(G) =K'} (2.24)
e que o conjunto de todas as sublinguagens L,,(G)-fechadas de E, é dado por:
F(E)={K'|K'CEANK'NL,G)=K'}. (2.25)
Para esclarecer a terminologia empregada adiante, considere a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.33 Dados um conjunto W qualquer e uma operac¢ao Z sobre seus elementos,

W € dito fechado sob a operacio Z se e somente se para todo par (wi,ws)
wi,we € W = w1 Zwy € W.

Teorema 2.3 Seja
H(K) = {K'|K' C K A [VK;, K,eH (K)] KUK, e H(K)}

um conjunto nao vazio de subconjuntos de K, fechado sob a operacao de uniao. Entao existe

em H(K) o elemento supremo
sup H(K) = | {K : K € H(K)}.

Demonstragao:

A demonstragao desse Teorema € apresentada em Ziller [?]. ¢

Considerando que dadas duas linguagens quaisquer Ly, Ly C >*, as operacoes de unido
de conjuntos e de prefizo-fechamento comutam, isto é, Ly ULy = L UL,y. Estendendo este
raciocinio a um nuimero arbitrario de linguagens sobre X*, entao, a seguinte proposigao é

apresentada:
Proposicao 2.2 C(FE) e F(FE) sio nao vazios e fechados sob a operagio de unido.

Demonstragao:

A demonstragao desse Teorema € apresentada em Ziller [?]. ¢

Corolario 2.1 FEzistem em C (E) e F (F), respectivamente, os elementos supremos

supC (FE)=J{K|K € C(E)} e
supF'(E)=J{K|K € F(E)}.

Demonstragao:

Demonstrado pelo Teorema 2.3. ¢

Os elementos sup C' (F) e sup F' (E) sao denominados, respectivamente, de Mdzima Sub-
linguagem L (G)-controldvel e Mdazima Sublinguagem L,, (G)-fechada de E.

Além do mais, a seguinte proposicao é também valida:
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Proposigao 2.3 O conjunto C (E) N F (E) é nao vazio e fechado sob a operagao de unido.

Demonstragao:

A demonstragao desse Teorema € apresentada em Ziller [?]. ¢

Considerando o conjunto C'F (E) = C' (F) N F (F) como sendo o conjunto de todas as
linguagens L(G)—controldvel e L,,(G)—fechada de E, entdo,

Corolario 2.2 Eziste em C (E)N F (E) o elemento supremo
sup CF (E) = | J{K|K € C(E)NF (E)}.

Demonstragao:
Demonstrado pelo Teorema 2.3. ¢
Denomina-se o elemento sup C'F (E) de Mdzima Sublinguagem L(G)— controldvel e L,,(G)—fe-

chada de E. Assim, tem-se o seguinte:
Teorema 2.4 O problema de controle supervisorio tem solugao se e somente se

supCF (E) DO La, (2.26)
sendo sup CF (E) a solu¢do minimamente restritiva.

Demonstragao:
Demonstrado pelo Corolario 2.2. ¢
Considerando o caso particular onde todos os estados do gerador sao marcados, tem-se
que:
L (G) = (@) = L(G) (2.27)

e, conseqiientemente, pela equacao 2.14 e pela Definicao 2.26, tem-se
L.(S/G)=L(S/G). (2.28)

Além disso, tem-se que toda linguagem prefivo-fechada E C L, (G) é L, (G)-fechada.
Logo, pode-se garantir que, VE, E C L,, (G):

E =sup F'(F) e
supCF (E) =supC (FE).

Com isto, a solucao para este problema é conseqiiéncia imediata do Teorema 2.2, dado
que L(S/G) C K. Assim, o problema de controle supervisério tem a seguinte versao para
linguagens geradas: Dadas uma planta G tal que L,,(G) = L(G), uma linguagem prefizo
fechada E C ¥* e uma linguagem minima admissivel Ly C E, encontrar um supervisor
proprio S tal que

LaC L(S/G)CE. (2.29)

O Teorema a seguir fornece a solugao para o problema de controle supervisério para uma

linguagem de especificacao £ C ¥*:
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Teorema 2.5 O problema de controle supervisorio para linguagens geradas tem solugao, se

e somente se
supC (E) O Ly, (2.30)

sendo sup C' (E) a solugao minimamente restritiva.

Por fim, é ressaltado que, caso todos os estados do gerador sejam marcados, tem-se a

garantia de que qualquer supervisor obtido serda nao bloqueavel.

2.4.1 Algoritmo para a Construgao da supC(L)

Para o caso em que um gerador de estado finito G é descrito por L (comportamento do SED)
e K (comportamento desejado, representado pelo gerador H), existe o seguinte algoritmo

para a computacao de K':
Algoritmo 2.1 Algoritmo para a Construgio de K' ([?])
e Dados o gerador G trim e o gerador H, faca:

1. Construir a matriz de transi¢coes A do gerador H, onde

o, se do do estado i para o estado 7,

—  caso contrdrio;

A =laj a5 = {

2. Incluir ao lado direito da matriz de transicoes A o vetor coluna que representa
Y (H (x) N Xy,
em que H () representa os eventos habilitados no estado x do gerador H;

3. Inclua ao lado direito da tabela o vetor coluna 3 (x), representando os eventos habili-

tados no estado x do gerador G;

4. Para cada estado x;, em A que nao satisfaz ¥ (H (x;)) N Xye C X (24), remover a linha

da tabela e a coluna da matriz A referente ao estado x;;
5. Encontrar a componente coacessivel do gerador resultante;

6. Itere este processo até que todos os estados x; restantes satisfacam

Y (H () N Eue C X ().

Exemplo 2.12 Sejam ¥ = {aq, as, B}, Yue = {8}, e em notagao de expressoes requlares

L(G)= (04152 + 042) B,
L(H) = a3 + ayf*,
que sao a linguagem do gerador trim visto na Figura 2.8 e a especificacao de comportamento

H desejada para este gerador.  Utilizando o algoritmo da sup C (L) apresentado por Ramadge

e Wonham [?], inclui-se separadamente a matriz de transicio do gerador da especificagdo
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O—-O—QF

Figura 2.9: Especificacdo L (H) = o, 8% + ap3*.

de comportamento, visto na Figura 2.9, duas colunas: uma listando X(H (x)) N Xy, outra

listando 3(x). Isto define a sequinte tabela:

1 2 3 4 5 S(H(x)N Xy | X(x)
1 o Qi Q1
| 2 8 8 8
3 3 5 B
4 B
5 65 8 g

Desde que X(H (4))NXye ¢ X(4), remove-se o estado 4 da tabela e encontra-se que o gerador

resultante € trim. O resultado € um gerador para a linguagem L (Hy), apresentado na tabela

a Sequar:
1 2 3 5 |SH@)NS | @)
1 Qaq (e e31e)
Hy:) 2 g G g
3 B
5 3 E &

onde sua linguagem € L (Hy) = ay f+as". Iterando esse procedimento € produzida a sequinte

sequéncia de tabelas:

1 2 5 S(H(x)NXue | X(z)
i, : a1 Qg ; Q0 I (H2> — T+ B’
5 B B g
1 5 S(H(z))NXu | X(x)
H3 : 1 o7} Q109 L (H3) = 0526*
5 5 5 B

em que, L (H3) € a sup C (L), cujo supervisor estd apresentado na Figura 2.10.
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O

%

oN;

Figura 2.10: Supervisor para a sup C(L) = L (H3) = as/5".

Exemplo 2.13 Considere o automato apresentado na Figura 2.11 e a especificagcao de com-

portamento apresentada na Figura 2.12. A linguagem marcada do autéomato €
Ly (G) = (aB)" + (arn)”
e a linguagem marcada da especificacao de comportamento é
L(H)=(a+kr) Bla+r)n.

Pode-se ver que L (H) ¢ Ly, (G), pois o nao existe em L, (G). Dessa forma, para calcular

*

Figura 2.11: Automato com linguagem L,, (G) = (a8)" + (axn)

a,K B
G’K
n

Figura 2.12: Especificacao L (H) = (o + k)" B (a + k)" 7.

a sup C (L), constrdi-se a composi¢ao sincrona H||G, a qual é vista na Figura 2.13. Com
a linguagem L (H') = L (H/G) dessa composic¢do, utiliza-se o algoritmo para constru¢ao da
sup C (L), em que inclui-se separadamente a matriz de transi¢ao do gerador da especifica¢do
de comportamento e as duas colunas listando Y(H (z)) N Xye e X(x). Isto define a seguinte
tabela:

12 3 45 6 |SH@))NZ | S
1 «Q 0"
2 k [ k0
Hy:| 3 n
4 Qo «Q
5 K
6 n n n
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B
n

Figura 2.13: Composicao sincrona H||G.

Desde que S(H' (3))NYye ¢ X(3), remove-se o estado 3 da tabela e encontra-se que o gerador

resultante € trim. O resultado é um gerador para a linguagem L (Hi), apresentado na tabela

a Sequir:
1 2 4 5 6 S(H (2)) NSy | B(z)
1 o' «
/ 2

4 « o'

) K K

6 n n n
onde sua linguagem € L (Hi) = afakn. Como todas as outras linhas satisfazem

!

Y(H (z)) Ny C X(x),

e Hi € coacessivel, entao, L (Hi) ¢ asupC (L) que € a linguagem do supervisor visto na
Figura 2.14.

Figura 2.14: Supervisor para sup C (L) = L (H,) = afarn.
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Sintese de supervisores de SEDs nao

temporizados

Como visto para a TCS, a sintese do supervisor é feita utilizando um modelo para um SED e
uma especificacao de comportamento. A partir desta especificacao, constrdi-se um supervisor
que, acoplado ao sistema, realiza-a completa ou restritivamente.

Esta formulacao pode ser reescrita por meio da algebra de didides e das matrizes de in-
cidéncia de um gerador que modela um SED. Nesse Capitulo é apresentada essa formulacao
alternativa para a sintese de supervisores de SEDs, baseada na algebra de didides aplicada
as linguagens formais. Nessa formulacao, o modelo do sistema, a especificacao de comporta-
mento e o supervisor sintetizado sao representados por matrizes de incidéncia. Dessa forma,
essa abordagem sera aplicada a mesma classe de SEDs que trata a TCS, considerando que
os sistemas apresentam um numero finito de estados.

Para essa formulagao, é necessario apresentar alguns conceitos que serao utilizados. Daqui

por diante, é utilizado a denominacao de automato para definir gerador, denotado por G.

3.1 Conceitos

3.1.1 Algebra de didides

A algebra de didides é definida sobre um conjunto D dotado das operacoes @ (adi¢do) e
® (multiplicagao), caracterizada pela propriedade da idempoténcia, em que a soma de dois
elementos iguais é o préprio elemento [?,?, 7, 7, 7 ?]. A algebra de didides é particularizada
de acordo com a definicao do conjunto D, que pode ser um conjunto numérico, de simbolos
ou de matrizes (numéricas ou de simbolos).

Um didide ¢é definido como a seguir:

Defini¢ao 3.1 Um conjunto D dotado com duas operagdes internas & (soma ou adi¢ao) e
® (produto ou multiplica¢ao) é chamado um didide, denotado por (D,®,®), se os sequintes

axiomas sao verificados:
Axioma 1: Comutatividade de &, Va,b € D

a®db=b®a;
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Axioma 2:

Axioma 3:

Axioma 4:

Axioma 5:

Axioma 6:

Axioma 7:

Axioma 8:

Sintese de supervisores de SEDs nao temporizados

Associatividade de @, Ya,b,c € D
(a®db)Bc=ad (b c);

Associatividade de ®, Ya,b,c € D
@®b)@c=a® (b c);

Distributividade de ® sobre &, Va,b,c € D

a direita:  (a®b)@c=(a®c) P (b® c);
a esquerda: c® (a®b) = (c®a)® (c®b);

Elemento nulo de @, denotado por e, Ya € D

ade=ecDa=a;

Absorcao pelo elemento nulo de ® por ®, Ya € D
aRXe=€cRQa=c¢;
Elemento identidade de ®, denotado por e, Va € D

aR®e=e@a=a;

Idempoténcia em &, Ya € D

aPa=a.

35

Observacao: Chama-se de didide comutativo o didide que satisfaz a comutatividade da

multiplicagao.

Defini¢ao 3.2 Seja (D, ®,®) um didide. Se a multiplicagio ® € comutativa, isto €, para

Ya,b € D

a®b=>b® a,

o didide (D, ®,®) € dito ser comutativo.

Observacao: Na algebra de didides, geralmente, o sinal da multiplicagao ® é, de modo geral,

omitido. Desse modo, sempre que nao houver ambigiiidade, utilizar-se-4 a seguinte

simplificacao:

ab=a®b.
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3.1.2 Linguagens formais e didides

A especificacao do conjunto D e das operagoes @ e ® particularizam a algebra de didides
para uma dada aplicacao. Para aplicar a algebra de didides as linguagens formais, define-se
que o conjunto D é P(X*), onde P(X*) é o conjunto de todas as linguagens formadas com
simbolos do alfabeto 3 [?]. Assim, um elemento de P(X*) é uma linguagem, e as operagoes

@ e ® sao definidas como segue:

Definig¢ao 3.3 Seja (D, ®,®) um didide. Sendo D = P(3*), os operadores & e ®, sdo
definidos como as operagoes de uniao e concatenacao, respectivamente, de forma que dados

dois elementos Ly, Ly € D,

L1 X L2 = {8152‘81 € Ll,SQ < Lg} €
Li® Ly = {S|S €LiVs GLQ}.

O elemento nulo ‘€’ denota a linguagem vazia & e o elemento identidade ‘e’ denota a lin-

guagem XY = {e}.

Assim, de acordo com essa defini¢ao, duas linguagens L, e Ly formam uma nova linguagem
L3, através de seu produto na algebra de didides, isto é Ly = L; ® Lo, ou através de sua

soma, se Ly # Ls.

Exemplo 3.1 Dadas as linguagens Ly = {a,b} e Ly = {bbc}, tem-se que

L3 = L1 D L2 = {Cl, b, bbC} €
L4 = L1 & LQ = {abbc, bbbC}

Como definido para as linguagens formais [?, 7, 7], tem-se como conseqiiéncia da Defini¢ao

3.3 que a concatenacao de uma linguagem L com ‘e’, é
L®e=e®L=1L
e a concatenacao de uma linguagem L com € é
LRe=€e® L =c¢c.
Exemplo 3.2 Seja L = {\}. Entao,

Loe=e®L={f}={ef\} = {8\ =L

LRe=ex L =c.

A operacao @ aplicada a linguagens regulares permite representar uma linguagem através
de expressoes regulares. Esta representagao é definida pela substituicao da operacao + pelo

operador @ para definir a possibilidade de escolha entre dois ou mais caminhos.

Exemplo 3.3 A linguagem L, = af3* somada com a linguagem Lo = o, é
Li=L1®Ly=af" @a=af" +a=a(f" +e)

que implica na unido de Ly e Lo.

Todos os axiomas da Definigao 3.1 sao validos quando D = P (¥*) [?].
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3.1.3 Séries Formais

As séries formais provéem um formalismo para tratar as linguagens formais, sejam elas

temporizadas ou nao temporizadas. Uma série formal é definida como [?, 7]:

Definicao 3.4 Uma série formal Y sobre um alfabeto ¥ com coeficientes em um dicide D
€ um mapa

Y: ¥ —D.

Para toda palavra s € ¥*, sua imagem Y (s) € denotada por (y|s), com (y|s) € D, represen-

tando o coeficiente da palavra s em Y .
Exemplo 3.4 Dado o alfabeto ¥ = {a}, tem-se
¥ ={ea,a0, a0, ...} .

Considerando D = R U {—o0}, como um exemplo especifico pode-se definir

como o0s coeficientes das respectivas palavras de >*.
E usual denotar o mapa Y pela série
Y =P uls)s. (3.1)
No caso do Exemplo 3.4, o mapa definido pode, portanto, ser reescrito como:
Y=1®d2ad 7Taa® dacad® - - -
Denota-se D ((X)) o conjunto das séries formais sobre ¥ com coeficientes em D. Para

Y, ¢ ¥ — D,
Yo ¢+ ¥*—= D

e para toda palavra s € X* esse conjunto ¢ munido das seguintes operacoes:

(41 @ yals) = (ls) © (y2ls) (3.2)
(11 @ yals) = EB (y1]u) ® (y2|v) , (3.3)

onde a soma em (y; ® y2|s) é finita. Essas operagoes sdo denominadas respectivamente de

soma e produto de Cauchy.
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Exemplo 3.5 Considerando D = {¢,e}, ¥ ={a, (3} e

Yi:¥*—=D
Yo :¥X*— D
tem-se que, se
(yile) =€, (n]ap) =e,
(y1lB) = e, (y1]Ba) =€,
(1ela) =€ (p2laf) =e¢,
(12lB) = €, (y2|Ba) =e,

entdo, verifica-se

(y1 B y2la) = (yi|a) & (y2la) =e D e=e,

) ®
(11 @ y2|B) = (11|B) © (12|B) =e® e =ce,
(11 © y2|aB) = (y1|aB) ® (y2|aB) = e De=e,

(11 @ y2laB) = (yi|a) @ (2|B) =e®@e =,
(11 ® Y| far) = (11|P) ® (y2]a) = e @ e =e.

Observe que a soma de Cauchy representa a uniao das linguagens e o produto representa
a concatenacao de linguagens, de acordo com a Definicio 3.3. A soma garante que uma
palavra pertencente apenas a uma das linguagens, sempre existe nela. O produto garante que
so existe uma linguagem se existir o sufizo em uma linguagem e o prefizo na outra linguagem,

que devem ser concatenados (a inexisténcia de um deles € definida pelo valor do coeficiente

(yls) = e).

A equagdo (3.2) define que para uma mesma palavra s € ¥* que apresenta coeficientes
diferentes, o coeficiente da soma é igual a soma dos coeficientes. Em termos praticos, uma
mesma palavra que tem coeficientes diferentes pode ser vista como uma tnica palavra com
um Uunico coeficiente. Similarmente, a equacao (3.3) determina que o coeficiente de uma
palavra construida pela concatenacao de duas outras palavras, é determinado pela soma da
multiplicacao dos coeficientes das palavras concatenadas. Isto €, o coeficiente de uma palavra
pode ser dividido em partes com as subpalavras que a compoe.

Também define-se para as séries formais a operacao estrela:
Defini¢ao 3.5 A operagao estrela para uma série Y € D ((X)) € definida como
Yi=edYoY’0®0Yi®- -
onde ‘e’ € o elemento identidade.

As séries formais permitem descrever linguagens através da equacao (3.3). Uma linguagem
nao temporizada pode ser descrita por meio de uma série formal definindo D = B = {e, e},

que denota o semi-anel bindrio. Assim, tem-se:
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Defini¢ao 3.6 Uma linguagem reqular L = {s,s', ...} C X*, € representada pela série formal
Y. =P (ls) s (3.4)
seEX*

onde (y|s)s € B((X)), e B((X)) € o semi-anel das séries formais com coeficientes em B e

varidveis nao comutativas em 3, tal que

(yls) = e sesel, (3.5)
(y|s) = € ses¢ L. (3.6)

Exemplo 3.6 Dado o alfabeto ¥ = {«, 5}, a linguagem L = {e, a, a3, o, ac, B3, faS} €

representada pela série formal

Y =ec@ea®eaf®efadeaa ®effdefafdeacad - Defid - - (3.7)
o)

onde (y|s) = e,Vs € L, e (y|s) = ¢€,Vs € ¥* — L. A série formal da equagio (3.7) pode ser

escrita como

Y, =esDea®eaf ®efadean d el @ efas ou
Yi=e@a®aB® fad®an® LB LBaf

desde que e @ L =€, e @ L = L, VL C Y*.

Deve-se observar que uma linguagem L é descrita por uma série formal Y. Assim, as
operagoes de unido e concatenagao de linguagens (ver Defini¢ao (3.3)) se apresentam como
a soma e a multiplicacao de suas respectivas séries formais.

Quando se considera D = Ry, ((3)), as séries formais permitem descrever uma lin-
guagem temporizada. Essas linguagens, bem como os automatos temporizados serao apre-

sentados no Capitulo 4.

3.1.4 Representacao matricial de um autémato

Os automatos finitos podem ser representados por uma matriz denominada matriz de in-
cidencia, denotada por A. Os elementos dessa matriz sao simbolos de um alfabeto . Sua

definicao é a seguinte:

Definigao 3.7 A um automato G = (2, Q, 6, qo, @m) com |Q| = N, sua matriz de incidéncia

A ¢ definida como

o se do do estado i para o estado j;

A =laig),ai; = »
€ caso contrdrio,

em que o € ¥, é uma expressio reqular do tipo o = ot + 0%+ ...+ 0", ot 02, ..., 0" € %, tal

que qualquer um evento o® € ¥ ocorrendo, provoca no autémato G a mudanca do estado i

para o estado j.
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Observa-se nessa defini¢ao que a linha 7 define o estado do automato, e a coluna j deter-
mina o préximo estado (linha) do autémato, se a; ; # €. Quando em um autéomato encontra-se
mais de um evento que determina a mudanca de um estado ¢ para o estado j, o elemento
a;; ¢ uma expressao regular. O estado inicial e os estados marcados da matriz de incidéncia
sao representados, respectivamente, por um vetor linha e um vetor coluna definidos como a

seguir.

Definicao 3.8 O estado inicial de um automato G representado por uma matriz de in-

cidéncia A, é definido pelo vetor linha 014 n(A),
H(A):[e € - €|,

1sto €, o primeiro elemento € o elemento identidade ‘e’ e os demais elementos sao dados pelo

elemento nulo €. Os estados marcados sao definidos pelo vetor coluna ¢y (A),

H(A) = e se a linha i € marcada;
| € caso contrdrio.

Observacgao: Desde que o vetor de estado inicial s6 apresenta o primeiro elemento diferente
de €, definindo que a linha 1 da matriz é sempre o estado inicial, a representacao grafica
de uma matriz de incidéncia é feita apenas com os elementos do vetor ¢, externamente,
ao seu lado direito. Deve-se observar que a Definicao 3.8 indica a linha 1 como o estado
inicial para esta abordagem por uma questao de conveniéncia. Dessa forma, o vetor ¢
genérico nao necessariamente apresenta o estado 1 como o estado inicial. Representa-se
por 60; (A), o elemento da j-ésima coluna do vetor 6 (A), e por ¢, (A) o elemento da

i-ésima linha do vetor ¢ (A).

Para qualquer automato finito, seja ele deterministico ou nao deterministico, é sempre
possivel definir sua matriz de incidéncia. Quando o automato é nao deterministico, um

mesmo evento o € X se apresenta em mais de uma coluna j, para uma mesma linha .

Exemplo 3.7 A matriz de incidéncia A associada ao automato da Figura 3.1, € dada por

e a+A+p €
A=|n € € €
15} a+ M| e

em que a linha 3 representa um estado marcado. Observe que os elementos do vetor ¢ (A)
encontram-se externamente a matriz, ao seu lado direito, onde a presenca do elemento ‘e’
indica um estado (linha) marcado. O vetor de estado inicial 0 (A) nao € apresentado, desde
que nessa abordagem, considera-se que a primeira linha da matriz sempre representa o estado
inicial. Dessa forma, sempre 01 (A) = e, e os demais elementos 6; (A) =¢€,j =2,..., N, ndo

sendo necessdrio sua apresentacao.
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a,A\,B

e ©

a,A

Figura 3.1: Automato nao deterministico com mais de uma funcao de transicao entre dois

estados.

Linguagem associada a uma matriz de incidéncia

A matriz de incidéncia é uma outra representacao de um automato. Isto significa que a
matriz de incidéncia A do autéomato G apresenta uma linguagem L (A) = L(G) e uma
linguagem L., (A) = L, (G).

Para construir uma linguagem a partir de uma matriz de incidéncia A, é necesséario a

seguinte defini¢ao:

Definicao 3.9 Seja A uma matriz de incidéncia, cujos elementos a; ; definem caminhos de
comprimento 1, que mudam o estado do automato que ela representa, do estado v para o

estado j. Assim, define-se a matriz

A"=AQA® --®A,

n
2,37

comprimento n, que levam o automato que ela representa, do estado i para o estado j. Os

como a matriz de caminhos, onde cada elemento al';, representa um ou mais caminhos de

vetores de estados da matriz de caminhos A™ sao 0s mesmos de A.

Observa-se que na matriz de caminhos, quando nao hd um caminho com n eventos que

muda o estado do automato de ¢ para o estado j, o elemento a;'; = €.

Exemplo 3.8 Do automato G mostrado na Figura 3.2, cuja matriz de incidéncia é

€ a € €
A=\ € p| e
e B al| e
A matriz de caminhos A? desse autémato é
a u
OERONS o1t
B B

Figura 3.2: Automato para exemplificar a construgao da matriz de caminhos.
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af € QL €
A2=AQ A= e ub+ Pa Jite’ €

BB af aa+ B | e
e sua matriz de caminhos A® é

€ afa+ apfb Qo €
A'=AQARA=| uBl+fab auf pove € .
aff3 BBa+ aal + ful afu+ aaa + Bua | e

Nessas matrizes, cada seqiiéncia em um elemento (i,j) representa uma palavra de compri-
mento 2 e 3, respectivamente. Fssas seqiiéncias definem as funcoes de transicao estendidas
do autémato G, que representam as mudancas dos estados i para os estados j. Em A?, vé-se
que do estado inicial para o estado inicial, existe a palavra of3. Uma palavra reconhecida
lo autémato € vist 1= 1= linha 1, coluna 3 s est !
pelo automato € vista em aj 3 = au, e em aj 3 = apa (linha 1, coluna 3), pois estas palavras

determinam a mudanga do estado inicial para o estado marcado 3 (p3(A) = e).

Com essa definicao e utilizando a algebra de didides, tem-se que a linguagem da matriz
de incidéncia L (A) é o conjunto de todas as palavras formadas por seqiiéncias iniciadas da

linha 1, que levam a qualquer linha da matriz A. Isto é,

Definicao 3.10 Para uma dada matriz de incidéncia A, sua linguagem é definida por

LA = 0A)aA) =B (6:(A) @adi,), (3.8)

% i J=

onde aﬁj ¢ o elemento da linha 1, coluna j da matriz de caminhos A

Deve-se observar que essa definicao determina a construgao da linguagem da matriz A
utilizando apenas os elementos da linha 1 da matriz de caminhos A, desprezando os elemen-
tos das outras linhas. Isto porque a linguagem é o conjunto formado por todas as seqiiéncias
de stmbolos que partem do estado inicial (linha 1). As outras linhas k = 2,3, ... de A’ contém
informacoes de caminhos que iniciam dos respectivos estados k, levando ao estado j. A for-
malizacao da linguagem L (A) é determinada como sendo a série formal sobre o semi-anel
D = B ((3)). Também, deve-se observar que a linguagem L (A) é prefixo-fechada, isto é,
L(A)= m, pois todas as palavras geradas em A’ sempre tém como prefixos as palavras
de A"!. Assim, a linguagem da matriz de incidéncia A representa a execucao da matriz,
que é igual a execugao do automato G representado por ela. Logo, L (A) = L (G).

Também, através dessa definicao, pode-se determinar qual estado é alcangado quando

ocorre a partir do estado 1 uma seqiiéncia s de eventos de comprimento |s|.

Definigcao 3.11 Seja A uma matriz de incidéncia. A sublinguagem de A, que contém todas
as palavras que mudam o estado do automato representado pela matriz A para o estado k é

definida como

LA = (0A)eA er) =D (6:i(A)@d,),
onde m € um vetor coluna com o k-ésimo elemento igual ao elemento identidade ‘e’ e o0s

demais iguais a €, € a} . € o elemento da linha 1, coluna k da matriz de caminhos A°".
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Assim, L (A)k contém todas as palavras que levam da linha 1 & linha k.

O conjunto de todas as palavras de comprimento |s| =i é determinado por

L(A); =0(A)® A" = (D (0:(A) @ a1)
j=1
e, o conjunto de todas as palavras de comprimento |s| = ¢ que levam da linha 1 para a linha
k ¢ determinado por

LAY =0A) @ A" @71 =0,(A) ®di,.

1

Por outro lado, a linguagem marcada da matriz de incidéncia A é definida como sendo:

Definicao 3.12 Para uma matriz de incidéncia A, sua linguagem marcada € definida por

n

L. (&) =@ (0(A) © Aeo(a)) = DD (h(A) @ ai,@0,(A).  (3.9)

i i j=1

onde aﬁj ¢ o elemento da linha 1, coluna marcada j da matriz de caminhos A’

Observe que essa definicao é semelhante a Definicao 3.10. Contudo, as palavras consid-
eradas sao as palavras que se encontram em uma coluna que leva a uma linha marcada j,
denominada coluna marcada.

Semelhantemente a Definicao 3.11, pode-se determinar se um estado marcado é alcancado

quando ocorre, a partir do estado 1, uma seqiiéncia s de eventos de comprimento |s|.

Definigcao 3.13 Seja A uma matriz de incidéncia. A sublinguagem marcada de A, que
contém todas as palavras que mudam o estado do automato representado pela matriz A para

o estado marcado k € definida como

L (A)" = €D (6(a) @ A'@v) = D) (01(A) @ ai 1 20,(A))
onde v € um vetor coluna com o k-ésimo elemento igual ao elemento identidade ‘e’ e o0s

demais sao iguais a €, e al , € o elemento da linha 1, coluna marcada k da matriz de caminhos

Al

Dessa forma, L,, (A)]C contém todas as palavras reconhecidas que levam da linha 1 a linha
marcada k.

O conjunto de todas as palavras reconhecidas de comprimento |s| =i é determinado por

n

L (A), = 0(A) © A'0p(A) = D (0:1(A) © af ;00,(A))

J=1

e, o conjunto de todas as palavras de comprimento |s| = i que levam da linha 1 a linha

marcada k é determinado por

Lo (A) = 6(A) ® A'®0 = 0,(A) © a, ,@0,(A).

)
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a
@ M
B
Figura 3.3: Automato para determinacao da linguagem.

Exemplo 3.9 Seja o automato apresentado na Figura 3.5. Sua matriz de incidéncia A €

€ a| e
A —
6 k| €
Para determinar sua linguagem, calcula-se
. | ab akK e A akf afa+ akk e
k3 Ba+kk | € Baf + kkf  kBa+ Bak + kK | €
cujos elementos da primeira linha definem as palavras de comprimento 2, 3, ..., da linguagem
de A. Logo,

L(A)=L(A)={e, a,afb,akx,akf, afa,akk,...}.

Observe que a palavra vazia € estd presente em L (A), e que as palavras de comprimento 1,
encontram-se na linha 1 das matrizes A*. A linguagem marcada desta matriz é determinada

pelas palavras da linha 1, coluna 1 de A*, desde que ¢;(A) = e:

Ly (A) ={e,ab,arp,...}.

Observe também que a linguagem da matriz de incidéncia A é a mesma linguagem do

automato G, encontrada sequindo seus arcos. Igqualmente, a linguagem marcada.

Acessibilidade e coacessibilidade dos automatos representados por matrizes de
incidéncia

Para um automato GG representado por uma matriz de incidéncia A, a acessibilidade e coa-

cessibilidade de uma linha de A sao definidas como a seguir:

Definicao 3.14 Uma linha j de uma matriz de incidéncia A € acessivel se para algum
1€ N¥,
O(A) R A" ® T # e,

em que ™ € um vetor coluna onde m; = e, e os demais elementos m, = €,k # j.

Assim, uma linha j é acessivel se, partindo da linha 1, existe pelo menos uma seqiiéncia

s # € que leva a linha j.

Definicao 3.15 Uma linha i de uma matriz de incidéncia A € coacessivel se para algum
k e N*,
v AP ¢ (A) #e¢

em que v € um vetor linha onde v; = e, e 0s demais elementos vy, = €,k # i.
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Dessa forma, uma linha 7 é coacessivel se, partindo da linha i, existe pelo menos uma
seqiiéncia s # € que leva a linha marcada j.

Dessa maneira, uma matriz de incidéncia A é acessivel se toda linha j é acessivel. Por
outro lado, uma matriz de incidéncia A é coacessivel se toda linha i é coacessivel. Uma
matriz de incidéncia A é trim se todas as linhas forem acessiveis e coacessiveis a0 mesmo

tempo.

Exemplo 3.10 No Exemplo 3.7, todos os estados sao acessiveis, pois
T
A )RA'@r=a+\+8#¢€ paran= [ € e e} ,
T
O(A) @ A?@m =0 +#¢, paraﬂ:[e e e} ;

que levam do estado 1 ao estado 2,

T
A )@ A'@m=03%#¢, pamﬁz[e € e} ;

que leva do estado 1 ao estado 3 e

T
O(A) @ A2 @1 = an+ An+ 0n # e, pamw:[e € e] ,

que leva do estado 1 ao estado 1. Todos os estados sao coacessiveis, pois para

v A'®¢(A) =0 #e, parav=|e € €
v A?2® ¢(A) =ns #e, parav = | ¢ e e
VROA'@P(A)=a+AN#e€ parav=|¢€ € e

Logo, a matriz A representa um automato trim.

Equivaléncia entre automatos representados por matrizes de incidéncia

As relagoes de equivaléncia entre autoématos [?, 7, ?], também sao vélidas para as matrizes

de incidéncia que os representam. Assim, define-se:

Defini¢ao 3.16 Duas matrizes de incidéncia Ay e Ay, tal queVay, ;,as, ;, ar,, C X eay, ; C

4,57

Y, sao ditas serem equivalentes, denotado por
A1 = A2

se para quaisquer duas sequéncias s1 de Ay e sy de Ag, a ocorréncia de um evento o € possivel
tanto em Ay como em Ay, e levam as linhas iy de Ay e iy de As, tal que ¢; (A1) =e see

somente se ¢; (Ag) = e.

Exemplo 3.11 As matrizes de incidéncia

Q

€
A1: A

2
= o
2
2
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sao equivalentes, pois
Lm (Al) = Lm (AQ) =« (6 + ﬁ*> A

Isto €, ambas reconhecem a mesma linguagem. Os automatos que elas representam estao

apresentados na Figura 3.4.

A
“ /k‘\
OEBORROR

A B

o

T

OO

A

Figura 3.4: Automatos equivalentes.

Composicao de matrizes de incidéncia

Como as matrizes de incidéncia sao utilizadas nessa Tese para modelar SEDs, é necessario
definir sua composi¢ao sincrona (ver subsegao 2.1.3). Para isto, a seguinte definicdo do

operador de intersecao é necessaria:

Definicao 3.17 Dado um alfabeto %, considere-se o dioide da Definicao 3.3. O operador ®

define a intersecao de elementos, como

k
a@b:e@<@ai>,seaiCa/\aiCb (3.10)
i=1

Ya,b € D, onde
o®E=c¢
ocl®o? =e¢ (3.11)
o®o=o0,

Vo,ol, 0% € ¥. Para matrizes de incidéncia, esse operador é definido como
C = A ® B, Ci,j == am- ® b@j,
para a; ; ® b; ; definido de acordo com a equagdo (3.10) e

6(C)=0(A)®0(B)
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Deve-se observar que, tornando o = e, isto é, a palavra vazia representada por ‘e’, a

intersecao satisfaz as condi¢ao da Definicao 3.17, ou seja,

e®e=c¢,
e®o =¢ Vo € XN #e,

e®e=e.

Com a defini¢ao deste operador, o produto sincrono entre duas matrizes de incidéncia é

definido como:

Definicao 3.18 A composicao sincrona de um matriz de incidéncia A,,x.,m construida com
stmbolos do alfabeto ¥ com uma matriz de incidéncia B, x, construida com simbolos do

alfabeto Yo € definida por:
Prnxmn = Al|B, pry = Uin,ja ® big jn;

onde k = (ia,ig) =ia +m(ig — 1) el = (ja,jB) = ja + m (js — 1), de tal forma que

a1 1®[b11b12...b15] | @a12®[b11bio.b1p] |0 | arm® (b1 b2 b1y
Am1® (01,1012 010] | ame® [b11bio. bin] | o | Gmm® [b1,1 01,2 ... b1,
a1,1® [bg,l 6272 bgm] a1,2® [6271 5272 bgm] e | arm® [5271 b272 bgﬂ}
Pmnan:
Am1® [b2,1b22...b25] | ama®[ba1bao...bapn] | --+ | @mm®[b21b22...02,)]
a1,1® {bn,l bn,2 bn,n] a1,2® [bn,l bn,2 bn,n] | a1m® [bn,l bn,Z bn,n]
i am,1® [bn,l bn,? bn,n] am,2® [bn,l bn,2 bn,n] te am,m® [bn,l bn,Q bn,n] ]

se ¥y = Yy. O vetor de estado inicial da composi¢do € 01, (P), onde o primeiro elemento
€ 61(P) = e, e os demais sdo iguais a € (6;(P) = 0;,(A) ® 0;,(B)), com | = (ja,jB) =
ja+m(jB —1). O vetor de estados marcados € ¢,,, ,(P), onde seus elementos sao definidos
por ¢,(P) = ¢, (A) ® ¢,(B), com k = (ia,iB) = ia + m(ig —1). Se Joa & X, ou
Jog ¢ X4, tal que ¥y # 3o € X1 N Xy # I, entdo,

Pmnan = (AHB) D Cﬁa

onde
ABeD)S | DAGA® | DAGA P cus DA oA
D;Qﬁ DAB AﬁB@Dg;”; D, A3A . DA @A
mnxmn= || DpA®AR | DAGA :
: : A"BoDyA DA @A
D;A®A B | DyA oA oy DA oA® | A"BeD;A

em que A™B é a matriz dos elementos de ¥ que nao pertencem a Yo, A8 € a matriz com
a diagonal principal definida pelos auto-lagos de A que nao pertencem a Yo e D,j:_ € uma

matriz diagonal dos elementos de B™.
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Esta definicao decorre diretamente da Definicao 2.22 do produto sincrono entre dois

automatos. Deve-se ver que:

1. A composigao sincrona de dois automatos gera um outro autoémato com ntumero de
estados igual a multiplicacao dos nimeros de estados dos dois automatos, embora possa
haver estados nao alcangaveis no automato construido por esta composicao. Assim,
considerando m estados no autémato G (que pode ser representado pela matriz de
incidéncia A) e n estados no automato Gy (que pode ser representado pela matriz
de incidéncia B), os estados do autémato G5 (resultante da composi¢ao sincrona de
G1 e G3) de acordo com a Definigdo 2.22 sao ¢3, = (¢1,,92,), 43, = (G15,q2,); s
43, = (ﬁhmaéhl)a 43,11 = (Q11,Q22)7 ooy 43q,, = (Chm,qb), o B tym = (Q1m,Q2n,1), oo
B = (15 G2,)-

2. Considerando primeiramente que ¥; = Y, entdo a equagao (2.13) é definida apenas
pela primeira condigao. Dessa forma, (G5 em uma representacao de matriz, tem uma
dimensao m x n, onde se pode observar que os primeiros m estados de (G35 sao os estados

de G em conjunto com o primeiro estado de Gs.

3. Os eventos referentes a estas primeiras m linhas/colunas da matriz de G3 sdo os el-
ementos dos m estados de (& intersectados com os elementos do estado g9, de Gbs.
Esta operacao é semelhante a fazer uma variacao de i de 1 até m para os estados de
G'1, mantendo j fixo em 1 no automato Gy e calcular o3, = 0y, N 09, para determinar
0 k-ésimo o3 nos m primeiros estados de (3, de acordo com a primeira condicao da
equacao (2.13). Esta mesma idéia é estendida aos demais elementos do automato Gs,
de forma que se encontra

03, — 01 02

TANIA BB’

em que para cada valor de jg = 1 até n, ja varia de 1 até m, e para cada ig = 1 até n,
ia varia de 1 até m. Observe que a operacao de intersecao pode ser substituida pelo
operador ®. Isto determina a construcao da matriz P = A||B, que se apresenta com a

estrutura apresentada na Defini¢ao 3.18.

4. Por outro lado, se existe algum elemento que pertence a G;, mas que nao pertence a
(G5 e vice-versa, isto é, 2/1 N Z’Q = J, em que 2,1 CXie E/Q C X9, tem-se que a equagao
(2.13) é definida por todas as condigbes apresentadas. Os elementos que satisfazem
YINYE # @, emque XY C X eX) C Ny comSIUY, =% eXjUY, = X,
sao definidos na composi¢ao sincrona por meio da primeira condigao de (2.13), como
visto anteriormente. Os elementos que s6 pertencem a um tnico alfabeto (conseqiiente-
mente a apenas um dos automatos), podem compor uma matriz de incidéncia de uma
composicao paralela (onde a linguagem de um automato é independente da linguagem
do outro) a qual é construida de acordo com as duas tltimas condi¢oes da equagao
(2.13). Dessa forma, a definigdo de d3 determina as mudangas de estados de G3 como
um simbolo o que muda o estado do automato GG, de ¢, para o estado q,, sempre

mantendo o estado do automato G, fixo e vice-versa. Assim, tem-se uma representacao
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de matriz, com uma dimensao m x n. Procedendo igualmente, isto ¢, dividindo esta

matriz em submatrizes de dimensao m X m, tem-se que:

e Na primeira submatriz, definida pelos primeiros m estados do automato Gj,
encontra-se a representacao da matriz de incidéncia A do automato G, desde
que mantendo fixo o estado g2, do automato Ga, a defini¢ao de d3 é determinada
pelas mudancgas de estado do automato GG;. Contudo, se o automato G, contiver
auto-lagos nesse estado (¢s,), entao esses auto-lagos aparecerao nessa submatriz,
em cada um dos estados de GG3. Como os auto-lacos sao representados por ele-
mentos (7,7) na matriz de incidéncia, entao, o resultado dessa primeira submatriz
¢ A D;ﬁ, em que D;ﬁ1 ¢ uma matriz em que os elementos da diagonal principal
sao dados pelo elemento b;; e que nao existem em A, e os demais elementos sao
€,

e A segunda submatriz, definida como as m colunas subseqiientes (de m+1 até 2m)
e mesmas linhas (de 1 até m), apresenta os elementos que definem as mudangas
de estado em (3. Assim, 03 é definida como as fungoes de transigao que mudam
apenas o estado do automato G, mantendo fixo o estado g2, do automato Gs.
Nesse caso, a func¢ao do estado (1,1) de G5 para o estado (1,2) de G5 é definida
por 0, que leva G5 do estado 1 para o estado 2, pois o estado ¢, estd mantido
fixo. Para a funcao do estado (2,1) de G3 que muda para o estado (2, 2), tem-se
igualmente a mesma funcao d,, pois o estado ¢, estd mantido fixo e assim por
diante nesta diagonal. Contudo, se houver algum auto-lago definido em G, ele
deve ser também definido. Nesse caso, um auto-lago em um estado ¢;, de Gy deve
aparecer em cada mudancga de estado de G5 em que esse estado k£ de G; se mantém
fixo: (k,7) para (k,j). Os demais elementos dessa submatriz sao iguais a €, desde
que 03 nao é definido quando ha mudanca de estados para os dois automatos,
ao mesmo tempo: (1,1) para (2,2), (2,1) para (1,2), e assim por diante. Dessa
forma, encontra-se que essa submatriz pode ser representada por D;lﬁ ® AB,
em que Dl?f; é uma matriz cujos elementos da diagonal principal sao dados pelo
elemento by 5 e que nao existem em A, e os demais elementos sao iguais a ¢, e A;B
é uma matriz em que seus elementos (7,7) sao os auto-lagos de A definidos em
suas respectivas posigoes (i,4) e que nao pertencem a B, e os demais elementos

sao iguais a €;

e Considerando agora a terceira submatriz, definida como as m linhas subseqiientes
(de m + 1 até 2m) e as colunas de 1 até m, tem-se 03 definida igualmente a
submatriz anterior. Assim, esta submatriz pode ser representada por D;;}l BA;B,
em que Dgf1 ¢ uma matriz em que os elementos da diagonal principal sao dados

pelo elemento by ; e que nao existem em A, e os demais elementos sao iguais a ¢;

e Na quarta submatriz, sua avaliacao define a mesma condi¢cao da primeira sub-
matriz: A & D;f;, em que D;QAQ ¢ uma matriz em que os elementos da diagonal
principal sao dados pelo elemento by 2 € que nao existem em A, e os demais ele-

mentos sao iguais a e.
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e As outras submatrizes sao semelhantes a estas, que em suas respectivas posicoes

determinam a matriz denotada por C™.

Como a composicao sincrona de duas matrizes de incidéncia A e B é igual a composi¢ao
sincrona dos respectivos automatos G e Gg que elas representam, entao, a linguagem da

composicao sincrona L (P) satisfaz
L(P) = L(A|B) = L(SINC(Ga,GB)),

onde SINC (Ga,Gg) representa o operador de produto sincrono de dois automatos definido
em Wonham [?].

Com a Definicao 3.18, o seguinte algoritmo é apresentado para a construcao do produto

sincrono de duas matrizes de incidéncia, em que ¥ N Xy # &:
Algoritmo 3.1 Construcao do produto sincrono P = A||B
1. Faca 6, (C) =e¢
2. Faca jao = jp =1ia =i = 1.
3. Enquanto ig < n, faca:

a) Se by s =€, faca jp = jg +1
b) Se jg > n, facaig =ig+1e jg =0
c) Enquanto ip < m, faca:
i. Se aj, j, =€, faca ja = ja +1
ii. Se jo > m, fagcaipa =ia +1e ja =0
iii.. Faga k =ia +m (ip — 1)
iv. Faga l = ja + m(js — 1)
v. Faga pri = iy jo ® big jp
vi. Se ¢;, (A) =ee ¢, (B)=c¢, faca ¢, (C) =e¢
vii. Faca jo = ja +1
viii. Se jao > m, facaia =ia +1e ja =0
d) Faca jg = jp + 1

e) Se jp >n, facaig =ip+1lejg=0
4. Se Joa ¢ ¥, ou 3o ¢ ¥y, componha a matriz C, e faga pr; = pry © ¢

Observacao: Esse algoritmo é similar ao algoritmo da contrucao do produto sincrono de
automatos [?]. Dessa forma, sua ordem de complexidade é O (nm). Considerando que

n =m = N, sua ordem de complexidade é O (N?).
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Exemplo 3.12 Dadas as matrizes de incidéncia

m=2
N _[ - ] :
G € €
‘ n=3
e a €| e
B=|75¢e¢ n| e
A [ o€ €
que representam os automatos da Figura 3.5(a) e 3.5(b), seu produto sincrono determina

a matriz P, em que seus elementos Pry = Diinin),Gajs): ¥ = ia +m(ip —1) el = ja +

m (jg — 1), nos elementos a;, j, = big ju 7 €, sdo dados por:
o k= 1+2x0= ]_, l:2—|—2 X 1:4, P14 :p(171)7(272) :a172®b172:a
¢ k=2+4+2x1=4,1=1+2x0=1, ps1 = p2),11 =21 ®by1 =f

) /{3:2+2X2:6,l:1+2><1:3, p6’3:p(273)7(172):a271®b372:ﬁ

A|B =

Como \,n € B, mas \,n ¢ A, entao

B A—*B@DﬂA D—~A @AFB D—\A EBAZ—\B 7

b11 b1,2 b1,3

€ € € € € € e
€ € € € € € e

D;;\I@A;B AﬁB@D;QA2 D;;;@A;B
C = € € € € n € ¢
€

€ € € € € N

Dy ©AT% D oA®  ATBeDA
A€ € € € € €
€ A € € € € €

€ € € € €| €
P =(A||B)&C" = 7
B € € € n | e
A € € € € €
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que representa o automato Gs composto por G e Gy através do produto sincrono, e que
estd mostrado na Figura 3.5(c). Veja que os estados marcados sao definidos pelas linha
k =1 que representa o par (ia,ig) = (1,1) e k = 2 que representa o par (ia,ig) =
(2,1), pois ¢1 (P) = ¢y, (A)@ ¢y, (B) =€, e 9 (P) =y, (A)® ¢y, (B) =e. O vetor

de estado inicial é
OP)=|60,(A)®0,(B) € € € ¢ 6}:[6 € € € € €

Deve-se observar que a linha 2 da matriz P contém todos os seus elementos py; = €,

mas esta linha é alcangada pela seqiiéncia s = 0 (P) QP> @7 = pyapasPe2 = ani, para

T
WZ[EGGEEE},

o que implica que esta linha representa um estado blogueado na composicao de G1 com

Gs.
a
S oS ORI
B

A
R G ERONRON.
- >
B B

2

Figura 3.5: Automatos (a) Gy, (b) Gy e (¢) G3 - produto sincrono de Gy e Gj.

3.2 Sintese do Supervisor

Nessa Secao, é apresentada a sintese de supervisores de SEDs através da algebra de didides
e das matrizes de incidéncia. Para isto, torna-se necessario compreender como ¢é descrita a
dinamica do SED modelado por uma matriz de incidéncia.

Assim, dada uma matriz de incidéncia A que é um modelo de um SED, os estados ¢ sao

representados pelas linhas 7. A linha 1 dessa matriz representa o estado inicial do SED. Os
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eventos do SED sao representados por simbolos de um alfabeto ¥, em que ¥ = X, U X, e

Y.N X, = 2. Entao, um evento ¢ é dito estar habilitado em um estado ¢ (linha 7), se
Jjlai; = o,

isto é, para a; ; # €, hd um evento o habilitado na linha ¢, cuja ocorréncia leva a matriz a
linha 7. Dessa forma, o conjunto de eventos possiveis de ocorrerem no estado ¢ (linha i) é
representado por

Y (i) CX.

Um SED modelado por uma matriz de incidéncia gera, entao, seqiiéncias de eventos

iniciadas no estado inicial (linha 1), dadas por

8 = 1 ey Ay kg -+ W1 s (3.12)

construidas de acordo com a Definicao 3.10. Sendo assim, a linguagem do SED modelado
pela matriz de incidéncia é o conjunto de todas as seqiiéncias possiveis de ocorrerem a partir
de seu estado inicial. Isto é,
L = {s1,59,...}

onde s;,7 =1,2,... ¢ dado de acordo com (3.12).

Por outro lado, dada a representacao dos estados marcados do SED na matriz de in-
cidéncia como sendo o vetor ¢ (A), a linguagem reconhecida (ou marcada) é o conjunto de
todas as seqiiéncias possiveis de ocorrerem a partir da linha 1, e que levam a uma linha

marcada (ver Definigdo 3.12). Isto ¢,
Lm (A) = {81,82,...} (313)

com s;,7 = 1,2, ... ¢ dado de acordo com (3.12) e ¢, (A) =e.

Entao, um SED modelado por uma matriz de incidéncia A gera os eventos X (i) C 3,
iniciando da linha 7 = 1.

Dessa forma, tendo-se em vista como se dé a evolugao dinamica do SED modelado por
uma matriz de incidéncia, para sintetizar um supervisor, considera-se igualmente a Ramadge
e Wonham [?], que o alfabeto de eventos X é particionado em eventos controlaveis X. e

eventos nao controldveis X, satisfazendo a

Y= U Xy

YeNXye = .

De acordo com a Definicao 3.7, da matriz de incidéncia de um automato, e com a particao
do alfabeto de eventos Y, definem-se duas outras matrizes de incidéncia: A, e A,., que

contém os eventos controlaveis e ndao controléveis do automato G.

Definicao 3.19 Dado um automato G que representa um SED, construido com eventos de
um alfabeto ¥ = X, U Xy, definem-se as matrizes de incidéncia A. e A,., com dimensoes

tguais a do automato G, isto €, N x N, dadas por

o. se do. do estado i para o estado 7,

A= [(QC)i,j] ) (GC)Z}J’ = {

€ caso contrdrio
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Oue S€ doye do estado i para o estado j;
Ay = [(CLUC)M] ) (CLUC)M = ..
€ caso contrdrio,

onde o, € Y. € Oye € Zye. 0s vetores de estado inicial e estados marcados dessas duas

matrizes sao 0s mesmos da matriz A.

Exemplo 3.13 Considerando que o automato visto na Figura 3.6, tem 3. = {a,n} € Xy =

{8}, entdio

e a | e
e
e € [ | €
A= |¢€ € ¢ €
€ [ € e

onde a linha 3 define um estado marcado, e a linha 1 define o estado inicial em ambas as

matrizes.

e

a

Figura 3.6: Automato deterministico.

Observagao: Pode-se ver que esta particao define duas matrizes em que, a matriz de in-

cidéncia A é reconstruida através da sua soma, isto €,

A=A.0A,.

Exemplo 3.14 Dadas as matrizes de incidéncia A, e A,. do Fxemplo 3.13, sua soma é

€ a € € e € [ | € € a (| €
A.® Ay n e el e®|lee e|le=|nc¢€cl|lec=A
€ a | e e B € e e B a| e

onde A é a matriz de incidéncia do automato visto na Figura 3.6, em que ¥. = {a,n} e

E'U,C = {/6}'

Deve-se observar que em uma matriz de incidéncia gerada através da soma de duas outras
matrizes, os estados marcados sdo os estados (linhas) que sdo marcados nas duas matrizes.
Tendo definido a particao da matriz de incidéncia do automato que modela o SED, torna-

se necessario representar a especificagao de comportamento por um automato Gg e sua
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matriz de incidéncia E, de forma semelhante a A. Deve-se ver que uma especificacao de

comportamento é a tarefa que se deseja que o sistema realize.

Definicao 3.20 Dada uma especificacdo de comportamento Gg para um automato G que €

um modelo de um SED, esta tem sua matriz de incidéncia definida por

o se do do estado v para o estado j em Gg;
E =le; ], e = .
€ caso contrdrio

em que o € ¥*, € uma expressao reqular do tipo 0 = ot +o? + ...+ 0", ot 02, ..., 0" € 2,

tal que qualquer um evento o*

€ X ocorrendo, provoca no automato da especificacao de
comportamento Gg, a mudanca do estado i para o estado j. O estado inicial e os estados

marcados sao definidos igualmente a Defini¢cao 3.8.

A partir daqui, toda referéncia a especificacao de comportamento G g, sera feita utilizan-

do-se a representacao matricial E.
Observacao: No contexto desse trabalho, deve-se considerar as seguintes denominacoes:

N /
1. Um sub-automato G apresenta uma estrutura semelhante, mas apenas com parte

dos estados ou com parte das transicoes de G;

2. Uma sub-linguagem L' apresenta parte das seqiiéncias da linguagem L. Nao
necessariamente L' C L indica que o autémato de L' é um sub-autémato de
L;

3. Uma submatriz A’ é formada pelas primeiras m linhas e as primeiras m colunas

de A e mantém uma correlacao elemento a elemento.

Para reescrever o problema de controle de Ramadge e Wonham utilizando as matrizes de
incidéncia, é necessario que a especificacao de comportamento sempre seja uma submatriz
da matriz de incidéncia A. Se E nao é uma submatriz de A, torna-se necessario transformar
as matrizes A e E em outras matrizes, denotadas por A# e E# respectivamente, tal que E#

seja uma submatriz de A#, e satisfacam

L, (E#) =1L, (E).

Assim, considerando que a especificacao de comportamento E seja apresentada diretamente

como uma submatriz de A, ou através da transformacao em E#, sempre a relacao
L(E)C L(A)

¢é verificada. Esses dois casos representam uma especificacao de comportamento genérica,
véalida para as situagoes em que L (E) C L(A) (ver Exemplo 2.12) e L(E) € L(A) (ver
Exemplo 2.13).

A situacao de uma especificacao de comportamento E apresentada nao ser submatriz de

A necessita do seguinte procedimento:
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1. Constroi-se a composicao sincrona de A com uma matriz qualquer que gera X*, para
determinar uma nova matriz A* que tem L (A*) = L(A) e L, (A*) = L, (A).
Transformando a especificacao de comportamento E em uma matriz de incidéncia E*
que gera X*, através da inclusdo de um estado proibido (linha i, /coluna j.), denominado

de estado de erro, utiliza-se E* para construir a matriz A¥ = A||E";

2. Damatriz A#, substituindo todos os elementos das linhas/colunas que formam os pares
(ia,ic), (ja,Je) pelo simbolo €, encontra-se a matriz E# tal que L (E#) CcL (A#) =
L(A), com L (E) =L (E#) e E¥ sendo uma submatriz de A%#;

3. O vetor ¢ (E#) é determinado pelos elementos resgatados do vetor original ¢ (E), cujos

elementos satisfazem o par (ia, ig), com ¢, (E) = e, o que garante L,, (E#) = L, (E).
Dessa forma, a matriz E# se apresenta como uma submatriz de A%, e conseqiientemente,

L(E*) c L(A*)=L(A),

L(B%) - L(B),

L, (E#) =L, (E).
Para os casos em que ha a necessidade dessa transformacao, é apresentado a seguir o algo-
ritmo que transforma uma matriz de incidéncia qualquer para que sua linguagem reconhecida

seja 2%,
Algoritmo 3.2 Transformacao de matrizes de incidéncia para reconhecimento de ¥*
1. Marcar todas as linhas de F (tornar Vi, ¢; (F) = e);
2. Para cada linha i de F, incluir os auto-lagos
fii=%— {01,02, ...,a"}
tal que o® ¢ fij k=1,2,..,n;
3. Incluir no final da matriz ¥ uma coluna j. e uma linha marcada de ‘erro’ i, represen-
tando uma linha proibida, e fazer:
i) Para i < i, faca:
a) vj?j < je7 fi,je =0, seog C fj,’b VoC f],] € fi,k 7£ 0-7Vk7k < je;'
b) VJ,j < j&fi,je = O'l se fi,j % O'/,VO'/ I~ Z,’
ii) Faca fi, ;. = X.

Teorema 3.1 Uma matriz de incidéncia ¥* construida de ¥, com L(F) C ¥*, gera a lin-
guagem L (F*) = X*.
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Demonstracao:
Considere uma matriz de incidéncia F com linguagem L (F) C ¥*. A marcagao de todos

os estados garante L (F) = L,, (F). A inclusio dos auto-lagos
fii=X—{c' 0% .., 0"}
define que a matriz apresente a linguagem
L(F) = Ly (F') = caty, (L (F), (5 = {0, 0%,..0"})") D Lun (F),

Ou seja, a linguagem da matriz F se apresenta com todas as suas palavras concatenadas com
todos as palavras da linguagem (X — {o',0?,...,0"})". Por outro lado, para cada simbolo
ok k=1,2,...n, nio definido na linha i de F, sua introducio no elemento f;;, determina

o reconhecimento da linguagem
L <F/> =L, (Fl> = caty, (catL (Lm (F), (Z — {01,02, ...,0"})*) ,ak) .

Isto €, todos as palavras da linguagem sao iniciadas por qualquer simbolo, apresentando
todas as seqiiéncias de simbolos repetidos, com cardinalidade 2, que define que para qualquer
seqiiéncia, a linha i, € sempre alcancdvel. Considerando a introducao do auto-laco X* em

fiejo, @ matriz se apresenta com a linguagem
L(F) = Ly (F') = caty, (caty, (Ln (F)U (2 = {0',0% ..0"}) "), (0" + 0% + 4 07)) ).
Como a linha 1. € alcancdvel por qualquer seqiiéncia, e nela hd o auto-lago ¥*, entao,

L (F) . <F> =¥ = L(F*) = L, (F*).

Exemplo 3.15 Dada a matriz de incidéncia sobre o alfabeto 3 = {o, B,m, N\, K, i}

€ a-+ €
F = g
kK n+A| e
a utilizagao do algoritmo 3.2 constrdi a matriz
w o oa+p K+n+A e
F'=| k p+n+2X a+ e
€ € a+pB+r+u+n+A| e

que reconhece 3*. Os autématos que elas representam sdao vistos na Figura 3.7(a), 3.7(b),

respectivamente.

Com a transformacao de uma matriz de incidéncia E qualquer em uma matriz que gera 3%,
através da inclusao do estado proibido, constréem-se A* e E#, que satisfazem as condicoes
L(E#) c L(A#), L(A#*) = L(A), L(E#) = L(E) e L, (E#) = L,, (E). Essa trans-
formacao é feita através do seguinte algoritmo, em que se consideram as dimensoes de E e

A iguais a n e m, respectivamente.
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a1ﬁ1K1u’n 1)\

Figura 3.7: Automatos (a) A e (b) A’ construidos com o Algoritmo 3.2.

Algoritmo 3.3 Transformacdo da matriz de incidéncia E em E#

1. Transforme E em E*;
2. Construa A% = A||E";
3. Parai e j=1 atén x m, faca:

a) Se afj + ¢, faga efj = afj.

4. Faca k=1 até n x m:

a) Se ¢, (A*) # ¢, faca i = ((k— (kmodm)) /m) + 1, e ¢, (E¥) = ¢, (E*) &
i, (E).

Neste algoritmo, mod é o operador de médulo que retorna o resto da divisao k/m. O
passo 4 resgata os estados marcados da especificacio de comportamento E, para E#, de
forma a garantir que L,, (E#) =L, (E).

Teorema 3.2 Dadas as matrizes de incidéncia A e E, a transformacdo de A em A7 e
E em E¥ determina que E# ¢ submatriz de A¥, e L (E#) C L (A#), L(E#) = L(E) e
L, (E#) = L,, (E).

Demonstragao:
Considere L (E) C ¥*. A transformacao de E em E* garante que L(E*) = X*, pelo

Teorema 3.1. A composicio sincrona A* = A||S* = A||E", garante que L(A) = L (A#).
#
2,57

temente, L (E#) CcL (A#).
#

Por outro lado, como todos os elementos €], = €, ¥i,j, i,j > ((n — 1) X m), entdo as

linhas/colunas de erro ndao se encontram em E# | consegiientemente, L (E#) =L(E).

Sendo efj =al., Vi,j, 1,5 < ((n—1) x m), entdo E¥ € submatriz de A¥, e conseqiien-
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Desde que ¢, (E*) = ¢, (E#)®¢,_(E), Vig = ((k — (kmodm)) /m)+1, entdo L,, (E#) =
L, (E). ¢

O seguinte exemplo ilustra a transformacao de A em A* e E em E#, tal que L (E#) -
L (A#), L (E#) = L(E) e L,, (E*) = L,, (E), quando E nao é submatriz de A.

Exemplo 3.16 Considere as matrizes

€ a1 Q9 € €
A B, € € ay | €
By € € a1 | €
€ By [y € €

E_| ™ + 05, 54 €
e%) o+ 0, | €

Para construir a matriz E*, tal que L (E#) CcL (A#) = L(A), constrdi-se a matriz E* que

gera X*, a qual € dada por

(05} +52 ﬂl (6] e
€ € aq +51 +CX2+52 e

onde a linha/coluna de erro é a terceira. Construindo o produto sincrono A||E", tem-se

By € € ap € € € € € € € € €
€ [By € € € € [ € € € € € €
€ € g € € Q] € € € € € € e
AR | € € € 0 € € € € B, € € € €
e € € € [Py € € o € € € € €
€ € € € € [y € € € € [y € €
€ € € € € € € € € o g € e

€ € € € € € € € [y € € a| €

€ € € € € € € € € [y By €| €

em que L (A#) = L(A) e L, (A#*) = L,,(A), e as linhas/colunas formadas por uma

linha/coluna de A com a linha/coluna de erro de E* sdo as quatro tltimas. Fazendo efj =
#

al;, nos elementos Vi, j, tal que i,j < ((n — 1) x m) (similar a fozer E¥ = A% e tornar
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todos os elementos que satisfazem os pares (ia, i), (Ja,Je) iguais a €), encontra-se

A linha marcada de E# ¢ apenas a linha 1 (¢, (E#) = e) desde que satisfaz o par de
linhas marcadas (ia,ig) = (1,1) (¢;, (A) ® ¢, (B) = €) em A*. A matriz E# é uma
submatriz da matriz A¥ e apresenta linguagem L (E#) C L (A#), com L (E#) =L(E)e
L, (E*) = L, (E).

Observagao: A partir daqui, sempre que se citar a especificagdo de comportamento E estara
sendo considerada a sua transformacao em E#, para os casos em que E ndo é uma

submatriz de A. Da mesma forma, A implica em A%,

Com a definicao da matriz de incidéncia da especificacao de comportamento E, avalia-
se como construir um supervisor para o SED modelado pela matriz de incidéncia A. No
caso do algoritmo da construcao da sup C(L) de Ramadge e Wonham [?], sua execugao
determina a eliminacao dos estados onde eventos nao controlaveis que nao sao definidos na
especificacao podem ocorrer. Procedendo assim, o algoritmo constréi a partir da especificacao
de comportamento, uma linguagem possivel de ser realizada evitando que o automato alcance
estados onde podem ocorrer eventos nao controldveis que nao pertencam a especificagao [?],
isto é, os estados proibidos. Dessa forma, seguindo a formulagao da TCS, é possivel construir
um supervisor utilizando as definicoes das matrizes de incidéncia.

O supervisor é definido como a seguir:

Definicao 3.21 Um supervisor construido através de uma especificacdo de comportamento

E para um SED modelado por uma matriz de incidéncia A, € definido por

o Ce;; seo C e, pode ocorrer em A;
S = I[sigl, sij = .

€ caso contrdrio
em que s;; = € para a;; 7# €, implica em dizer que existe um controle para inibir o evento
que se encontra em a; j, para a; ; = 0., ou que o estado (linha) j nao é acessivel. Se mais de
um evento € definido do estado i para o estado j, s;; = @, o, tal que qualquer um evento
o® € 3 ocorrendo, provoca no autémato da composicdo sincrona S||A, a mudanga do estado

© para o estado j.
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Com essa defini¢ao, um supervisor deve gerar L (S) C L (A), a partir de uma especifica¢ao
de comportamento.

Define-se para o supervisor, o conjunto de entradas de controle, como a seguir:

Definicao 3.22 Para um supervisor definido por uma matriz de incidéncia S, define-se o

conjunto de entradas de controle como

L= {v,72 -}, (3.14)

onde ¥, C v; C X, € definido como um conjunto de eventos que contém todos os eventos nao

controldveis e 0s eventos possiveis de ocorrerem na linha i = 1,2, ... da matriz do supervisor.

Observacao: A dinamica do SED supervisionado é determinada como segue: Estando na
linha 1 (tanto a matriz do SED como do supervisor), o supervisor define quais eventos
podem ocorrer através de v, dentre os eventos habilitados no SED (a;; = 0 € £ (1) C
¥). A ocorréncia de um evento a;; = o € X (1) C X é observado no supervisor.
Este, por sua vez, avalia em sua linha j, quais eventos podem ocorrer. Isto é, avalia
7,, € determina a agao de controle a ser aplicada no SED. Essa agao de controle inibe
eventos controlaveis que levam a ocorréncia de eventos nao desejados para que a matriz

de incidéncia do SED siga a especificacao de comportamento requerida.

Para sintetizar um supervisor S para um SED modelado por uma matriz de incidéncia A,

sendo definida uma especificagao de comportamento E, as seguintes defini¢oes sao necessarias:

Definigcao 3.23 O operador ACES é definido como

a;; sei € acessivel

€ caso contrario

onde A e B sao matrizes de incidéncia.

A operacao ACES(A) elimina os elementos @; ; de uma linha ¢ nao acessivel. O seguinte

algoritmo constréi a operagao ACES, em que F representa a matriz que estd sendo avaliada:
Algoritmo 3.4 Operador ACES
1. Crie um vetor vacixn de estados acessiveis.

a) Facaiej=1até N

i. Parai=1, se F(i,j) # €, faca vac(j) = 1.

ii. Parai>1, se F(i,5) # € evac(i) = 1, entdo faca vac(j) = 1.
b) Facai =N —1até 1l ej=1 até N

i. SeF(i,7) # € evac(i) =1, entdo fagca vac(j) = 1.
2. Faca para i =1 até N

a) Sewac(i) =0, faca F (i,j) =€, para j =1 até N.
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A execucao desse algoritmo é vista a seguir:

Considere que Yj,vac(j) = 0. Considere i = 1. Se para algum j,F(1,j) # €, entdo
vac (j) = 1. Isso determina quais linhas sao acessiveis diretamente da linha 1.

Para i > 1, se vac(i) = 1 e para algum j,F(i,j) # €, entao vac(j) = 1. Isso determina
as linhas acessiveis a partir das linhas acessiveis anteriores a linha i.

Fazendo i = N — 1 até 1, se para algum j,F(i,j) # € e vac(i) = 1, entdao vac(j) = 1.
Isso determina as linhas acessiveis diretamente da linha 1, se ela € acessivel.

As linhas i onde vac (i) = 0 sao eliminadas com a substituicao de todos os elementos por

€. ¢
Definicao 3.24 O operador COACES ¢€ definido como
ij € 3S|S = i\ @y gy Qi 1gus igas Gjras s Qs g 7 €

COACES(A) = B,b;; = e 0, (A)=¢;

€ caso contrdrio.

A operagao COACES (A) elimina os elementos que levam para linhas ndo coacessiveis,
tornando-as nao acessiveis. A operagao COACES ¢ realizada pelo seguinte algoritmo, em

que F representa a matriz que estd sendo avaliada:
Algoritmo 3.5 Operador COACES

1. Crie um vetor vcony, de estados coacessiveis.

a) Facajei=1até N

i. Parai=1, se F(i,j) # ¢ e ¢; (F) = e, faga vco(i) = 1.

ii. Parai>1, se F(i,j) # ¢ e (¢, (F) = e ouvco(j) = 1), entao faga vco(i) = 1.
b) Facaj=1até N ei=N—1 atél

i. Se F(i,j) # € e (¢; (F) = e ouwvco(j) = 1), entdo faga vco(i) = 1.
2. Faca para j =1 até N
a) Sewco(j) =0, faca F (i,j) =€, parai =1 até N.

A execucao deste algoritmo é vista a seguir:

Considere que Vi, vco (i) = 0. Considere i = 1. Se para algum j, F(1,7) # ¢, e ¢, (F) = e,
entao vco (1) = 1. Isso determina se a linha 1 € coacessivel.

Para i > 1, se F(i,j) # € e ¢; (F) = e, entdo vco (i) = 1. Contudo, se ¢; (F) = ¢, mas
a linha j € coacessivel, entao vco(i) = 1. Isso determina as linhas coacessiveis a partir das
linhas coacessiveis anteriores a linha 1.

Fazendo i = N — 1 até 1, se para algum j,F(i,j) # ¢ e ¢, (F) = e, entdo vco (i) = 1.
Por outro lado, se ¢; (F) =€, mas a linha j € coacessivel, entao vco(i) = 1. Isso determina
as linhas coacessiveis diretamente da linha i, se ela € coacessivel.

As colunas j onde vco(j) = 0 sdo eliminadas com a substituicao de todos os elementos

por €. ¢
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Exemplo 3.17 Dada a matriz de incidéncia

a [ € €
A=|a 0 €| e
a € (G| e
tem-se que
Q € a (B € €
ACES(A) = ACES Q el e |l=|a 8 €| e
« 6 e € € €| €
e
Q € 0 € €
COACES(A) = COACES Q € e | = 0 € e =A
o ﬁ e € B | €
Contudo, para a matriz de incidéncia
G B €
A= B e | e
€ € a | €
tem-se que
a 6 € a [ B
ACES(A) = ACES o e a f3 =A
€
a B B | € a [ e | €
COACES(A) =COACES a [ € e |l=]a B €| e.
€ €

Com as Definicoes 3.23 e 3.24, também define-se o operador TRIM, como a seguir.

Definicao 3.25 O operador TRIM ¢ definido por

TRIM (A) = ACES (COACES(A)) = B.

O operador TRIM aplicado a uma matriz de incidéncia A devolve uma matriz B que é

acessivel e coacessivel.

Finalmente, define-se um operador que compara duas matrizes de incidéncia (uma sub-

matriz da outra), onde através desse operador, é possivel determinar se a linguagem de uma
matriz esta contida na linguagem da outra.

Definigao 3.26 Dadas duas matrizes A = [a; ;] e B = [b; ;], define-se o operador <, por

A<dB< L(A)CL(B).
Igualmente, definem-se os operadores >, < e > como
A>B< L(A)DL(B),

A<xB&L(A)CL(B) e
A>B< L(A)DL(B).
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Considerando que as matrizes se apresentam sempre com as mesmas dimensoes e que essa
matrizes tenham todos os elementos correlacionados (que é o caso tratado nesse trabalho,
desde que sempre devem-se transformar as matrizes E em E# e A em A%, tal que E* seja
submatriz de A#), para determinar se A < B utiliza-se o seguinte algoritmo, em que se

considera o € ¥* (expressoes regulares do tipo o' + ... + 0™):
Algoritmo 3.6 Verificacao de A < B
1. Para cada elemento a;; faca:

i. Sea;; =0, e0¢B, entio A 4 B;

ii. Sea;;=0"+..+0"Va,;=¢ parac’, . o" Coeb;=o0c, entio A < B;

2. Faca Vi, se ¢, (A) =eV ¢, (A) =¢, para ¢,(B) =¢, e ¢, (A) =€, V¢, (B) = ¢, entao
A 4 B.

A execucao desse algoritmo determina se uma matriz A estd contida em uma matriz B,
como visto a seguir:

Considere duas matrizes A e B construidas com simbolos de Y. Naturalmente, vé-se que
a existéncia de um simbolo o em A que ndo existe em B, define que a linguagem L (A)
contém palavras que ndo existem em L(B). Logo, L(A) D L(B) e, conseqiientemente,
A 4 B.

Por outro lado, considerando que para todo elemento de B, b; ; # €, se a; ; = b; ;, todas as
palavras de A também existem em B. Logo, L (A) = L (B) e, consegiientemente, A = B. Se
para qualquer elemento de B, b; ; # €, se a; j C b;;, apenas parte das palavras de B ezistem
em A. Logo, L (A) C L(B) e, conseqiientemente, A < B.

Considerando in = ig = 1, se ¢;(B) = e e ¢,(A) = eV ¢, (A) =¢, e V¢;(B) = ¢,
¢, (A) = €, entao todas ou parte das palavras reconhecidas de A sao reconhecidas por B.
Assim, Ly, (A) C L, (B) e, conseqiientemente, A < B. Caso 3¢, (A) = e, para ¢, (B) = e,
entdo algumas palavras de A nao sdo reconhecidas por B e dessa forma, L, (A) € L, (B)
e, consequentemente, A 4 B. ¢

Deve-se observar que uma linguagem L; C Lo, se Ly contiver algumas seqiiéncias de Ls.

Exemplo 3.18 Dadas as matrizes de incidéncia

e a+pB+A €| e
a | e

Alzle ] AQ— ﬁ € A €
B €| €

1 € € €

para testar se Ay < Ay considera-se a matriz A1 como tendo a mesma dimensdo de Ay, com
0s elementos das ultimas linhas/colunas incluidas para completar a igualdade das dimensaoes,

definidos como €. Assim, a matriz Ay, pode ser vista como

e a €| e
Ai=| 0 € €| €.

€ € € €
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Utilizando o Algoritmo 3.6, encontra-se que Ay < As, pois nao hd nenhum elemento em
A1 que nao exista em A, e todos os elementos de A se encontram na matriz As, nas
respectivas posigcoes. Observe que L(A;) = (af)* a € encontrada em L (As), cuja matriz
contém os elementos de Ay. Isto é, L(Ay) C L(As). Da mesma forma, pode-se ver que
L (A1) C Ly, (As).

Para uma especificacao de comportamento E, a seguinte condigao deve ser satisfeita:

Definicao 3.27 Uma especificacao de comportamento E é dita ser vdlida para a matriz de
incidéncia A se E # [€] e se Vi, 7, o C e; jlo € X, em que [€] € a matriz nula onde todos os

seus elementos sao e.

Assim, tendo uma especificagao satisfazendo a Definicao 3.27, e com a utilizagao dos
operadores das Definicoes 3.17, 3.23, 3.24, 3.25 e 3.26 a controlabilidade de E é definida

CO1mo:

Defini¢ao 3.28 Dada uma especificagio de comportamento E vdlida, com ACES (E) = E,

e a matriz de incidéncia A que representa o automato G, E € controlavel se
ACES(E® A,.) =E. (3.15)

Essa definicao decorre da Definicao 2.32. Neste caso, tem-se

L(E)X..NL(A)CL(E

~—

Y

que é equivalente a
LE)Y,.NL(A)CL(E).

Considerando [¥,.] como sendo uma matriz em que seus elementos é a soma de todos os
eventos nao controldveis, a concatenacao de elementos o, nas palavras de L (E) é semelhante
a fazer E @ [X,.]. Essa soma determina uma matriz onde cada elemento (i, j) contém todos
os elementos nao controlaveis, o que significa que toda palavra da linguagem de E é seguida
pelos eventos nao controlaveis. Utilizando o operador de intersecao ® e o operador ACES,

a condicao de controlabilidade é vista em termos das matrizes de incidéncia como:

ACES((E® [Z,]) ® A) JE. (3.16)
Porém, como
E® [Su] = (Ec®Ey)® [Su]
(Ec @ [Zuc]) @ (Bue @ [Zuc])
= (Ec ® [Sud]) @ [Sud]
=E.® [Z.]

=E.®[e] ® e D A
=E. ® Auc
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e considerando que A,. > E,., entao A,. = A, D E,. e

(Ee @ [Zue]) ® (Ac ® Aue) = Ee @ Eue © Ay
=E®A,.

Dessa forma, a equacao (3.16) pode ser reescrita como
ACES (E® A,.) <E.
Por outro lado, considerando que E <1 A e que, no maximo E,. = A,., tem-se entao
ACES (E® A,.) = ACES(E®E,.) = E.

Logo, a condigao de controlabilidade para o caso tratado nessa Tese pode ser escrita como
na Defini¢ao 3.28.

Deve-se observar que a condigao de controlabilidade de E é feita sobre as matrizes que
satisfazem E < A. Dessa forma, quando E nao é uma submatriz de A, o procedimento de
tranformar E em E# ¢ A em A% deve ser utilizado para permitir a utilizacdo da Definicao
3.28.

Exemplo 3.19 Considere as matrizes de incidéncia dadas por:

e a €| e e a €| e
A=1|p8 ¢e¢ v| e, E=|08 € €| ¢
n e €| € € € €| €
Sendo ¥, = {n}, tem-se que
[ ¢ a e e € € €| e
ACES B € e| € |l e € e| € | =
€ € €| € n e el e
e o e e e a €| e
ACES B e el e|=|p € | e =E
n e €| € € € €| €

Isto €, a especificacao de comportamento E gera uma linguagem controldvel.

Considerando uma especificacao de comportamento E valida, e a matriz de incidéncia A
que modela o SED, a partir da condi¢ao de controlabilidade (Defini¢ao 3.28), um supervisor

pode ser sintetizado.

Lema 3.1 Um supervisor S para uma matriz de incidéncia A € definido pela especificacao

de comportamento E vdlida se e somente se
ACES(E® A,.) =E.

Demonstracao:
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(i) Considerando que E é vdlida e controldvel, entdo
ACES(E® A,.) =E
¢ satisfeito.
(ii) Considere que E contém todos os elementos de A,.. Entao,
E0A,=E.0E,,0A,=E.®A,=E.®E, =E. (3.17)

Logo
ACES (E® A,.) = ACES (E) = E.

(iii) Agora, considere que E nao contém todos os elementos de A.,.. Entao,
E© Ay = Ee © Eye © Aye = Ee © Ay (3.18)
Considerando que Vi, a;j; = 0. € €;; =€, onde aj = Oyc € €j; = €, entdo
ACES (E.® A,.) = ACES (E® A,.) = E. (3.19)

Logo, E € uma solucdo nao restritiva, podendo S ser construido diretamente de E.

iv) Sendo E A A, a transformacdo de E em E* ¢ A em A¥, de tal forma que E¥ < A¥

garante as mesmas condigoes de (i), (ii) e (iii). ¢

A condicao de existéncia do supervisor S é que a matriz da especificacdo de comporta-
mento E represente uma submatriz de A que seja controlavel. Se a especificacao E define
uma linguagem que satisfaz a condi¢ao de controlabilidade, o supervisor S é a componente

trim da propria especificacao.

Corolario 3.1 Dada uma especificacao de comportamento E wvdlida, e uma matriz de in-
cidéncia trim A que é o modelo do SED, S = TRIM (E) se e somente se

ACES(E® A,.) =E.
Demonstragao:

(i) SeS=TRIM (E), E é vdlida, o que garante diretamente os resultados da Demonstra¢ao
do Lema 3.1.

(ii) Se
ACES(E® A,.) = E,

E € controlavel, sendo uma solugao nao restritiva para S. Considerando que E contenha

alguma linha nao coacessivel, a opera¢io TRIM (E) elimina essa linha. Dessa forma,
tem-se que S = TRIM (E). ¢

Se o Lema 3.1 é satisfeito, entao a componente trim de E é a matriz que representa o

supervisor.
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Exemplo 3.20 Para o autémato mostrado na Figura 3.8, onde ¥ = {«, B, k, u}, Yue = {K}
e Y. ={a, [, u}, a matriz de incidéncia A é dada por

a B u| e
A=|a € pu| €

e U K | €

Para a especificagcao

E=]¢€¢ ¢ u| €

mostrada na Figura 3.9(a), o supervisor é definido por S = TRIM (E) = E, pois

[ e B € ] e € € € e
ACES e € p| e Dlee e| e |=
€ € K| e € € K| e
[ e B € | e e B € e
ACES € € e | =€ € pul| e =E
€ € K| e € € K| e

que satisfaz o Lema 3.1. Por outro lado, considerando a especificacao de comportamento

a B p| e
E=1|¢ € pu| €
€ u K| €
mostrada na Figura 3.9(b), tem-se que
[ o I} u_ e € € €| e
ACES € € | e Dle e €| € |=
€ u K| € € € K| e
(o gp]e) [apu]e
ACES e e pl|lel=1e e nu| e =E,
€ u K| € € p K| €

em que B € controldvel. Contudo, E ndo é trim (veja que ao sair da linha 1, a matriz ndo

mais retorna para ela, que € a unica marcada - ¢, (E) = e). Assim, o supervisor é dado por

a [ u| e a € €| e
S =TRIM (E) =TRIM e € ul e | =1¢€ € €] €.
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Por outro lado, considerando a especifica¢do

[ e B u ] e € € €| e
ACES a € p| e dDlee €| e |=
e u €| e € € K| e
[ e B u 1 e € | e
ACES a € u| e | =] a € e >E,
e u K| e e k| e

o que nao satisfaz o Lema 3.1.

B v}

u
B 9
OEROTROIT
U
a
u
QL 1 ) e
- \_/
M

Figura 3.9: (a) e (b) Especificagdes com linguagens controlaveis e (c) Especificagao com lin-

guagem nao controlavel.

Quando a especificacao de comportamento nao ¢é factivel por atingir estados onde eventos
nao controlaveis que nao pertencem a especificacao podem ocorrer, é necessario encontrar
um supervisor que realize o comportamento requerido, restritivamente. Isso quer dizer que
se para uma especificacdo de comportamento valida, ACES(E @ A,.) > E, é necessario
encontrar a suprema sublinguagem controlavel (sup C'(L)). Para isto, utiliza-se a Definigao
3.9 de matriz de caminhos para encontrar os caminhos que podem ser eliminados para impedir
que os estados nao desejados sejam alcancados.

Considerando que os eventos da matriz de incidéncia pertencem ao conjunto > = X .U,
a matriz A" contém palavras de comprimento n, compostas de eventos controlaveis e nao
controlaveis. Entao, utilizando-se dessa definicao, é preciso avaliar quais os caminhos que
iniciam com um evento qualquer (controlavel ou ndo controlavel), e que seja seguido apenas

por eventos controlaveis ou por eventos nao controlaveis.
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Definicao 3.29 Seja ¥ = X, UX,,, e seja um automato G construido com eventos de 3. A
matriz de caminhos CZ, que define as palavras que mudam o estado do autéomato de i para
o estado j, iniciados por um evento qualquer (controldvel ou nao controldvel), e sequidos

sempre de eventos controldveis, € definida por
Cl=A®(A)"",
com 0 (Cg) =0 (A) e ¢ (CL) = ¢ (A).

De acordo com essa definicao, cada elemento de C!' contém seqiiéncias iniciadas por um

evento qualquer, seguidos de n — 1 eventos controlaveis. De forma semelhante, define-se:

Definicao 3.30 Seja ¥ = ¥, U X, € seja um automato G construido com simbolos de X.
A matriz de caminhos C.., que define as palavras que mudam o estado do automato de 1
para o estado j, iniciados por um evento qualquer (controldvel ou nao controldvel), e sequidos

sempre de eventos nao controldveis, € definida por
Cl=A®(A,)"".
com 0(C) = 0(A) € 6(CL) = 6 (A).

Observagao: Na matriz de caminhos, um determinado evento o,. C (ay.); ;, aparece como

ZM]’
ultimo evento nas seqiiéncias dos termos de (cll,),. ;- Estes termos de Cj, sao antecedi-

n—l)

dos pelos elementos de (¢

ki

Exemplo 3.21 O autémato visto na Figura 3.10, com ¥. = {a, k} e Xy = {5,n}, tem

n € a € €| €
A=l a+k € € n €| €
n B e a €| e

3
™
™
)
)
[}

A= e e mn €| €
n B € € €| e
e € m € €| €
Calculando C?, tem-se
[ 06n € KN € € 1 e
€ npa € am €| €
Che = m o af+krB+nS € € €| €

M
M
M
®

fn+an  nf+ab
€ k3 € mm €| €
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Figura 3.10: Automato para exemplificar a construcao da matriz de caminhos C7.,.

Nessa malriz, vé-se que o elemento (ayc); , = 1 aparece em (cﬁc)m, para k =2 ek =5. Isto

€, nas linhas k =2 e k =5, e na coluna 3 de A, encontram-se os elementos que antecedem

(Guc)sy = n em (cho)py- Logo, os termos (cl.)yy € (Cho)sy contém o elemento (aue)s, = 1
3

como sendo o ultimo evento de suas seqiéncias. Calculando C;,,., tem-se
[ € 06np € KM € 1 e
nBn + ann anf e € €| €
Cioc= | aBn+rpn+nsn  mb € € €| ¢
npn+abn  Onftanf e e €| e
KON+ me e e €| e

2

3
onde o termo (c;.), 4 apresenta o termo (cy,.

k3 k=1, antecedendo o termo (ayc)z, = n-

Com essas defini¢oes, procede-se a construcao do supervisor quando o Lema 3.1 nao é
satisfeito. Para isto, utiliza-se a Definicao 3.30 para definir caminhos em uma matriz de

incidéncia que iniciem com eventos de E, seguidos apenas por eventos nao controlaveis de

A.

Definicao 3.31 Dada a matriz de incidéncia E, que é uma matriz de caminhos de compri-

mento 1, define-se a matriz de caminhos

em que o primeiro elemento de cada sequiéncia ¢ um elemento de E, e os demais sao elementos
pertencentes a A,.. O vetor de estado inicial € definido como sendo o mesmo vetor de E, e

o vetor de estados marcados é definido por
sz'Bgc (BZC) = ¢iE (E) 2 ¢iA (A> :

Observagao: A utilizacao da notacao de uma matriz B genérica citada anteriormente para
algumas definicoes de operadores e demonstracoes, nao deve ser confundida com a
matriz BJ}., que é uma definicao especifica para denotar a matriz de caminhos em que
os primeiros elementos de cada seqiiéncia pertencem a E, seguidos por elementos de
A,
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Através da matriz B ., pode-se avaliar se existe algum evento nao controlavel nao per-
tencente a especificacao que possa ocorrer a partir de uma seqiiéncia qualquer. Se existir,
este evento aparece como tultimo evento em uma determinada seqiiéncia em B],.. A avaliacao

dos termos de B], determina uma condigao de teste semelhante a
Y(H(x)NZ C ().
Deve-se observar que, para n = 1, tem-se
B,,=E®(A,)=E®I=E,

onde I é a matriz identidade formada pelo elemento identidade e na diagonal principal e pelo
elemento nulo € nos demais elementos.

Igualmente a matriz de caminhos CJ},, para uma matriz de caminhos B, um evento
Oue C (Que) ;; que nao pertence a especificacao de comportamento E, finaliza uma seqiiéncia
nos termos de (by.,),, ; e sdo antecedidos pelos termos de (b "), ;-

Assim, tem-se:

Teorema 3.3 Dada uma especificacao de comportamento E vdlida e a matriz de incidéncia

dos eventos nao controlaveis A, do automato G trim, se
ACES(E® A,.)> E,
entdo a sup C(L) serd determinada recursivamente por:
1. Para n=1,S'=E.
2. Paran =n+1, enquanto (n < N)AJo,. ¢ E entdo

-1
Bl =E® (Am)n
-1
S” = [S”} Py — S?J € 01030"'036 €eBi. Aoy € E;
v € sea’. ¢ ENcl €3,

S" = TRIM(S")

n

onde oy, € 0 n-ésimo evento da seqiéncia de um termo de B,

que pode ser o,. ¢ E.

3. Se (n>N)A(Foyu ¢ E em S™), entao S = [e].

Demonstragao:
Se

ACES (E® A,,) > E,

entao, para

S'=E

B"” = E ® (Auc>n—1

uc
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que tem seus termos dados por sequéncias de eventos criadas através de multiplicacoes ma-
triciais de elementos ndo comutativos a direita, tem-se que o elemento (ay.),, ¢ E, mas que
pode ocorrer em A por uma seqiéncia em E, aparece em

(Ve)ps = €ij © (Auc) j 1 © (Auc) pypy @ o @ (Quc)y

N ,/
vV
n—1 eventos

como ultimo elemento da sequéncia.

(i) Se ei; € controldvel, entao fazendo e;; = s;; = €, encontra-se

n _
(buc)p,l =€
Isto €, todos os elementos (aur:)j,ma(au0>m,n=-~7(%C)k,p nao mais ocorrem, pois as
linhas 7, m,..., p ndo sao mais acessiveis. Considerando que alguma linha © € nao

coacessivel,

S"=COACES (S").
elimina os elementos da coluna i, que torna a linha i nao acessivel. Assim, fazendo
S" = ACES (S")

as linhas nao acessiveis sao eliminadas e S™ € um supervisor coacessivel. Essas duas

operacoes equivalem a fazer
S"=TRIM (S").

(ii) Se e;; € nao controldvel, entdo para
B =E® (A,.)",n+1<N
a mesma condigdo de (i) pode ser satisfeita.
(iii) Considerando que e;; € ndo controldvel em
(bie)py A= N,

entdo e; j nao pode ser inibido e, conseqientemente, (ay.),, também ndo pode. Con-
tudo, BY, sendo uma matriz de caminhos com comprimento N, implica que todo cam-
imho tem no mdximo N eventos distintos, cada um ocorrendo uma unica vez e mudando

de um estado para outro. Disso,

(ch)p,l = €1, ® (auc)j,m ® (auc)m,n ® ... (auc)k,N

que determina que este caminho de comprimento maximo inicia do estado inicial, e
tem N eventos nao controlaveis. Logo, nao sendo possivel inibir o primeiro evento da

sequéncia, o que significa
(n>N)A(Fou ¢ Eem S").

Logo E nao ¢ factivel.
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iv) Sendo E A A, a transformagdo de E em E# ¢ A em A¥, de tal forma que E¥ < A¥

garante as mesmas condigoes de (i), (ii) e (iii). ¢

De acordo com esse Teorema, se o ultimo evento de uma seqiiéncia em B, nao pertenge
a especificagdo, a inibicao do primeiro evento elimina esta seqiiéncia. A existéncia de outros
eventos nao pertencentes a especificacao, ¢ eliminada recursivamente em B, para n =
2,3, ..., N, construindo o supervisor. Se algum evento nao controlavel que nao pertence a
especificacao E nao for eliminado de acordo com o Teorema 3.3, nao é possivel sintetizar

um supervisor para a especificacao desejada. Por outro lado, se Vn, S™ nao for coacessivel,

S =
Exemplo 3.22 Considerando que o autéomato mostrado na Figura 3.8 tem

a B pu| e
A=|a € p| €

€ nU K | e

em que ¥ = {a, B, pu,k} e Bye = {k}, € dada a especificacao

a qual estd apresentada na Figura 3.11. Calculando ACES(E @ A,.), encontra-se
a H

Figura 3.11: Especificacao nao controldvel.

e [ € e € € € e
ACES a € p|l e Dlee e]| e |=

€ pu €| e € € K| e

[ e [ € ) e e [ € e

ACES a € ple|l=|la e pule>E

e u K| e € u K| e

Entao,
e B € e
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Calculando B2, tem-se
€ € € e
2
B,,=EQA,.=]|¢ ¢ ps | ¢
€ € € e
que, utilizando o Teorema 3.3, encontra-se o termo (bic)2,3 = UK, que contém o evento

controldvel p sequido do evento k, que nao pertence a especificacao. Como | é controldvel,

entdo s34 = €. Calculando S* = COACES (S?) tem-se

SQZCOAC'ES(SQ): a € € e = | a € € €

€ UL K| e e U K| e

Calculando S* = ACES (S?), encontra-se o supervisor determinado pela matriz de incidéncia
S:AC’ES(S2): a € €| €

o qual esta mostrado na Figura 3.12.

Observa-se no Exemplo 3.22 que, se o estado 1 da especificacao nao for marcado, o

supervisor nao ¢ possivel, pois nao é coacessivel.

3.3 Algoritmo de sintese do supervisor
A partir do que foi apresentado, o seguinte algoritmo de sintese do supervisor é construido:
Algoritmo 3.7 Construcao da sup C(L)

1. Se E4A, Construa A# e E# a partir de A e E, e faca E = E¥ ¢ A = A7,

2. Faga D = ACES(E® A,.).

3. Se D=E, faca S =TRIM (E) e pare.

4. Se D> E, facgan = 1:

a) S"=E,xdif (k,n—1)=ieydif(k,n—1) = j (onde A, # E,.), parak =1,...,. M

(M numero de elementos diferentes entre A, e E,.).
b) Calcule B?..

c) Faga para k =1 até M

n

i. Procure os elementos em B, (i,ydif(k,n — 1)), onde o7, ¢ E (o7, sendo o

ultimo elemento da seqiiéncia).
(1) Seo”™, ¢ Eec! € 3, faga S"(i, zdif(k,n—1)) = € e calcule COACES(S™)
e ACES(S™);
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(2) Seo™. ¢ Eeoc' € %, faga zdif(k,n) =i e ydif(k,n) = ydif(k,n —1).
d) SeVk =1 até M, S"(zdif(k,n —1),ydif(k,n — 1)) = € pare. Caso contrério, faca
n =n+ 1 e retorne ao passo 4.b.

i) Se n > N pare (E nao é factivel).

Nesse algoritmo, as matrizes xdif e ydif guardam os valores de 7 e j de E, respecti-
vamente, para os eventos o,. acessiveis, mas que nao devem ocorrer em E. Sempre que
uma seqiiencia em B!, tem o ultimo evento o,. acessivel, porém nao pertencente a E e o
primeiro evento nao controlavel, estas matrizes sao atualizadas com os valores de i e j de

B"-!. Enquanto n < N (dimensao de A), o algoritmo ¢ repetido, buscando a sup C'(L).

3.4 Exemplos da utilizacao do algoritmo

Na apresentacao desse Capitulo, foram apresentados alguns exemplos simples para demon-
strar a abordagem proposta. Nessa secao sao mostrados outros exemplos mostrando a uti-

lizacao do algoritmo proposto.

Exemplo 3.23 No autémato visto na Figura 3.13, com ¥ = {a, B, k,n, A\, u} e Yoo = {, A},

as matrizes de incidéncia A e A, sao dadas por

[ ¢ «a € € € € e | e
A B R 1 € € € e
€ € € K+ € € n €
A=1| ¢ ¢ € a 0 € € €
€ € 1 A € Q@ i €
a o€ n Kk B+A € €
€ pontA € € € a+p | e
€ - -
€ a € € € € € €
A € € € € € € e
€ € € € € € € €
Auc: € € € x € € ¢€ €
€ € € XN € a € €
a € € € € N € €
| € € A€ € € a] e

Definindo a especificacao de comportamento pela matriz de incidéncia

E=|¢ € ¢ G € €| €
€ € € € € a7 €
a € € € € M € €
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Figura 3.14: Especificacao para o automato do Exemplo 3.23.

a qual estd mostrada graficamente na Figura 3.14, ve-se que E € valida, e que E <1 A, mas
a condi¢cdo de controlabilidade falha, desde que ACES(E ® A,.) > E. O termo que ndo
pertence a B € (auc)&4 = \. De acordo com o Teorema 3.3, faz-se S* = E e calcula-se
B2, = E® A, para avaliar quais os eventos que devem ser desabilitados para encontrar uma

linguagem restrita para o supervisor.

a\ € € € € € € €

€ Ao ¢ € € € € e

€ € € Jite’ € € € €

2

B,,=E®@A,.=| € na ¢ aa+PX ¢ fa ¢ €
a € MA € € a\ no €

Ao ao € € € A\ € €

€ € a\ € € € oo e

Essa matriz de caminhos define as palavras de comprimento 2, que terminam com um evento
nao controldvel e que levam o automato do estado i para o estado j iniciando com eventos
da especificacio. Como o interesse € inibir o evento que antecede o evento que torna a
condicao de controlabilidade falsa, vé-se que o termo (bic)4’4 contém a seqiéncia BN, que

leva o automato através do evento controlavel 3 do estado 4 para o estado 5, e depois retorna
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para o estado 4 pelo evento nao controldvel \, que nao faz parte da especificacao E. Tornando

o elemento sy 5 = € determina-se S*. Calculando COACES (S?), encontra-se a matriz

€ a € € € € € € € a € € € € € €
A € K € € € € e A € € € € € € e
€ € € [ € € € € € € € € € € € €
S? = COACES € € € a € € €| € |=|€ € € €€ € €| €
€ € € € € an| € € € € € € an | €
a € € € € A € a € € € € A €
e € A e € € a] e | € € A e e € a]e
Calculando ACES (S?), encontra-se
S = ACES (S?) = [ © ] ‘ (3.20)
A €| e

e esta mostrado na Figura 3.15. Observe que a matriz S se apresenta com uma dimensao 2,
contudo sua dimensio é a mesma de S%, em que os elementos de todas as linhas e colunas

k=3,..,7 sao iguais a €.

Figura 3.15: Supervisor que gera a sup C'(L) construido através da especificagdo dada no
Exemplo 3.23.

Exemplo 3.24 Para o automato da Figura 2.8, as matrizes de incidéncia A e A,. sao

dadas por i i
€ ap € € a9 | e
e € [ € € e
A=|e¢ € ¢ B ¢ e
e € € [ € e
€ € € € [ e
e

€ € B € € e
Aic=|e e € B ¢ e
€ € € [ € e

€ € € € (| e

A especificacao de comportamento E € vista na Figura 2.9, e tem sua matriz de incidéncia
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dada por ) i
€ 1 € € Q9 (&
e € [ € € e
E=|¢ ¢ € 8 ¢ e
€ € € € € e
€ € € € [ e

que € uma especificacao vdalida e EE <1 A. Porém, a condi¢cao de controlabilidade falha, desde
que ACES(E @ A,.) > E, onde o termo (auc)y, # €14. Assim, faz-se S!' = E e calcula-se

€ € a1l € aof | e
e € € (BB € e
B2 =E®A.=|c e ¢ (8 ¢ e
€ € € € € e

€ € € e 00 e

. 2 , . ... ~ . .
Nessa matriz, o termo (buc)?),4 ¢ B3, ou seja, inicia por um evento nao controldvel. Assim,

S? = COACES (S?) = ACES (S?) = S! e calcula-se B3, para ver se é conclusivo:

[ ¢ e e aff aBf | e

e € € [pPB € e
B, —EQ(AL)’=|¢ ¢ ¢ 883 ¢ e
€ € € € € e

€ € € € 663 e

[

Observando (bic)m, vé-se que esse termo define um caminho que leva do estado 2 para o

estado 4, nele permanecendo pela ocorréncia do evento nao controldvel 3. O termo (b2.),,

também define um caminho iniciando do estado 3 para o estado 4. Portanto, como em ambos
3 4

uc uc’

o0s termos o' = 3, B3 ainda ndo é conclusiva e S® = S?. Assim, calculando B2, tem-se

[ € € c mBPB aBpB | e
€ € € [BBA € e
B, =E®(Aw)’=|ccc 6888 ¢ |
€ € € € € e
€ € ¢ € I6151616] ] e

que tem os termos (b )y, € (byo)sy, com caminhos que levam para o estado 4, mas com o
primeiro evento da seqiiéncia sendo 3, e o termo (bﬁc)m, maciando com o evento controldvel
a1, sequido da ocorréncia do evento nao controlavel 3 por trés vezes, onde (636)174 contém
ot = # eyu, isto é ot ¢ E. Com isso, o supervisor é definido pela inibicdo de a; no termo

S1,2, que elimina a seqiéncia que leva a ocorréncia do evento nao controldvel 3 no estado 4:

[ ¢ ¢ ¢ ¢ Qg 1 e

€ € € € € €

S =COACES (84) = ACES (54) =€ € € € € €
€ € € € € €

| € € € € I6] | e

o qual é o mesmo apresentado na Figura 2.10.
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Exemplo 3.25 Considere o exemplo clissico de Ramadge e Wonham, onde existe um sis-
tema com duas mdquinas e um buffer. A mdquina 1 € representada pelo automato Gy e
a maquina 2 € representada pelo automato Go, apresentados na Figura 3.16, onde ¥, =

{ag,as} e ¥ye = {B, By} As matrizes de incidéncia desses automatos sdao

Figura 3.16: Automatos G e Gs.

€ « e € « e
A = ! A, = 2T
Oy € € By € €
A composicao paralela dessas duas matrizes gera a matriz

€ a1 Q9 € €
B, € € ay | €
By € € a1 | €

€ By B1 € ] €

Ajs =

que € a representacao do automato da Figura 3.17. Considerando a especificacao

Figura 3.17: Automato G3: composicao sincrona de Gy e Gs.

(&

9

€

ay + [, B34
Qo ay + [y

E, =

que significa que a maquina 2 so deve iniciar o processamento se a maquina 1 tiver finalizado
um item. Como E1AA, constréem-se as matrizes A* e E* | as quais sdo as matrizes do

Ezxemplo 3.16, onde os autématos sao vistos na Figura 3.18(a) e 3.18(b), respectivamente.
Calculando ACES (E#@Afc), tem-se
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B
B

a2

B

€ € € € [y € € € € € € €| €
By € € o € € € € € € € €| €
€ [y € € € € [ € € € € €| €
€ € a2 € € Qa € € € € € €| €
ACES <E#@Afc) _ | e € € a2 e € € ¢ B, € € €| € o Bt
€ € € € [y € € a € € € €| €
€ € € € € [y € € € € P €| €

Nessa matriz, os elementos (6,9), (8,11) e (11,9) ndo pertencem a E#. Assim, faz-se S* =
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E# e calcula-se

[ e € € € o154 € € € € € € €]
€ € € € € € € € € € € €
e a1y € € € e w1y € € € € €
€ € € € Bofy+P10y € € € € € € €
asfly € € € € € € € affy e € €
B2 — € By, € € € € B, € € € € €
v € € € € € o1, € € € € aiffy e
€ € € € € € € € [B903 € € €
€ € € € € € € € € € € €
€ € € € € € € € € € € €
€ € € € € € € € € € € €
G € € € € € € € € € € €|

2 2 2 ~
onde encontram-se os elementos (by.)sq, (Vac)711 € (byc)gg que sao os termos resultantes

# # # #
600 Chs ® (ale)g,, € ehe ® (al)g
inibicdo dos eventos que antecedem 3, em sk, e sly jd tornam a linha 8 ndo acessivel, nao
1 56 € S78 ) )

da multiplicacao eﬁG ® (a#c) respectivamente. Assim, a

necessitando avaliar o termo (b2.)go- Isso define a matriz S*, dada por

€ a1 € € € € € € € € € € (&

€ € € € [ € € € € € € €| €

Fazendo S* = COACES (S?), para eliminar os estados nio coacessiveis e S* = ACES (S?),

para eliminar os estados nao acessiveis, encontra-se

[ € a1 € € € € €| e

e € € € [ € € €

By € € ap € € € €

S’=1| € B, € € € € B | ¢
€ € oy € € € € €

€ € € € € € € €

| e € € € [y € € | €

que € o supervisor apresentado na Figura 3.19.

Com estes exemplos, vé-se que as condicoes aqui formuladas, determinam uma funda-

mentacao para a construcao de um supervisor S. Também, pode-se ver que o algoritmo
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Figura 3.19: Supervisor.

proposto garante a construgao de um supervisor, semelhante ao algoritmo de Ramadge e
Wonham [?]. O valor méximo de iteragoes no algoritmo proposto é igual a N — 2. Quando
este valor ¢ alcangado e o primeiro evento ainda é nao controlavel, nao é possivel construir

um supervisor para a especificacao de comportamento desejada.

3.5 Estudo da complexidade algoritmica

Para o estudo da complexidade do algoritmo de sintese proposto, considerar-se-& N como o
nimero de estados do automato, ou a dimensao de sua matriz de incidéncia A, e M como o
nimero de eventos nao controlaveis de A,. que nao pertencem a E,..

O estudo da complexidade algoritmica é feito pela avaliagao do nimero de operagoes
requerido a cada passo de um determinado procedimento [?, ?]. Para o caso do algoritmo

aqui proposto, tem-se o seguinte:

Passo 1. Nesse passo cada elemento (7, j) da matriz E é comparado com o respectivo ele-
mento (i,7) da matriz A. Logo, sao necessarias N? operacoes. Se E<A, este passo
tem uma ordem de complexidade O (N?), para a construcao de A# e E#, considerando

que A e E* apresentam-se com a mesma dimensao .

Observagao: A partir daqui, serd considerado o pior caso, em que E4A. Dessa forma,
deve-se entender a notacao E como a representacao da matriz E# e a notacao A como

a representacao da matriz A% .

Passo 2. Para determinacio de D = ACES(E®A,.), sao envolvidas N x N = N? operagoes
de soma na algebra de didides, somado com X operacoes para o calculo de ACES

(calculado adiante). Ao todo, N? + X operagoes.
Passo 3. Este passo envolve N? operacoes.
Observagao: Os Passos 1, 2 e 3 tem sua funcao de complexidade de tempo dada por
T (N)=N?+N?*4+ X + N? =3N? + X.
Este passo representa a execucao do algoritmo sobre o Lema 3.1.

Passo 4.a. Este passo envolve N? operacoes de soma na algebra de didides, somado com
N? operagoes de comparacao para definir xdif (k,n — 1) e ydif(k,n — 1), resultando

em 2N? operacoes.
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Observagao: Os Passos 4 e 4.a. nao se repetem nesse algoritmo. Logo, para essa parte,
tem-se
T, (N) = 2N?

Passo 4.b. Este passo envolve N? operacoes de multiplicacao na algebra de didides. As-
sim, para cada multiplicacao, tem-se um maximo de operagoes dadas pela soma das
concatenacoes das palavras de uma linha por uma coluna. Logo, para cada elemento
resultante da multiplicacao de uma linha por uma coluna, ha N operagoes de con-
catenagao entre os elementos das matrizes e (N — 1) operagoes de concatenagoes do
simbolo +, resultando em um total de (2N — 1) operagoes. Assim, a multiplicacdo na

dlgebra de didides requer (2N — 1)? = 4N? — 2N + 1 operagoes.

Passo 4.c.i.1. Para cada elemento comparado satisfazendo o Passo 4.c.i., este passo requer
Y operacoes sobre o operador COACES e X operacoes sobre o operador ACES. Logo,

Y + X operagoes ao todo, para o pior caso;

Passo 4.c.i.2. Para cada elemento comparado, se o Passo 4.c.i. nao ¢ satisfeito, este passo

envolve 1 operacao de comparagao.

Observagao: Os Passos 4.c.i., 4.c.i.1. e 4.c.i.2. repetem-se por M x N vezes. Con-
siderando o pior caso, onde hajam N elementos diferentes em N colunas, entao M = N

e esses passos do algoritmo envolvem (Y + X + 1) N? operagoes.

Passo 4.d. Este passo requer k& = N (no pior caso) operagoes de comparacao. Logo, N

operacoes.
Passo 4.d.i. Este passo requer 1 operagao de comparagcao.

Observagao: O algoritmo repete-se, a partir do Passo 4.b. até o Passo 4.d.i., por N — 2

vezes, considerando o pior caso. Logo, a fun¢ao de complexidade de tempo é dada por

T3(N)= (N=2)x (AN?* =2N+1)+ (Y +X)+1+ (Y + X +1)N?* + N + 1)
T3(N)= (N=2)x((b+Y+X)N>?—N+Y + X +3)
T3(N)= G+Y+X)N> = (Y + X +11)N? + (X +Y +5)N —2(X +Y +3).

Este algoritmo tem, entao,

T(N)= Ti(N)+T2(N)+T5(N)

T(N)= G+Y +X)N3— (Y + X +6)N2+ (X +Y +5)N — X —2(Y +3). (3.21)

Nesse célculo de T'(N) é considerado que a especificagdo nao é uma submatriz do modelo
do SED.

Para o calculo de X, faz-se o estudo da complexidade do algoritmo do operador ACES.
Este algoritmo envolve apenas operacoes de comparacao e definicao de valores, nao apresen-
tando custo computacional, apenas por avaliar e definir os valores das N colunas do vetor
vac. Assim, considerando o pior caso, sua complexidade é de ordem O (N). Logo, X = N.

O algoritmo do operador COACES é semelhante ao algoritmo do operador AC'ES,

apresentando a mesma complexidade, isto é, Y = X.
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Com isto, substituindo-se os valores de X e Y na equagao (3.21), encontra-se
T(N)=2N*+3N*—4N? + 2N — 6. (3.22)

Dessa forma, de acordo com a equagao (3.22), a complexidade do algoritmo apresentado

é de ordem

O (N*).

3.6 Consideracoes sobre a abordagem proposta

Deve-se observar que a complexidade O (N*) do algoritmo proposto é igual & complexidade
do algoritmo de Ramadge e Wonham [?]. Esta complexidade refere-se a nao satisfagao do
Lema 3.1, isto é, a condicao ACES(E®A,.) > E ser satisfeita, e também que seja necessério
repetir o procedimento de calculo a partir do Passo 4.b. até o Passo 4.d.i., por N — 2
vezes.

Para o algoritmo proposto, considerando que a especificacao de comportamento E é
controlavel e se apresenta como uma submatriz de A, a complexidade do algoritmo é reduzida
para O (N?).

Deve-se observar que o algoritmo proposto nao apresenta calculo de ponto fixo. Isto pode
ser visto no Exemplo 3.24, onde o supervisor nao é modificado até que se encontre em B,
uma seqiiéncia iniciada por um evento controlavel que elimine todo o caminho que leva ao
estado proibido.

A transformacdao da matriz E em E# que se apresenta como uma submatriz de A%
(construida de A), assegura que o operador de continéncia <I compare as linguagens das
matrizes diretamente sobre os seus elementos. Os operadores COACES e ACES garantem
que a solucao do problema seja uma matriz trim. Caso contrario, o supervisor é uma matriz

nula.



Capitulo 4

A Sintese do supervisor de SEDs

temporizados

Quando nao se considera o tempo nos SEDs, a sintese de supervisores é realizada levando-se
em conta seu comportamento l6gico: um evento ou é habilitado, ou é inibido. Assim, nao sao
permitidas inibi¢oes de eventos por tempo determinado, nem condigoes para operacao em
tempo real. A introducdao de uma representacao do tempo permite um aperfeicoamento na
modelagem e um refinamento no estudo de controle desses sistemas, possibilitando solucionar
esses problemas. Para isto, a abordagem da sintese de supervisores para SEDs temporizados
necessita de sua descrigao através de um paradigma que relacione o tempo as habilitacoes
dos eventos.

Neste Capitulo sera apresentado uma abordagem de sintese de supervisores de SEDs
temporizados. Esta abordagem utiliza o mesmo formalismo apresentado no Capitulo 3.

Para a compreensao deste Capitulo, sera apresentado a descricao da representacao do
tempo nos SEDs e o posicionamento desta abordagem em relagao a trabalhos desenvolvidos
neste intuito. Também, serao apresentados os conceitos necessarios para a formalizacao dessa

abordagem.

4.1 Descricao da representacao do tempo

A representacao da evolugao dinamica dos SEDs através das linguagens formais prové uma
descricao similar em termos de estados alcancados. Assim, para uma seqiéncia de eventos
s = afk, ha também uma seqiiéncia de estados p = ¢;¢;11¢;12¢;+3, que sao alcangados.
Considerando que existe um intervalo de tempo entre cada ocorréncia consecutiva de eventos,
cada estado é alcancado em um tempo determinado. A cada instante de tempo novos eventos
podem se tornar habilitados e sua ocorréncia, que é instantanea, muda o estado do SED.
Para a descricao da evolugao dinamica do sistema, torna-se necessario incluir um mecan-
ismo de temporizacao. Neste mecanismo se considera a inclusao do reldgio global. Este
relogio é definido como um contador de tempo que esta constantemente sendo incrementado
em uma unidade de tempo. Também, este mecanismo associa a cada evento um intervalo de
tempo minimo entre duas ocorréncias sucessivas, denominado tempo de vida do evento.

Cada evento tem um contador especifico, que é inicializado com seu tempo de vida. Em
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um estado, os eventos definidos na funcao de transigao tém seus contadores decrementados em
uma unidade de tempo, para cada unidade de tempo incrementada no relégio global. Quando
o contador de um evento é zerado, o evento torna-se habilitado. Este evento permanece
habilitado até sua ocorréncia, ou até a ocorréncia de um outro evento também habilitado. A
ocorréncia de um evento habilitado determina uma mudanca de estado no SED, e também,
a reinicializacao do seu contador.

Com a representacao do tempo nos SEDs, varios trabalhos foram desenvolvidos no intuito
de determinar formas de controle para estes sistemas. Dentre estes, encontra-se o formalismo
de Brandin e Wonham [?, ?], que estende a TCS para tratar de SEDs que incluem uma rep-
resentagao temporizada. Neste trabalho é necessario definir os eventos for¢cados, proibitiveis,
prospectivos, remotos, ativos, elegiveis, entre outros, além da inclusao do evento denominado
‘tick’ que sempre ocorre sob o término de um ciclo do relogio global. Brandin e Wonham
utilizam os grafos de transicoes de atividades (GTA) [?] para modelar os SEDs, bem como
para construir composigoes sincronas. Entretanto, para a sintese do supervisor utilizam os
grafo de transi¢oes temporizadas (GTT) [?]. Embora esta abordagem se apresente como
uma ferramenta que soluciona o problema de controle de SEDs temporizados, a inclusao do
evento ‘tick’ resulta num aumento consideravel no nimero de estados e transi¢oes do sistema,
além de ser limitada a estudos de sistemas que nao apresentam sincronismo. Por outro lado,
quando se modela um SED, considera-se a situacao de que sempre que um evento esta habil-
itado, ele pode ou nao ocorrer. Na abordagem de Brandin e Wonham, a modelagem utiliza
eventos com tempo limite superior no qual sua ocorréncia é obrigatéria, (hard deadline), o
que define uma aparente prévia introdugao de controle no modelo do SED.

Quando se considera a sincronizacao de eventos, a dlgebra de didides [?] se apresenta como
ferramenta matematica para a descricao da evolucao dinamica do SED temporizado. Esta
algebra permite uma descricao da evolugao de SEDs temporizados ciclicos, em termos dos
tempos de ocorréncia dos eventos, por meio de um sistema de equagoes linear [?, ?]. Nesta
forma de abordar o problema de controle, ha varios trabalhos desenvolvidos, utilizando como
paradigma de modelagem os automatos temporizados [?] ou os grafos de eventos temporiza-
dos (redes de Petri temporizadas [?] que apresentam para cada lugar uma marcagao bindria,
apenas uma transi¢ao de entrada e uma transi¢ao de saida).

Na abordagem do controle de SEDs temporizados, utilizando a élgebra de didides [?, 7,
?, 7, 7], o supervisor avalia a saida do sistema e determina a agao de controle para inibir
temporariamente os eventos [?, 7, ?].

Também, as séries formais [?, 7, 7, ?] sdo muito utilizadas para esta classe de SEDs
temporizados na descricao da linguagem reconhecida de SEDs modelados por automatos
(max,+) [?, ?]. Estes automatos apresentam os tempos de vida definidos em seus arcos,
representando o menor tempo em que o evento pode ocorrer. Assim, o autéomato (max,+) se
assemelha aos GTAs [?], considerando que a representacao do tempo é definida diretamente
no arco e restrita aos casos em que os limites superiores dos tempos de vida dos eventos sao
considerados iguais a infinito. Dessa forma, com o autémato (max,+) pode-se descrever a
abordagem de Brandin e Wonham [?, 7], quando se consideram todos os eventos definidos

como eventos remotos. Essa restricao determina um modelo que se apresenta com total
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auséncia de controle. Para formalizar esta descricao e tornar seu tratamento semelhante a
abordagem nao temporizada, a definicao dos eventos forgados nao é obrigatéria. O supervisor
apenas deve executar uma acao de controle para o sistema realizar uma tarefa especificada
num minimo tempo definido pela especificacao de comportamento.

Dessa forma, devido a semelhanga entre os automatos (max,+) e os GTAs, pode-se uti-
lizar os automatos (max,+) para solucionar o problema de controle da classe de SEDs tem-
porizados descrita anteriormente. Sua utilizacao elimina o problema do aumento no niimero
de estados do sistema. Assim, a aplicacao dos autématos (max,+) para esse caso especifico,
como serd vista adiante, determina uma semelhanca com a abordagem nao temporizada apre-
sentada no Capitulo 3. Desse modo, o paradigma utilizado neste trabalho para a modelagem
dos SEDs temporizados ¢ a matriz de incidéncia temporizada do automato (max,+).

Para a compreensao dessa abordagem, sao apresentados na préxima se¢ao, os conceitos
necessarios para o desenvolvimento de um algoritmo, semelhante ao algoritmo de sintese para
SEDs nao temporizados apresentado no Capitulo 3, que soluciona o problema de controle
dos SEDs temporizados, com a restricao de que os tempos de vida dos eventos sao definidos

como 0s tempos minimos para suas ocorréncias.

4.2 Conceitos

4.2.1 Algebra (max, +)

A &lgebra (max, +) é um caso particular da algebra de didides na qual D = Ry,.y, onde Ry
denota o conjunto RU{—co}. Para um didide (D, ®, ®), com D = Ry,.y, as operagdes @ e ®
sdo: max (méaximo) e + (soma), respectivamente. O elemento nulo é definido como € = —oo
e o elemento identidade é definido por e = 0.

Nesta algebra, —oo é utilizado como o elemento nulo da adi¢ao, pois satisfaz:
VaeRa®e=a®(—o0) =max{a, —o0} =a=max{—o0,a} = (—o0)Da=ecda. (4.1)

Por outro lado, utiliza-se e = 0, como sendo o elemento identidade da multiplicacao, pois
satisfaz

VaoeRa®Re=a+0=a=0+a=e®a. (4.2)

Essa estrutura algébrica, ¢ um didide comutativo, pois a propriedade da comutatividade
da multiplicacao ® é satisfeita.
No contexto da algebra (max,+), o conjunto D pode ser definido sobre matrizes quadradas
de dimensao n, isto é,
D =RM>" (4.3)

max *

As propriedades do didide (max,+) sdo igualmente satisfeitas, considerando que para duas
matrizes A, B €eR <"

(A Q) B)z‘,j = Am‘ S%) Biyj (44)
(A & B) = (Az,k ® Bk,j) . (45)

2]
k=1
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4.2.2 Autématos temporizados (max,+)

Um automato temporizado ¢ um automato que inclui uma representacao explicita do tempo
na sua estrutura de transicao. Em um automato temporizado, um intervalo de tempo esta
relacionado com cada funcao de transi¢cao, denominado tempo de vida do evento. Este tempo
de vida expressa o menor tempo que deve transcorrer para que o evento se torne habilitado
e possa ocorrer. Um automato temporizado reconhece uma linguagem temporizada [?, 7, 7,
?, 7], que é uma linguagem formalizada sobre pares (evento, tempo).

Dentre as estruturas de automatos temporizados, como os GTAs e os GTTs, encontra-se

a formaliza¢ao do automato (max,+) [?, ?]:

Definicao 4.1 Um automato finito Apax+) sobre um alfabeto ¥ € uma quddrupla

A(max,—l—) = (Q? 97 T7 ¢)
onde Q) € um congunto finito de estados e 0, T e ¢ sao mapas

0: Q — Ruax,
T:0Q%xXxQ — Ry, (4.6)
QS : Q - Rmax

denominados atraso inicial, tempo de transicdo e atraso final, respectivamente.

Um automato A(max,+) € representado graficamente por um multigrafo valorado, definido

por vértices, formados pelo conjunto de estados () e por trés tipos de arcos

1. Os arcos internos, i = j, Vi,j € Q e 0 € ¥ tais que T;sj# € O arcoi 2 §, é valorado

pelo escalar T; , ;;
2. Os arcos de entrada — i, valorados por 6;, Vi € ) tal que 6; # €;

3. Os arcos de saida i —, valorados por ¢,, Vi € @ tal que ¢; # e.

Deve-se observar na representagao grafica do autémato (max, +) que apenas sdo apresen-
tados os arcos de entrada e de saida em que 0; # € e ¢, # €. Ou seja, os atrasos iniciais e
finais finitos sao os que sao representados graficamente, o que determina os estados inicial e

marcados do autémato (max,+).

Exemplo 4.1 Seja ¥ = {a, 3}. O autémato com conjunto de estados Q@ = {0,1,2}, tempos

de transigoes
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3a
la -
g )
B

Figura 4.1: Automato (max,+).

atrasos final e inicial ¢, = 2 e 0y = e = 0, respectivamente (os outros valores de ¢, T
e 0 sdo €) estd representado na Figura 4.1. FEste automato € um modelo de um sistema de
armazenamento de recursos nao deterministico, onde os eventos a e 3, representam entradas
e saidas de pecas. Os arcos valorados com zero (ou ‘e’) podem ser omitidos, isto €, o arco

de entrada — 0, nao valorado, define 0y = e.

Comparando o automato (max,+) com o automato nao temporizado (Definigdo 2.8),
observa-se que as fungoes de transi¢ao dos autéomatos (max,+) sdo incluidas no mapa 7'. O
estado inicial é definido pelo estado ¢ € @, em que 6, # €. Os estados marcados sao os

estados ¢ € @, em que ¢, # €. Dessa forma, a semantica do automato (max,+) é a seguinte:

1. Ha um reldgio global que esta sempre sendo incrementado;

2. O tempo de vida de um evento, denotado por T}, , o € T, ¢ o tempo minimo necessario

para sua habilitacao;

3. Para iniciar a execugdo do automato (alcancar o estado inicial) é transcorrido um tempo

64, no reldgio global;

4. Estando no estado inicial (ou em qualquer outro), os contadores dos eventos definidos

neste estado vao sendo decrementados;

5. Quando um contador de um dos eventos definidos no estado é zerado, o evento torna-se

habilitado, podendo ocorrer a qualquer instante;

6. Se com a incrementacao do relégio global, for zerado o contador de um outro evento

definido neste estado, ele também torna-se habilitado;

7. A ocorréncia de um evento habilitado reinicializa seu contador e muda o estado do

automato, desabilitando os outros eventos;

8. Ao atingir um estado marcado, ao transcorrer o tempo de atraso final, o automato
(max,+) reconhece este estado, reconhecendo assim a palavra que o levou do estado

inicial até este estado;

9. Eventos iguais com diferentes tempos de vida definem nao determinismo no autémato.

Exemplo 4.2 A evolugdao do automato Amax+) da Figura 4.2 € descrita como a sequir:
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i. Inictando o relogio global, apds decorridas 2 unidades de tempo, o automato alcanca o

estado inicial.
ii. Apds uma unidade de tempo o automato pode reconhecer a palavra 3.
iii. Apds mais uma unidade de tempo, o evento a torna-se habilitado.

iv. FEstando o evento a habilitado, ele permanece habilitado indefinidamente até sua ocorréncia

que muda o estado do automato para o estado 2, reinicializando seu contador.
v. No estado 2, apos 3 unidades de tempo, o contador do evento 3 € zerado, habilitando-o.
vi. A ocorréncia do evento 3 no estado 2, leva o automato ao estado 1.

vii Novamente no estado 1, a passagem de mais uma unidade de tempo permite o reconhec-

imento da palavra 8af3.

viii. Considerando que 3 nao ocorre no estado 2, a passagem de mais uma unidade de tempo
habilita k. Dessa forma, tanto o evento 3, como o evento k permanecem habilitados

indefinidamente, até a ocorréncia de um deles.
ix. Se ocorre k, o automato alcanca o estado 3.

x. Estando no estado 3, a passagem de 2 unidades de tempo habilita (3, que permanece

habilitado até sua ocorréncia.
xi. Se ocorre 3 no estado 3, o automato alcancga o estado 1.

xii. Novamente no estado 1, a passagem de mais uma unidade de tempo permite o recon-

hecimento da palavra 11akf.

Figura 4.2: Automato (max,+).

O reconhecimento de um caminho em um autémato (max,+) é descrito como a seguir:

Definicao 4.2 Seja um automato Amax,+) € Q" 0 conjunto de todas as seqiiéncias de estados

de comprimento n, definido por

Qn:{p’p: (q077Qn)/\q077QH EQ} (47)

Define-se que uma palavra
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€ reconhecida no caminho
P = (q07' : aQTL) S an
se

P (p7 S) = qu + TQO,U17Q1 ot an&,Uan + ¢qn 7é €, (48)

onde P € a func¢ao peso do caminho p.

De acordo com esta definicao, pode-se observar que o reconhecimento de uma palavra
se d4 quando um estado marcado é atingido e o tempo de atraso final é transcorrido (ver
Exemplo 4.2). O reconhecimento de um caminho pode também ser descrito por meio das

seqiiéncias de eventos através dos datadores. Estes sao definidos a seguir:
Definicao 4.3 Um datador é um mapa
Y : ¥ — Rpax (4.9)
onde Y € o tempo que um automato Amax+) leva para percorrer uma seqiéncia
$ = 0109...0, € X",

Dessa defini¢ao, ve-se que a funcao datadora define os tempos das palavras da linguagem
¥*. Assim, o automato Agmax,+) leva um tempo Y para sair de um estado ¢ para um outro

estado ¢/, seguindo uma seqiiéncia s, onde (y|s) denota o valor de Y na palavra s [?].

Definigao 4.4 Um datador Y ¢ dito reconhecivel se existir um automato Amax,+) tal que

(yls) # . (4.10)

Exemplo 4.3 No Exemplo 4.2, vé-se que s = af3 € uma palavra reconhecida, pois

(ylaB) = P(p,s) = (01 +Tha2+Top1 +¢y) =5 F¢

comp=(1,2,1).

Com as defini¢oes anteriores, a evolu¢ao dinamica do automato (max,+) pode ser rep-
resentada por um vetor xz de tempos das ocorréncias dos eventos, igualmente ao automato
temporizado descrito em Cassandras e Lafortune [?]. Isto é, o i-ésimo elemento de x é um
mapa

;' N — Ry, (4.11)

que ¢ interpretado como o instante de tempo da n-ésima ocorréncia do evento etiquetado por

7.

Exemplo 4.4 Na Figura 4.3(a), € apresentado uma parte do diagrama de ocorréncias dos
eventos do automato (max, +) apresentado na Figura 4.3(b), onde ¥ = {«a, 3}. Neste dia-
grama, vé-se que 0s menores tempos de ocorréncia do evento o sao 2, 7 e 12, enquanto que
0s menores tempos de ocorréncia do evento 3 sao 5, 10 e 15. Dessa forma, encontram-se as

sequeéncias

8
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~
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\'l\')
8
Q
—~
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Figura 4.3: (a) Autémato (max,+) e (b) Diagrama temporal de ocorréncia de seus eventos «
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A evolucao dinamica do autémato (max,+) pode ser descrita por meio de um sistema
linear através da matriz de tempos de transicao A, e pelo vetor z, utilizando a algebra
de didides [?, ?]. Também, as séries formais podem ser utilizadas para a descrigdo de sua
evolucao dinamica e determinagao de seus estados reconhecidos.

Deve-se observar que o automato (max,+) tem uma formaliza¢do similar ao GTA [?],
considerando que a representacao do tempo é definida diretamente no arco e os tempos de
vida sao definidos como os tempos minimos para habilitagao dos eventos, isto é, o limite
superior é sempre infinito. Dessa forma, os SEDs temporizados descritos em Brandin e
Wonham [?], considerando apenas os eventos remotos, apresentam a mesma descrigao da

evolugao dinamica.

Exemplo 4.5 Os automatos apresentados na Figura 4.4 reconhecem as mesmas linguagens
temporizadas. O automato da Figura 4.4(a) € um grafo de transi¢oes de atividades, em
que os eventos sao definidos por (0,4 ,ts,00) € X, onde o indice q,q' do evento o define o
estado q onde o evento estd habilitado e o estado ¢ que ¢ alcancado apds sua ocorréncia,

respectivamente, como descrito em [?]. Assim, especificamente para este exemplo, tem-se
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O autémato da Figura 4.4(b) é um grafo de transi¢oes temporizadas, que € uma representa¢ao
da semantica do grafo de transigoes de atividades da Figura 4.4(a), construido de acordo com
Brandin e Wonham [?]. O autémato da Figura 4.4(c) é um automato (max,+). A semantica
desses automatos € a mesma. Para qualquer um deles, a evolucao dinamica € descrita semel-
hantemente ao Exemplo 4.2. No caso do grafo de transi¢oes temporizadas (Figura 4.4(b)),
cada arco que apresenta um evento ‘tick’ (representado por t), determina a passagem de
uma unidade de tempo no relogio global. Observa-se que o numero de estados do automato
(max, +) € bem menor que o numero de estados do grafo de transicio temporizada, e apre-

senta uma forma visual dos tempos direta, em relacdo ao grafo de transicoes de atividades.

(a)

O

Figura 4.4: (a)Grafo de transi¢oes de atividades, (b) Grafo de transigoes temporizadas e

(¢) Automato (max,+).

4.2.3 Automatos (max,+) e séries formais

Uma das formas de utilizar a algebra de didides para definir a evolucao dos automatos
(max,+), é usando as séries formais para descrever suas linguagens temporizadas. Assim,
semelhantemente as séries formais bindrias, definindo D = Ry, ((X)), representa-se uma
linguagem temporizada por uma série formal. Deve-se observar que uma linguagem tem-
porizada [?, 7, 7, 7, 7] é uma linguagem que apresenta em cada palavra s € L um valor
numérico t, associado, que representa um intervalo de tempo decorrido para a palavra ser

reconhecida por um autémato temporizado [?, 7, 7,7, 7, 7,7, 7].

Definicao 4.5 Uma linguagem temporizada L = {tss,tys',...}, com {s,s/,...} e X e
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ts,t € Ru.x, pode ser representada por uma série formal

Vi =P (ols) s (4.12)

SEXN*

5/7 o

em que (y|s) s € Rpax ((X)), com (y|s) € Ruyax denotando o datador da palavra s € Ry ((X))
¢ o semi-anel das séries formais com coeficientes em R.« € varidveis ndo comutativas em
>, tal que
(yls) # € sesel, (4.13)
(yls) = € ses¢ L. (4.14)

Exemplo 4.6 Dado o alfabeto ¥ = {a, B}, a linguagem L = {3¢, 4a, 2a3, 3P, 5o, 263, faS}

¢ representada pela série formal

YL:35@4&@2@5@36&@5aa@2ﬁﬁ@eﬁaﬁ@eaa&@---@eﬂﬁﬁ@--;

seqliéncias de eventos
nao pertencentes a L.

ou
Y, =3 ®da® 2a8 & 3Pa d baa ® 283 & efal

Y, =3®4ad 2a8 @ 3Ba ® baa @ 2606 @ faf
desde que e @ L = ¢, VL C X*. FEsta série representa a linguagem reconhecida por um
autémato (max,+). Neste contexto, (y|s) denota o coeficiente da palavra s que € igual ao

zero ‘e’ se s ndo € reconhecida por Amax +)-

Com essa formalizacao, é possivel avaliar a evolugao dinamica dos autématos (max,+),
como citado anteriormente.
Definicao 4.6 O mapa
X — RIGXIQL (4.15)
define a aplicagao dos valores Ty, o dos simbolos 0 € ¥ sobre RIGC onde RIYX® ¢ o

dicide (RU {—o0} ,max, +) sobre matrizes quadradas de dimensao |Q)|.
Com a aplicacao deste mapa, constréi-se a matriz

1(0) g = Tyoq- (4.16)

Identificando 8 com um vetor linha contendo os arcos de entrada e os demais elementos
iguais a €, e ¢ com um vetor coluna contendo os arcos de saida e os demais elementos iguais

a €, tem-se que:

Definigao 4.7 Dado um automato Agmax,.+), com matriz

,u(a)qq/ =T,0d, (4.17)
e vetores linha 0 e coluna ¢, o datador da palavra s = o1 - - - 0, € descrito por
(yls) = (A(maX,+)|S) =0u(o1) - pl(on) o =0u(s)d (4.18)

em que (s) € a matriz que contém os tempos de complementagao das palavras formadas por

01...0, € 2.
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Denomina-se de representacao linear do datador a condicao

(Amax-ns) = 0 (s) ¢. (4.19)

Também, a funcao datadora Y pode ser escrita como uma série formal sobre o alfabeto

> com coeficientes em R,,,.. Isto é,

Definigao 4.8 A linguagem temporizada de um automato Amax.4) € definida por uma série

formal como

L (Amax) =D (ls) s, (4.20)

SEXN*
em que (y|s) s € Ryax ((X)), com (y|s) € Ruyax denotando o datador da palavra s e Ry ((X))
¢ o semi-anel das séries formais com coeficientes em Ry € varidveis nao comutativas em

Y2, tal que

(yls) # € ses€L, (4.21)
(yls) = e ses¢ L. (4.22)

Assim, equipando a série formal com as operagoes de soma e produto de Cauchy (equagdes
(3.2) e (3.3)) e com a operagao estrela (Definicao 3.5), e identificando o mapa datador Y

com a série formal Y7, define-se:

Definicao 4.9 A série formal Y;, € reconhecivel se existir um automato finito Agmax,+), T€p-
resentado pela tripla (0, p, ¢), com 6 € Rélé'}?', RS R'I%)fl, Xt — RIGXIQI ¢ Q finito, tal

que

YL =€ 60u(s) s =EP (ls) s, (4.23)

seEX* sEX*

em que 0 (s) ¢ = (Amax,+)|s) € o datador da palavra s.

Exemplo 4.7 Considerando o automato da Figura 4.5, tem-se

2
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Il

@) @)
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™ ™
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Calculando (y|s) em um caso particular, onde s = af3:

la 4a

aOWBOWSO

2 2B 53

Figura 4.5: Autémato (max,+) deterministico.

(ylaB) = Ou (aB) ¢ = Ou (o) u(B) ¢ = 5.
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Mais geralmente, a série formal Yy identificada com a linguagem temporizada do autémato

admite a expressdo racional
L (Amaxs)) = Yz = 2 (30 (9a8)" B)" = 2@ 508 @ 8afaf ® 14aaBB & - - -
isto ¢,
L (Amaxt)) =Yz = (41 (@B)") (aB)" @ (y] (@B)') (aB)" & (y] (aB)’) (aB)’ & - --

L (A(max,+)) =YL :@ (y|3) S.

sEX*
Assim, L (A(max,+)) =Y}, apresenta todas as palavras formadas por a e (3, iniciadas por o, e

reconhecidas pelo automato da Figura 4.5, com seus respectivos tempos de complementacao.

4.3 Sintese do supervisor

Com a formalizacao apresentada no Capitulo 3, e utilizando os conceitos apresentados na
secao anterior, aqui serd apresentado um formalismo de sintese do supervisor para um SED
temporizado. Especificamente, o problema aqui tratado, refere-se aos sistemas que se ap-
resentam com tempos de vida de eventos definidos como os minimos tempos para suas ha-
bilitagoes. Em outros termos, é uma aplicagao a um caso restrito da abordagem de Brandin
e Wonham [?], em que todos os eventos sao definidos como eventos remotos (limite superior
de tempo de ocorréncia igual a infinito). Assim, considerar-se-a que, igualmente a TCS, o
alfabeto de eventos X é particionado em eventos controlaveis Y. e eventos nao controldveis
Yue, satisfazendo
Y=2UXue

YeNXye = .

Como essa abordagem é um formalismo unificado para a sintese de supervisores de SEDs
nao temporizados e temporizados, é necessario apresentar as definicoes das matrizes de in-
cidéncia temporizadas, para contextualizar esse Capitulo com a abordagem apresentada no
Capitulo 3.

4.3.1 Matrizes de incidéncia temporizadas

O formalismo para sintetizar um supervisor para um SED temporizado, requer a definicao
de uma matriz de incidéncia que apresente nao sé os eventos, como € o caso da Definicao 3.7,

mas também seus tempos de vida. Assim, tem-se:

Definigao 4.10 Seja Amax+) um automato temporizado. Define-se a matriz de incidéncia

temporizada, denotada por At, como

teo se do do estado i para o estado j;
At = [atm] ; atm = { 7 p J

€ caso contrario,
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em que t, € o tempo de vida do evento oque leva o automato Agmax4) do estado i para o
estado j. Se mais de um evento € definido do estado i para o estado j, at;; = @, t,xo",
para oF € ¥, k=1, 2, ..., de modo que qualquer evento o* ocorrendo, provoca no autémato
A(max,+) @ mudanga do estado i para o estado j. O estado inicial € definido como sendo o

estado 1, representado pelo vetor linha

OAL) = [ty € €]

com t;, representando o atraso inicial, e os estados marcados sao representados pelo vetor

coluna
T
OAL) = |ty oy o oy |

com t,,, representando os atrasos finais.

Pode-se ver que a representacao para um automato temporizado exige a descricao do
vetor 0, pois é nele que esta descrito o atraso inicial. Os atrasos finais sao os valores ¢,,,, em
que se um estado k nao ¢ marcado, t,,, = €.

Por conveniéncia, daqui por diante, quando for feita referéncia a um elemento do vetor 6,
serd utilizada a notagao ¢;, referindo-se a sua j-ésima coluna. Similarmente, toda referéncia

a um elemento do vetor ¢ sera feita utilizando a notacao ¢,, referindo-se a sua i-ésima linha.

Exemplo 4.8 O automato Amax+) apresentado na Figura 4.6, tem sua matriz de incidéncia

temporizada construida de acordo com a Defini¢cao 4.10, a qual € dada por

e 3o ¢
At=| 48 € 3a |,
2k € €

com o estado inicial definido por
O(At)=[2 € €]

e os estados marcados definidos pelo vetor coluna

2
op(At)=| 3
€
la 4a
Aok (2 [
2 2B 53

Figura 4.6: Automato (max,+) deterministico para ilustrar a representacao por matriz de

incidéencia temporizada e vetores de estados inicial e marcados.
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Deve-se observar que a matriz de incidéencia temporizada pode ser construida por

At:@u(ai)@)ai

i=1
com p (0;) dada pela Definigao 4.6, e o; sendo o i—ésimo evento do alfabeto . Sendo assim,
para a representacao de um autémato A(max,+) por uma matriz de incidéncia temporizada e
pelos seus vetores de estados, a descricao em termos das séries formais é valida, podendo-se
através dessa representacao, determinar a linguagem temporizada reconhecida pelo automato

A(max,+)- No caso da representacao matricial, define-se:

Definicao 4.11 A um autéomato Amax,+) que tem sua linguagem reconhecida temporizada

representada pela série formal

Vi =D (wls) s (424)

sex*
para a representacao matricial de Amax+) dada por At, 0 (At) e ¢ (At), define-se sua lin-

guagem marcada temporizada como sendo
Ly (At) = L (Apmax,+)) = Y2 (4.25)

Semelhantemente a construcao das linguagens das matrizes de incidéncia nao tempo-
rizadas, podem-se definir as linguagens da matriz de incidéncia temporizada, de forma a

tornar essa abordagem unificada. Para isto, define-se:

Definicao 4.12 Seja At uma matriz de incidéncia, cujos elementos at; ; definem caminhos
de comprimento 1, que mudam o estado do automato que ela representa, do estado i para o

estado j, com um tempo de vida t,. Assim, a matriz
At" = At At ® - - - ® At, (4.26)

¢ uma matriz de caminhos, onde cada elemento aty; representa um ou mais caminhos de
comprimento n, formado de eventos controldveis ou nao controldaveis, que levam o autéomato
que ela representa, do estado i para o estado j, com um tempo total ty = ton + ... + ton,
s = o'...0". Os vetores de estado inicial e de estados marcados da matriz de caminhos At"

s$a40 0s mesmos de At.

Observa-se que, igualmente a matriz de caminhos nao temporizada, na matriz de caminhos
temporizada, quando nao ha um caminho com n eventos que muda o estado do automato do
estado ¢ para o estado j, tem-se at}; = €. A matriz At" contém palavras s de comprimento
n, compostas de eventos controlaveis e nao controlaveis, que sao percorridas em um tempo

ts - to-l + +to-n.

Exemplo 4.9 Do autémato Amax+) mostrado na Figura 4.7, sua representagdo matricial é

dada por

e 4da € 3
At= |56 € 2u |, 9(At)=[1 € e], O(At) = | €
€ 20 2« 2
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4a 2u
2a

5B 2B

Figura 4.7: Automato para exemplo da matriz de caminhos temporizada.

A matriz de caminhos At? desse autémato é

9a3 € Gap
AP =At@At=| ¢ 48+ 96a e
7808 daf3 4o + 481

com 0 (At*) = 6 (At) e ¢ (At*) = ¢ (At). Sua matriz de caminhos At® é

€ 13afa + 8aup Sapa
At? = uBe + 14p8a3 6aus 6uaa
9a66 118Ba + 6aaf + 68ul  6abu + 6aaa + 66ua

com 0 (At3) =0(At) eo (At3) = ¢ (At). Nessas matrizes de caminhos, cada seqiiéncia rep-
resenta uma palavra de comprimento 2 e 3, respectivamente, que muda o estado do automato
A(max,+), do estado i para o estado j. Em At?, vé-se que do estado inicial para o estado

inicial, existe a palavra a3, com tempo t,z3 =9, e que é uma palavra reconhecida, pots
(ylaf) = 0 (At) @ p (o) @ p(B) © ¢ (At) = 13 # ¢,
de acordo com a Definicao 4.7.

Com essa definicao e utilizando a algebra de didides, tem-se que a linguagem da matriz
de incidéncia temporizada L (At) é o conjunto de todas as palavras formadas por seqiiéncias
iniciadas da linha 1, que levam a qualquer linha da matriz At, com um tempo igual a soma

de todos os tempos de vida dos eventos da seqiiéncia com o atraso inicial. Isto é,

Definicao 4.13 Para uma dada matriz de incidéncia temporizada At, sua linguagem ¢é

definida como

n

L(At) =D (0 (At) @ At") = D EP (61 (At) @ aty ) , (4.27)

onde 01 (At) é o elemento da primeira coluna do vetor de estado inicial 6 (At), at’i’j € o

elemento da linha 1, coluna j da matriz de caminhos temporizada At

Com essa definicao, pode-se determinar qual estado é alcangado quando ocorre a partir
do estado 1 uma seqiiéncia s de eventos de comprimento |s| com seu respectivo tempo, como

a seguir

Definicao 4.14 Seja At uma matriz de incidéncia temporizada. A sublinguagem de At,
que contém todas as palavras que mudam o estado do automato representado pela matriz At
para o estado k € definida como

L(At)" =P (0 (At) @ At' @ 7) = P (61 (At) @ at} ) , (4.28)

) %
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onde m € um vetor coluna com o k-ésimo elemento igual ao elemento identidade ‘e’ e o0s
demais €, ¢ 0y (At) € o elemento da primeira coluna do vetor de estado inicial 6 (At), at}

¢ o elemento da linha 1, coluna k da matriz de caminhos temporizada At'.

O conjunto de todas as palavras de comprimento |s| =i é determinado por

n

L(At), =0 (At) ® At' = P (61 (At) ® at} ;) (4.29)
j=1
e, o conjunto de todas as palavras de comprimento |s| = ¢ que levam do estado 1 para o

estado k£ é determinado por
L(At); =0 (At) ® At' ® 7 = 0, (At) ® at},. (4.30)

Por outro lado, além do formalismo das séries formais, a linguagem marcada da matriz

de incidéncia At também pode ser definida como sendo:

Definicao 4.15 Para uma matriz de incidéncia At, sua linguagem marcada € definida como

L., (At) = € (0 (At) ® At'®¢ (At)) = (D EP (61 (At) @ at}; @ ¢, (At)),  (4.31)
i i =1
onde 61 (At) ¢ o elemento da primeira coluna do vetor de estado inicial 6 (At), af ; € o

elemento da linha 1, coluna marcada j da matriz de caminhos temporizada At® e oy (At) ¢

o elemento da j-ésima linha do vetor de estados marcados ¢ (At).

Com essa defini¢ao, pode-se determinar se um estado marcado é alcangado quando ocorre,

a partir do estado 1, uma seqiiéncia s de eventos de comprimento |s|, como a seguir:

Definicao 4.16 Seja At uma matriz de incidéncia temporizada. A sublinguagem de At,
que contém todas as palavras que mudam o estado do automato representado pela matriz At

para o estado marcado k é definida como

L(At)y, = @D (0 (At) @ At'®v) = @D (61 (At) @ at} , ® ¢, (At)) (4.32)
onde ¥ é um vetor coluna tal que Uy = ¢, (At) e os demais elementos sao iguais a €; 01 (At)
¢ o elemento da primeira coluna do vetor de estado inicial 6 (At), at}, € o elemento da

linha 1, coluna marcada k da matriz de caminhos temporizada At' e ¢, (At) ¢ o elemento

da k-ésima linha do vetor de estados marcados ¢ (At).

Dessa forma, L (At)ﬁ1 contém todas as palavras reconhecidas que levam da linha 1 a linha
marcada k.
O conjunto de todas as palavras reconhecidas de comprimento |s| =i é determinado por

n

Ly, (At), = 0 (At) @ At'@¢ (At) = P (61 (At) @ at} ; @ ¢, (At)) (4.33)
j=1
e, o conjunto de todas as palavras de comprimento |s| = ¢ que levam do estado 1 para o

estado marcado k é determinado por

Ly (At)} = 0 (At) ® At'@V = 0, (At) ® at} , @ ¢, (At). (4.34)
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Exemplo 4.10 Seja o automato apresentado na Figura 4.8. Sua representacdo matricial €
dx 3
At=]| € ,9(At):[1 e},gb(At): .
30 K e
Para determinar sua linguagem, calcula-se

5a
K

e

3 3B

Figura 4.8: Automato temporizado para determinacao da linguagem temporizada.

At — 8a3 Sak
3B 8fa+ kK

¢ = 8akf 13afa + bakk
116af + 3kkf 8kBa + 8fak + kKkk

cujos elementos da primeira linha definem as palavras de comprimento 2, 3, ..., da linguagem

de At. Logo, multiplicando essas matrizes por 61 (At), encontra-se
L (At) = {1e, 6,900, 6k, 9ok, l4dafa, 6akk, ...} .

Observe que a palavra vazia € estd presente em L (At), a qual tem um tempo de vida igual a 1
(tempo de atraso inicial do automato), e que as palavras de comprimento i, encontram-se na

linha 1 das matrizes At'. A linguagem marcada desta matriz € determinada pelas palavras

da linha 1 de At', multiplicadas por 0, (At) e ¢, (At):
L, (At) = {4¢, 60, 1203, 6k, 120k, 14afa, 6akk, ...},
que € a mesma linguagem encontrada utilizando as séries formais, ou seja,
L, (At) =Y, = 42 @ 6a @ 1200 @ 6ak & 12axb & 14afa @ 6akk, ...

Com essas definicoes, quando forem feitas referéncias as linguagens da representacao
matricial do autéomato Agmax +), utilizar-se-a L (At) e L,, (At).

A equivaléncia entre automatos representados por matrizes de incidéncia temporizadas é
definida semelhantemente a equivaléncia de matrizes de incidéncia nao temporizadas. Con-

tudo, inclui-se nessa situacao, a representacao temporal.

Definigao 4.17 Duas matrizes de incidéncia temporizadas Aty e Aty, tal que Vaty, ;, aty, ;,
aty,; C X e aty, ; C X, sao ditas equivalentes, representado por
At, = At, (4.35)

se para quaisquer duas seqiéncias temporizadas s1 de Aty e sy de Ats, em que (y|s1) =

(y|s2), entdo Jolo € possivel tanto em Aty como em Aty, tal que ¢; (Aty) = ¢;,(Aty) e
(yls10) = (yls20).
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Exemplo 4.11 As matrizes de incidéncia temporizadas

€ 2a € -6-

At = | 20 ¢ 33|, O(Atl):[z ; e], é(At) = | 3
e 30 ¢ _3_

€ 2« €
At2:[2)\ 3ﬁ]’ Q(Atg):[2 e}, ¢(At2):_3_

sao equivalentes, pois satisfaz a Definicao 4.17. Ambas apresentam a mesma linguagem

temporizada

L (Aty) = L (Aty) = {2¢,4a, 60\, 8a)a, Taf, 10050, ...},

e reconhecem a mesma linguagem marcada
L, (Aty) = L, (Aty) = {7Ta, 11lada, Tap, 10605, ...},

as quais podem ser encontradas utilizando as Definicoes 4.13 e 4.15. Os automatos que elas

representam estao apresentados na Figura 4.9.

A |

3B Aman,

2A

Figura 4.9: Automatos (max,+) equivalentes.

Similarmente a composicao sincrona de automatos utilizada na TCS, considerando os
automato (max, +), nessa abordagem é formalizada semelhantemente a Definigao 3.18, con-
siderando que os tempos de vida dos eventos satisfazem as operacoes de soma e produto
de Cauchy (equagoes (3.2) e (3.3)) para D = Ry.,. Para isto, as seguintes definigbes sao

necessarias:

Defini¢ao 4.18 Dado um didide D = Rp.x (X)), o operador & define a intersecio de

elementos, como

k

at ® bt = @ty t,:)0’, setyio’ Cat Aol C bt. (4.36)
i=1
Yat,bt € D, onde
t,o®e=c¢
torot @t 0% =€, o' # 0 (4.37)

tyo®t o= (t, dt))o,
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Vo,ol,02 € ¥ e Vig,to1,t,,t s € Ryax. Para matrizes de incidéncia temporizadas, esse
operador € definido como

C=At ® Bt, Cij = CLtiJ’ ® btiJ, (438)

para at; ; ® bt; ; definido de acordo com 4.56, e
0(C)=0(At)®0(Bt) e ¢(C) =0 (At) ® ¢ (Bt).

Observa-se que, da mesma forma que a Definigdo 3.17, tornando o = ¢’ = e (palavra

vazia), a intersegao satisfaz as condigao da Definigao 4.18, ou seja,

te®e=1® € =cE¢, e
te@te=(tdte=(tdt),

desde que a segunda equacao s6 é vélida para o' # o2. Dessa forma, para o caso dos
vetores de estados 6 e ¢, a operacao de intersecao ® sé retorna um valor diferente de e
quando todos os elementos operados sao diferentes de €. No caso do vetor de estado inicial,
esse operador torna-se igual ao operador @, desde que apenas o primeiro elemento dos dois

vetores é diferente de €, o que satisfaz

D
[y
—
Q
N~—
Il

0, (C) =€ 1<k<n.

Para o caso especifico de controle de SEDs, essa definicao deve ser restringida, devido ao
fato de nao se poder aplicar controle a eventos nao controlaveis, impondo atrasos. Assim,

tem-se:

Defini¢ao 4.19 Considerando que At representa uma especifica¢ao de comportamento (tem-
pos dos eventos varidveis) para um SED temporizado modelado por uma matriz de incidéncia
Bt (tempos dos eventos nao controldveis constantes), em que at; ; e bt; ; podem ser expressoes
requlares do tipo tyrot 4 ...+t 0" e t;lal + ... —i—t;kak, respectivamente, entao o operador de

interse¢ao ® € definido de acordo com a equagdo (4.38), em que at; ; ® bt; ; € definido como

D (Lo ®)0" se (tyio! Ca) A (th,0" Cb) A (0! € ,)
@le t .o se (tyio" Ca) A (t,0' Cb) (0" € Bue).

ot

CLtm' ® bti,j = { (439)

Com a Defini¢ao 4.19, o operador ® pode ser utilizado para os procedimentos da sintese
do supervisor, como sera visto adiante. Isso, porque quando se considera ¥ = ¥, U X,
tanto na composicao sincrona de dois automatos quanto em outras operagoes, o tempo de
um evento controldvel pode ser modificado (apenas ampliado) através da interferéncia de um
supervisor. Porém, no modelo do SED, em hipdtese alguma, pode haver variagao no tempo
de vida de um evento nao controlavel. Dessa maneira, o produto sincrono de duas matrizes

de incidéncia temporizadas é definido como a seguir:

Definicao 4.20 Dadas duas matrizes de incidéncia temporizadas At,,wm € Bt,xn, as quais

representam o automato A(max,+)1 construido com simbolos do alfabeto 1 e o automato
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Amax, 1), construido com simbolos do alfabeto ¥y, respectivamente, compoe-se uma nova ma-
triz de incidéncia Pt,xmn, 1Sto €, com dimensao m X n, construida com simbolos dos

alfabetos 31 e Yo, através da composicao paralela definida como:

Ptm.nxm.n = AtHBt,pth =at ® bt

TAt,JAL IBt,JBt

onde k = (iat,iBt) = iat +m (it — 1) el = (jat, JBt) = jac +m (Bt — 1), de tal forma que

CLtl,l@ [btl,l thQ thn] at1,2® [btl,l thQ btl,n] e CLtl,m@ [bt171 bt172 btl,n]
alm1® [btl’l thQ btl,n} alm,2® [btl’l thQ btl,n] | Aty m® [btl,l btl,g btlyn]
at11® [th,l btgyg bt2,n] aty2® [bt271 th,g bgyn] ce at1,m® [bt271 btg}g btgm]
Ptm.nxm.n:
alm,1® [th,l bt272 bt27n} alm,2® [bt271 bt272 btgm] o | atpmm® [btz}l bt2,2 btz,n]
at11® [btn,l btmg btn,n] atyo® [btn,l bth btnm} | atym® [btml btng btn,n]
i alm1® [btn’l btn’Q btn,n] alm,2® [btn,l btng btn,n] o | Aty ® [btn,l btn,g btn’n]
se ¥ = Y. Os estados marcados da composicdo sao definidos por um vetor coluna ¢,, ,, | (Pt),

em que seu k-ésimo elemento é

¢k (Pt) = ¢iAt(At) ® ¢iBt(Bt)
- @At (At) @ ¢iBt(Bt) S€ CbiAt(At) # €N ¢iBt(Bt) # €
] e se ¢y, (At) = eV ¢, (Bt) = c.

com k = (iag,iBt) = tat + m (igy — 1). O vetor de estado inicial € definido por

O1mxn (Pt) =1 01(At) ®0,(Bt) ¢ .. €

Se oay & 3o, ou Jogy ¢ X1, de tal forma que 34 N Xy # O, entdo,

onde
At BtoDt A | DEAAL B | . Dt oAt D"
Dt Ao AP | At PaDAL | . Dtyj,,, DAL ™"
Ct'= || Dt 2 aAe ™" | Dy aA :
: : AtBtaDt, At | DAt oAt B
Dt, A oAt Bt | Dt A @A P | - | Dyt oAy B | At PleDe A

-B
t t

em que Ct™ tem dimensao mxn, A ¢ a matriz dos elementos de ¥ que nao pertencem a

Y9, Dt;t?; ¢ uma matriz diagonal temporizada de dimensao m X m formada pelos elementos

bt; ; que nao sao definidos em At na diagonal principal e € nos demais elementos e Atht é

a matriz dos auto-lacos de At BE.
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Deve-se observar que a Definigao 4.20 é construida igualmente a Defini¢cao 3.18, con-
siderando os tempos de vida dos eventos, como pode-se ver em Brandin e Wonham [?].
Também deve-se ver que a definicdo da matriz P = A||B ¢é geralmente utilizada para con-
struir a composicao sincrona do supervisor com o gerador. A matriz Ct~, quando todos os
elementos de ¥; sao diferentes de Y5, pode ser utilizada para a construcao do gerador do
sistema, a partir da composicao dos subsistemas que o compoem. Assim, com a Definicao
4.20, o seguinte algoritmo é apresentado para a construcao do produto sincrono de duas

matrizes de incidéncia temporizadas, em que ¥y N Xy # &
Algoritmo 4.1 Construcao do produto sincrono Pt = At||Bt

1. Faca jat = jBt = tat = Bt = 1.
2. Faca 60, (Pt) = 0, (At) & 6, (Bt)

3. Enquanto igy < n, facga:

a) Se btig, js. =€, faca jpt = jpt + 1
b) Se jpt > n, faga ipy = ipy + 1 e jy =0
c) Enquanto ixy < m, faca:
i. Se ati,, ja, = € faca jag = jag +1
ii. Se jaz > m, faca iay = iat + 1€ jag =0
iii. Faga k =ia¢ +m (igy — 1)
iv. Faga l = jas +m (jBe — 1)
v. Faca pty; = at ® blig, jpe
vi. ¢, (Pt) = ¢;,, (At) ® ¢, (Bt).

vii. Faca jay = jag + 1

TAt,JAL

viii. Se jag > m, faca iag = tas + 1€ jag =0
d) Faca jg¢ = jme + 1

e) Se jg¢ > n, faca igg = ip¢ + 1 e jpy =0
4. Se Joar ¢ Xo, ou Jopy ¢ Xy, componha a matriz Ct™, e faca pty; = pty; & cty -

Observacgao: Esse algoritmo utiliza um procedimento semelhante ao algoritmo da contrugao
do produto sincrono de autématos [?], e conseqiientemente, ao Algoritmo 3.1. Sua
diferenca estd na introdugao dos tempos de vida dos eventos. Contudo, esta diferenca
nao causa aumento na complexidade do algoritmo. Dessa forma, sua ordem de com-

plexidade é O (nm). Considerando que n = m = N, sua ordem de complexidade é
O (N?).

Exemplo 4.12 Dadas

At:[E 20‘], e(At):[e e}, ¢(At):[3]
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€ 20 € 2
Bt=|23 ¢ 3n|, 0(Bt)=[2 ¢ e}, o(Bt)= | 1
2\ 43 € €

que representam os automatos da Figura 4.10(a) e 4.10(b), seu produto sincrono determina
a matriz Pt, em que seus elementos pti; = Plin,.ise) (iacjse)s K = ias +m(ipe —1) el =

Jat +m (jee — 1), nos elementos a;,, jp, = # €, sao dados por:

biBt ,JBt

o k=1+2x0= ]_, [=24+2x1 :4, pt174 :pt(l,l),(2,2) :at1,2®bt172 =2
e k=2+2x1 :4, I=14+2x0= 1, pt4’1 :pt(272)7(171) :atQ’l @btg,l = 36

o k=2+2x2= 67 I=14+2x1= 3, ptﬁ’g :pt(Q’g),(l’Q) = &t2’1 @btgyg = 45

€ € € 2a € €
€ € € € € €

€ € € € € €

Pt =

30 € € € € €

€ € € € € €

€ € 40 € € €
com ) ) -
E

OPt)=12 € € ¢ ¢ €|, ¢(Pt)= i) (4.40)

€
€

Como \,n € Bt, mas \,n ¢ At, entao

[ At7PteDt; A Dt At @A B DA @A Bt ]

bty 1 2 bty 3
€ € € € € €
€ € € € € €
Dt 28 @At B¢ At"BteDt, 2 Dt,2 @At B
Ct = € € € € 3n €
€ € € € e 3n

—-At -Bt —At -Bt -Bt —At
Dt BAL; Dt,At @At At™BtoD, A

2\ € € € € €

€ 2\ € € € €

Pt=Pto Ct" =
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com 0 (Pt) e ¢ (Pt) dados por 4.40. Assim, Pt em conjunto com 6 (Pt) e ¢ (Pt)
representam o automato Amax ), composto por Amax+); € Amax,+). através do produto

sincrono visto na Figura 4.10(c). Deve-se observar que a linha 2 contém todos os seus

3 2a
S S O B
0
3B

Figura 4.10: Automatos (a) Amax,+)1> (0) Amax,+)s € (€) Amax,+); - composicao sincrona de

A(max,+)1 € A(max,+)2-

elementos pty j = €, mas esta linha é alcangada pela seqiiéncia s = 0 (Pt) ® Pt?@nm =
pliaptaepte 2 = YanA, para

T
’/T:[6€€€€€,

o que implica que esta linha representa um estado bloqueado na composi¢io de A(max,+),

com A(max,+)s -

Observagao: A Definigao 4.20 constréi a composigao paralela de duas matrizes de incidéncia
temporizadas At e Bt, quando Xy N Xpy = @, através da construcao da matriz Ct .
Por outro lado, considerando todos os tempos de vida dos eventos t, = e, a Definicao
4.20 abrange também a Definicao 3.18. Também, deve-se observar que a Definicao 4.20
utiliza o operador ® de acordo com a Definicao 4.18. Adiante, quando for definido
a divisao do alfabeto de eventos X de um SED em eventos controlaveis Y. e eventos
nao controlaveis >, tanto o produto sincrono como quaisquer outras operagoes que

utilizem o operador ®, considera-lo-ao de acordo com a Definicao 4.19.



Capitulo 4. A Sintese do supervisor de SEDs temporizados 109

4.3.2 Formulacao do problema de controle

Tendo sido formalizada a conceituacao das matrizes de incidéncia temporizadas, necessita-
se agora contextualiza-las com a TCS. Primeiramente, deve-se considerar que a inclusao da
temporizacao determina que a diferenga da dinamica do SED se apresenta apenas na inclusao
do tempo de vida t, de cada evento o. Assim, o problema de controle para o caso temporizado
pode ser enunciado da seguinte maneira: Dados um autémato temporizado A(max,4), uma
linguagem-alvo temporizada reconhecivel E e uma linguagem temporizada minima admaissivel

L C E, encontrar um supervisor proprio S tal que
LaC L(S/G)CE. (4.41)

Com o problema de controle enunciado e considerando a particao do alfabeto ¥, como
citado anteriormente, e formalizando este problema em termos das matrizes de incidéncia,
definem-se as matrizes de incidéncia temporizadas dos eventos controlaveis e dos eventos nao

controlaveis.

Definicao 4.21 Dado um alfabeto de eventos X, e considerando ¥ = . U X, definem-
se as matrizes de incidéncia temporizadas dos eventos controlaveis At. e dos eventos nao

controldveis At,. por

teo. se do. do estado v para o estado j;

Ate=[(ate),y ] 5 (ate),,; = {

€ caso contrdrio,

toOyue S€ doy. do estado i para o estado j;

Aty [ (atue)y ] 5 (atue)y = {

€ caso contrdrio,
em que t, € o tempo de vida do evento que leva o automato Agmax+) do estado i para o
estado j. Se mais de um evento € definido do estado i para o estado j, (at.); ; = D, toro®

e (atuc);; = D, taol. Os vetores de estado inicial e de estados marcados sio 0s mesmos da

matriz At.

Dessa definicao, observa-se como no caso da matriz de incidéncia nao temporizada, que

At = At, @ At

e que sendo 0(At.) = 0(At,.), entdo §(At.) & O(At,.) = 0(At) e, p(At.) = ¢(At,.), entao
¢(At0> D ¢(Atu0> = ¢(At>‘

Exemplo 4.13 Considerando que o autémato (max,+) da Figura 4.11 tem X, = {«, 5} e
Yue = {n, Kk}, entao
€ 2a €
At.=| ¢ € ¢
€ 40 €

€ € ¢
Aty = | 26 € 37y

2k € €
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Os vetores de estado inicial e estados marcados sao

9<Atc):9(Atuc):[z ’ e] e (At = (Aty.) = | 1

Figura 4.11: Automatos A(max,+), para exemplificar a construgao das matrizes At. e At,,.

Através desta particao da matriz de incidéncia temporizada, o procedimento para a sintese
do supervisor é semelhante ao procedimento apresentado no Capitulo 3, para matrizes de
incidéncia nao temporizadas. Assim, necessita-se definir a especificacdo de comportamento
e o supervisor para os SEDs temporizados. Neste caso, a especificacao de comportamento é
uma tarefa que se deseja que o sistema realize, a qual inclui tanto o comportamento logico
(similar ao caso nao temporizado), quanto os tempos minimos para os inicios das atividades
(que devem sempre ser iguais ou maiores que os do sistema, definindo atrasos), determinando

o comportamento logico e temporizado que o sistema deve apresentar sob supervisao.

Definicao 4.22 Uma especificagao de comportamento temporizada para um automato tem-
porizado Amax,+) que € um modelo de um SED temporizado, denotada por Et, € definida
por

Bt — [t et — { te,o se do do estado i para o estado j;

€ caso contrdrio,

em que t, € o tempo de vida do evento o que leva o automato da especificacao do estado 1
para o estado j. Se mais de um evento € definido do estado i para o estado j, et; ; = €D, toiol,
para o' € ¥, 1 =1, 2, ..., de modo que qualquer evento o' ocorrendo, provoca no autémato
A(max,+) @ mudanga do estado i para o estado j. O estado inicial € definido como sendo o

estado 1 e € representado pelo vetor linha

com t; representando o atraso inicial, e 0s estados marcados sao representados pelo vetor

coluna
T
OB = |t by o s |

com t,,, representando os atrasos finais. Se um estado k nao é marcado, t,,, = €.

O supervisor é definido como a seguir:
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Definicao 4.23 Um supervisor construido através de uma especificagao de comportamento
Et para um SED temporizado modelado por uma matriz de incidéncia temporizada At €

definido como sendo a matriz

too Ceti; setyo C et;; pode ocorrer em At;

€ caso contrario

St = [Sti,j] ,St@j = {

em que st; ; = € para at; j # €, implica em dizer que existe um controle para inibir o evento
que se encontra em at; ;, para at; ; = 0., ou que o estado (linha) j ndo é acessivel. Se mais
de um evento € definido do estado i para o estado j, st; ; = P, taol, para ot € X, 1 =1, 2,
..., de modo que qualquer evento o' ocorrendo, provoca no autémato da composicdo sincrona
St||At a mudanga do estado i para o estado j.. O estado inicial é definido como sendo o

estado 1 e € representado pelo vetor linha

com t; representando o atraso inicial, e 0s estados marcados sao representados pelo vetor

coluna .
OSt) = | by by ot |

com t,,, representando os atrasos finais. Se um estado k nao é marcado, t,,, = €.

Na abordagem nao temporizada, o supervisor é o agente que recebe os eventos o gerados
pelo SED, e determina a acao de controle v a ser aplicada de forma ao SED realizar a tarefa
desejada, definida pela especificagao de comportamento.

No caso dessa abordagem temporizada, o supervisor é o agente que recebe os eventos
o gerados pelo SED e seus respectivos tempos de vida, e determina a acao de controle
definida como uma inibicao total ou temporaria nos eventos controlaveis. Este formalismo ¢é

apresentado na Figura 4.12.

SED
y=t_o to

Supervisor

Figura 4.12: Diagrama de um SED temporizado supervisionado.

Também para o supervisor temporizado, define-se o conjunto de entradas de controle

semelhantemente a Definicao 3.22, isto é,

Definicao 4.24 O conjunto de entradas de controle do supervisor temporizado é definido

como
L= {v,72 1},
onde
= (t:,kak> Nop €S (i), k=12, ..
com

(t:,k = tgk> Vo € Sue
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(t;k > tak) Yo, € 3,

em que (t;k > tak) significa que o evento oy, € inibido por um tempo t = t;k — 15, -

De acordo com a Definicao 4.24, as entradas de controle do supervisor temporizado sao
v = t:,a

que determinam quais eventos estao habilitados em um determinado estado, e seu tempo de
vida correspondente (t; > t,). Dessa forma, o supervisor inibe temporariamente o evento o,
por um tempo t definido por t = t:, —t, (em notagao da algebra de didides: t = t; O ty, em
que @ é o operador dual de ®). Se a inibi¢ao é total (o evento deve ser permanentemente
inibido) .

, = €, como visto anteriormente, na explicacao da Figura 4.12. Dessa maneira,

a evolucao do sistema temporizado supervisionado é definida considerando a construgao da
linguagem reconhecida por meio das séries formais ou pela Definigao 4.15.

Com essas definicoes, a contextualizacao com a TCS é determinada nessa abordagem
como um problema de estados proibidos restrito ao controle de SEDs temporizados, onde
os tempos de vida dos eventos sao definidos como o tempo minimo para suas ocorréncias.
Assim, o mesmo procedimento apresentado na abordagem nao temporizada é utilizado, onde

devem ser consideradas as seguintes denominacoes:

1. Um sub-automato A/( apresenta uma estrutura semelhante, mas apenas com parte

max,+)
dos estados ou com parte das transicoes de A(max,+), em que o tempo de vida de cada

.~ !/ . . . . . o~
transicao de A( deve ser maior ou igual ao tempo de vida da respectiva transi¢cao

max,+)

em A(max,Jr);

2. Uma sub-linguagem temporizada L’ apresenta parte das seqiiéncias da linguagem L,
em que cada evento de L’ apresenta um tempo de vida maior ou igual ao respectivo
tempo de vida do mesmo evento em L. N&o necessariamente L' C L indica que o

autémato de L' é um sub-autémato de L;

. / v . . . . .
3. Uma submatriz At é formada pelas primeiras m linhas e as primeiras m colunas de
At e mantém uma correlagao elemento a elemento, apresentando para cada evento de

At um tempo de vida maior ou igual ao respectivo evento de At.

Dessa forma, para realizar a sintese de supervisores de SEDs temporizados utilizando
as matrizes de incidéncia temporizadas, é necessario que a especificacao de comportamento
sempre seja uma submatriz da matriz de incidéncia At. Se Et nao é uma submatriz de
At, torna-se necessério transformar At em At*, e construir uma nova matriz Et¥ que se

apresente como uma submatriz de At¥, tal que

L (At¥) = L (At),
L, (At*) = L,, (At),

L (Et*) = L(Et),
L,, (Et*) = L, (Et).
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Assim, considerando que a especificacao de comportamento Et seja uma submatriz de At,

ou seja transformada em Et#, sempre a relacio

L (Et) C L (At)

¢ verificada. Esses dois casos representam uma especificacao de comportamento genérica.

Quando uma especificacao de comportamento temporizada Et nao é submatriz de At,

necessita-se do seguinte procedimento:

1.

Constréi-se a composicao sincrona de At com uma matriz qualquer que gera >*, para
determinar uma nova matriz At* que gera L (At#) = L(At). Transformando a
especificacao de comportamento Et em uma matriz de incidéncia Et* que gera »*,
através da inclusao de um estado proibido (linha i./coluna j.), denominado de estado

de erro, utiliza-se Et* para construir a matriz At¥ = At||Et";

Da matriz At¥, substituindo todos os elementos das linhas/colunas que formam os
pares (iat,%e), (jae,je) pelo simbolo e, encontra-se a matriz Et* tal que L (Et#) C
L (At*) = L (At) e Et¥ sendo uma submatriz de At¥;

Os tempos de vida dos eventos de Et, sdo resgatados para Et* (que estao iguais aos

/

tempos de vida dos eventos de At) por ¢, @ t_, onde ¢, é o tempo de vida do evento

o

o Cetj;e t; é o tempo de vida do evento etk#l, com k sendo o par (iag,igg) €m que

igt =i e [ sendo o par (jat, jet) em que jgy = J;

O vetor 6 (Et#) ¢ construido através do resgate dos elementos do vetor de estado
inicial 6 (Et), como 6, (Et*) = 0, (Et¥) & 0, (Et), tal que L (Et*) C L (At*) e
L (Et) = L (Et¥);

O vetor ¢ (Et#) é determinado pelos elementos resgatados do vetor original ¢ (Et),
como ¢, (Et¥) = ¢, (Et*) @ ¢, (Et) em que k é definido como o par (iag, igg) € i = igg,
com ¢, (Et) # ¢, tal que L,, (Et#) = L, (Et).

Com esse procedimento, a matriz Et¥ se apresenta como uma submatriz de At”, e

conseqientemente,

L (Et¥) C L (At*) = L (At),

L (Et*) = L (Et)
L, (Et¥) = L,, (Et).

Observagao: Deve-se observar que no contexto das matrizes de incidéncia temporizadas,

a matriz que gera X* deve ser considerada com todos os tempos de vida dos eventos
t, = e. Isto porque a composicao sincrona At||X* deve ser uma matriz At”* que deve
apresentar a mesma linguagem da matriz At. Pela prépria definicao da composicao
sincrona, os tempos de vida da matriz resultante da composicao é t, @ t;, quando
o € ¥X.. Assim, considerando o C at; ;, para t; = e, a matriz resultante At||X* tem

sempre os tempos de vida satisfazendo t, @ e = t,, e dessa forma, garante-se que
L (At*) = L (At).
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Para os casos em que hé a necessidade da transformacio de Et em Et¥, é apresentado a
seguir o algoritmo que transforma uma matriz de incidéncia temporizada qualquer para que

sua linguagem reconhecida seja >*.

Algoritmo 4.2 Transformacao de matrizes de incidéncia temporizadas Ft para reconheci-

mento de X*

1. Tornar os elementos 61 (Ft) = e, ¢, (Ft) = e, sendo o indice o elemento da col-

una/linha do vetor respectivo, e Vft;; =ta0' + ...+ t;m0" tor = €,k =1,...,n;
2. Para cada linha v de Ft, incluir os auto-lagos
ftii=%— {01,02, ...,U”}
tal que o & ft; i k=1,2,...,n;
8. Incluir nos vetores 0 (Ft) e ¢ (Ft), o elemento 0;11 (Ft) = ¢ e ¢, (Ft) =e.

4. Incluir no final da matriz Ft uma coluna j. e uma linha marcada de ‘erro’ i, repre-

sentando uma linha proibida, e fazer:

i) Para i < i, faca:
a) Vj,j <Je, ftijo=0,se0 C ft;;VoC ftj;eftix#o,Vk k< je;
b) Vi, j < je, [tij. =0 se fti; %0

if) Faca ft;, ;, = X.

Teorema 4.1 Uma matriz de incidéncia temporizada Ft* construida de Ft, com L (Ft) C

¥*, gera a linguagem L (Ft*) = X*.

Demonstragao:
Este Teorema ¢é demonstrado similarmente ao Teorema 3.1 wutilizando as matrizes de

incidéncia temporizadas. ¢

Exemplo 4.14 Dada a matriz de incidéncia temporizada sobre o alfabeto ¥ = {«, B,m, A\, k, p}

e(At):[z e}, ¢(At)—[€]

3

At — € 2a+ 303
K dn+ A

a utilizagao do algoritmo 4.2 constroi a matriz

w o oa+p K+n+A e
A= K pt+A a+tp COA) = e e e oAt = | @
€ € a+B+r+p+n+A e

que reconhece Y. Os automatos que elas representam sao vistos na Figura 4.13(a), 4.13(b),

respectivamente.
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5n,A
2a,3B
Apay 2 3 (a)
K
11 KA
a,B
Al(max,+) e ¢
e K (6)
KA o.B
o,BKHLNA

Figura 4.13: Automatos (a) Amax,+) € (b) A ) construidos com o Algoritmo 4.2.

/
(max,+

Com a transformacao de uma matriz de incidéncia Et qualquer em uma matriz que
gera ¥*, a construcdo de At e Et?, que satisfazem as condi¢oes L (Et#) C L (At#),
L (At*) = L(At), L (Et*) = L(Et) e L, (Et¥) = L,, (Et) ¢é feita utilizando o seguinte

algoritmo, em que se consideram as dimensoes de Et e At iguais a n e m, respectivamente.
Algoritmo 4.3 Transformacdo da matriz de incidéncia Et em Et*

1. Transforme Et em Et*;

2. Construa At* = At||Et";

3. Parai e j=1 atén x m, faca:

a) Se atfj # ¢, faca etfj = atfj.

4. Faca k=1 até n x m:

a) Se ¢, (At¥) # €, faca igy = ((k — (kmodm)) /m) + 1, e ¢, (Et¥) = ¢, (Et¥) @
¢iE (Et);

5. Faga 0, (Et*) = 0, (Et¥) @ 0, (Et).

Neste algoritmo, mod é o operador de médulo que retorna o resto da divisao k/m. O
passo 4 resgata os atrasos finais dos estados marcados e o passo 5 resgata o atraso inicial
da especificacdo de comportamento Et, para Et#, de forma a garantir que L (Et#) = L (Et)
e L, (Et¥) = L,, (Et).

Teorema 4.2 Dadas as matrizes de incidéncia At e Et, a transformacio de At em At”
e Et em Et* determina que Et* € submatriz de At”, e L (Et#) C L (At#), L (Et#) =
L(Et) e L,, (Et¥) = L,, (Et).

Demonstragao:
Este Teorema é demonstrado igualmente ao Teorema 3.2, utilizando as matrizes de in-

cidéncia temporizadas. ¢
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Observacao: Deve-se observar que o resgate dos tempos de vida dos eventos e dos atrasos
inicial e finais eliminam a possibilidade de se introduzir uma especificacao que defina

uma reduc¢ao no tempo de vida de um evento do sistema.

O seguinte exemplo ilustra a transformacdo de At em At* e Et em Et¥, tal que
L (Et*) c L (At¥), L (Et*) = L (Et) e L, (Et*) = L,, (Et), quando Et ndo é submatriz
de At.

Exemplo 4.15 Considere a matriz

€ 207 3ag € e
28, € € o
46, € e 2

e 48, 206, € 3

2
€
onde Yy = {81, B5}. Para construir a matriz Et¥, tal que L (Et#) Cc L (At#) = L (At),

constroi-se a matriz Et* que gera ¥*, a qual € dada por

At = ,H(At):[3eee},¢(At):
e a especificacao

ay + [y 506,
4ovg aq + B

Et =

], 9(Et):[4 e}, 6 (Et) —

ar + B3, o Qo e
Et* = a4 6, 8, : 9(Et)—[e € e], p(Et)=| ¢
€ € ay + By + o + By €

onde a linha/coluna de erro é a terceira. Construindo o produto sincrono At||Et", tem-se

[ ¢ 2001 € € € € € € € € 3as € ]
€ € € e 208, € € € € € € 3ay
468, € € 207 € € € € € € € €
e 48, € € € e 28, € € € € €
€ € 3ay € € 201 € € € € € €
At# — € € € 3ay € € € e 208, € € €
€ € € e 48, € € 207 € € € €
€ € € € e 48, € € € € 2B, €
€ € € € € € € € € 201 3ag €
€ € € € € € € e 20, € € 3y
€ € € € € € € e 48, € € 2,
G € € € € € € € € 4B, 2B, € |

Q(At#):[ii € € € € € € € € € € e],
T
gb(At#):[e € € 3 e € ¢ 3 e € € 3}

em que as linhas/colunas formadas por uma linha/coluna de At com a linha/coluna de erro

#

de Et* sao as quatro ultimas. Fazendo etfj = at];,

nos elementos Vi,j, tal que 1,5 <
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((n—1) x m) (igual a fazer Et* = At¥ e tornar todos os elementos que satisfazem os pares

(iat,le), (Jat,Je) tquais a €) e resgatando os tempos de vida dos eventos de Et, encontra-se

[ ¢ 2001 € € € € € € € ¢ € €|
€ € € e 28, € € € € € € €
48, € € 20y € € € € € € € €
e 48, € € € € 208, € € € € €
€ € 4oy € € 201 € € € € € €
€ € € 4day € € € € € € € €
Et# =
€ € € e 48, € € 207 € € € €
€ € € € e 4B, € € € € € €
€ € € € € € € € € € € €
€ € € € € € € € € € € €
€ € € € € € € € € € € €
G € € € € € € € € € € €|

H(Et#):[lleeeeeeeeeee],
T
gzﬁ(Et#):[Zeeeeeeeeeee}
Observe que apenas ¢, (Et¥) # ¢, desde que satisfaz ¢, (Et*) = ¢, (At) @ ¢, (Et). A

matriz Et* € uma submatriz da matriz At™, com linguagem L (Et#) = L (Et) e linguagem
marcada L, (Et*) = L,, (Et), tal que L (Et¥) C L (At%).

Observagao: A partir daqui, sempre que se citar a especificacao de comportamento Et
estard sendo considerada a sua transformacao em Et¥ para os casos em que Et néo é

uma submatriz de At. Da mesma forma, At implica em At¥.

Semelhantemente a Definicao 3.26, para sintetizar um supervisor St através de uma
especificacao de comportamento Et, para um SED modelado por uma matriz de incidéncia

temporizada At, define-se:

Definicao 4.25 Dadas duas matrizes temporizadas At = [at; ;] e Bt = [bt; ], tal que At e

Bt sao relacionadas como matriz e submatriz, define-se o operador < por
At < Bt < L (At) C L(Bt).
Igualmente, definem-se os operadores >, < e > como

At>Bt < L(At) D L
At 9Bt < L(At) C L(Bt),
At > Bt < L(At) O L (Bt).

Assim, com a Definicao 4.25, considerando um elemento genérico o = o' + ... + o™, para

determinar se At < Bt utiliza-se o seguinte algoritmo:
Algoritmo 4.4 Verificacao de At < Bt

1. Para cada elemento at, ; faca:
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i. Seo ¢ Bt, eat;; =0, entio At 4 Bt;

ii. Se (ati,j = t;hah + ..+ t;kak,t;i > t(,i)\/(atiﬂj =¢), parac’,...o" Coebt;; =t,0,
entao At < Bt;

2. Se 01 (At) > 0, (Bt), entao At < Bt.

3. Faga Vi, se ¢; (At) > ¢; (Bt) V ¢; (At) =€, para ¢; (Bt) # ¢, € ¢; (At) =€, Vo, (Bt) =
€, entao At < Bt.

Observacao: Esse algoritmo apresenta uma execucao semelhante ao Algoritmo 3.6. ¢

A condicao de At < Bt, implica em que toda seqiiéncia de At, que é formada por eventos
com seus respectivos tempos de vida (a soma desses tempos define o tempo da seqiiéncia)
deve ser executada em um tempo maior ou igual a execucao da mesma seqiiéncia em Bt. Em
termos de SEDs, isto implica em dizer que a linguagem que contém uma outra, é executada
em um tempo menor [?, 7 7 ? 7 7] Entdo, L(At) C L (Bt) significa que todas as
seqiiéncias da linguagem de At sao encontradas na linguagem de Bt, e estas seqiiéncias

satisfazem
(ylsat) > (ylsBe) ,

onde cada evento tem um tempo de vida satisfazendo

Tipt =z Tigt "
Isto garante o reconhecimento das mesmas seqiiéncias em duas matrizes de incidéncia tem-

porizadas, de acordo com as Definicoes 4.2, 4.7, 4.4 e 4.15.

Exemplo 4.16 Considere o autéomato mostrado na Figura 4.14(a), que tem sua repre-

sentacao matricial dada por

20 6a € 5)
At = | 48 2a € |, O(Aty) = [ 4 € € ] , O(Aty) = | €
€ € € €

Para o autéomato mostrado na Figura 4.14(b), que tem sua representagdo matricial dada por

20 3a € 5)
Aty = | 23 2a 5k |, H(At2)=[2 € e], P(Aty) = | € |,
e 40 € e

sequindo o Algoritmo 4.4, verifica-se que Aty <1 Ats.

Com relacao aos operadores ACES, COACES e TRIM, as Definicoes 3.23, 3.24 e 3.25,
satisfazem também as matrizes de incidéncia temporizadas. Assim, com as Defini¢oes 3.23,
3.24, 3.25, 4.19 e 4.25, define-se que uma especificacao de comportamento deve satisfazer a

seguinte condicao:
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Aimax,+) 1 5 60
4 (a)
2B 4B -
5
A(max,+) 2 Sa 5K
b
] (b
\\/
2B 4B
2B 2a €

Figura 4.14: Automatos (max, +) para ilustrar a utilizagdo do operador <.

Definicao 4.26 Uma especificacao de comportamento Et é wvdlida para a matriz de in-
cidéncia At se Et # [e] e

i

Veti;, to > t,, com t:, sendo o tempo de vida de o C at;
¢, (Et) > ¢, (At) V ¢, (Et) =€, Vo, (At) £ €, Vi=1 até N,

o’

em que [€] € a matriz nula, onde todos os seus elementos sio € e se Vi, j, o C et; jlo € X.

Assim, tendo uma especificacao de comportamento satisfazendo a Definicao 4.26, define-
se a condicao de controlabilidade para SEDs modelados por matrizes de incidéncia tempo-

rizadas.

Defini¢ao 4.27 Dada uma especificagao de comportamento Et wvdlida, com ACES (Et) =
Et, e a matriz de incidéncia temporizada At que representa o automato Amax,+), a condigdo

de controlabilidade para Et € definida por
ACES (Et @ At,.) = Et. (4.42)

Essa definicao é uma extensao da Definicao 2.32 para o caso temporizado. Deve-se ver

que o operador < avalia os vetores de estado inicial § e de estados marcados ¢ (ver Algoritmo
4.4).

Exemplo 4.17 Considerando as matrizes de incidéncia:

€ 3a € 2
At= 1|38 € 2r |, O0(At)= [ 2 € ¢ } , O(At) = | € e
3N € € €
€ 3a € 3
Et= |48 ¢ ¢ |, 0(Et)= [ 2 € € } , o(Et) = | e
€ € € €

e sendo ¥, = {\}, entao

[ € 3a € ] € € €
ACES 46 € € | D | € € € =
€ € € 3\ € €
[ € 3a € | € 3a €
ACES 46 € € = |48 € € | =Et,
3N € € € € €
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e os vetores de estados 0 (Et) = 0 (At) e ¢1(Et) > ¢,(At) (¢, e @3 sdo iguais) garantem

que Et € uma especificacao que gera uma linguagem controlavel.

Considerando uma especificacao de comportamento Et, e a matriz de incidéncia tempo-
rizada At que modela o SED, a partir da condigao de controlabilidade (Defini¢ao 4.27), um

supervisor pode ser sintetizado.

Lema 4.1 Um supervisor St para uma matriz de incidéncia At € definido pela especifica¢ao

de comportamento Et se e somente se
ACES (Et @ At,.) = Et.

Demonstragao:
Igual a Demonstracao do Lema 3.1, trocando as matrizes de incidéncia A e E pelas
matrizes de incidéncia temporizadas At e Et. ¢
Assim, a condicao de existéncia do supervisor St é que a especificacao de comportamento
Et contenha uma linguagem L (Et) C L (At), a qual deve ser controlavel. Logo, se a especi-
ficacao Et define uma linguagem que satisfaz a condicao de controlabilidade, o supervisor é

a componente trim da propria especificagao.

Corolario 4.1 Dada uma especificacao de comportamento Et vdlida e uma matriz de in-

cidéncia temporizada trim At que é o modelo de um SED, St = TRIM (Et) se e somente

se
ACES (Et @ At,,.) = Et.
Demonstracgao:
Igual a Demonstragdo do Coroldrio 3.1, trocando as matrizes de incidéncia A e E pelas
matrizes de incidéncia temporizadas At e Et. ¢

Assim, se o Lema 4.1 é satisfeito, entao a componente trim de Et define o supervisor.

Exemplo 4.18 Para o autémato mostrado na Figura 4.15, onde ¥ = {«, B, k, u}, Yue = {K}

e Y. ={a, [, u}, sua representagcao matricial é dada por

20 33 3u 3
At=| o € 4u |, 0(At)= [ 2 € € } , O(At) = | ¢
€ 3u OK 1
Para a especificacao
€ 40 € €
Et=|¢ ¢ 5u |, Q(Et)Z[B € 6}, P(Et) = | €
€ € DK 2

mostrada na Figura 4.16(a), o supervisor é definido por St = TRIM (Et) = Et, pois

€ 40 € € € €
ACES € € 5u | @ € € € =
€ € OK € € DK
[ € 40 € | € 40 €
ACES € € 5u =1|e e b5u|=Et,
€ € OK € € DK
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Figura 4.15: Automato para exemplificar a sintese do supervisor através do Lema 4.1. e do

Corolério 4.1.

e os vetores de estados sao 01 (Et) > 0,(At) (02 e 03 sao iguais) e ¢,(Et) = €, ¢o(Et) =
09 (At) e o5(Et) > ¢3(At), que garante que Et é uma especifica¢ao vdlida, e satisfaz o Lema

4.1. Entretanto, considerando a especificagao de comportamento

3a 30 4p 5
Et = e € 4u |, O(Et) = [ 4 € € } , O(Et)= | €
e 3u OK €

mostrada na Figura 4.16(b), tem-se que

-3a 36 4u € € €
ACES e € 4du | Dl e € € =
€ 3u Ok € € OK
[ 30 38 44 30 38 4u
ACES e € 4du =1 € € 4u | = Et,
€ 3u OK € 3u SK

em que os vetores de estados sio 0, (Et) > 01(At) (02 e 05 sdo iguais) e ¢,(Et) = 5,
0o (Et) > ¢5(At) e ¢5(Et) = ¢, que garante que Et é controldvel. Contudo, Et nao é trim
(veja que ao sair da linha 1, a matriz nao mais retorna para ela, que é a unica marcada -

¢, (Et) =5). Assim, o supervisor é dado por

3o 30 4Aup

St =TRIM (Et) =TRIM e € 4u

€ 3u HK
3o € € 5
St=1| € € ¢ ,H(St)=[4e€},¢(5t): €
€ € € €

Por outro lado, para a especifica¢ao
e 30 4u 3

Et= | 2a ¢ 4u ,Q(Et):[?) € e}, o(Et)=| €
e 3u € 2
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mostrada na Figura 4.16(c), tem-se que

[ e 30 4u ] € € €
ACES 20 € 4p | D | e € € =
€ 3u € € € DK
[ e 30 4u | e 30 4u
ACES 200 € 4u = | 20 € 4u | > Et,

a4

3B 4au

3 2a 3 >

Figura 4.16: (a) e (b) Especificagdes controldveis e (c) Especificagdo nao controlavel.

Da mesma forma que para a sintese de supervisores para SEDs nao temporizados, quando
a especificacao de comportamento nao é factivel por atingir estados onde eventos nao con-
trolaveis podem ocorrer, é necessario encontrar um supervisor que realize o comportamento
especificado restritivamente. Isto que dizer que para uma especificacao de comportamento
valida, se
ACES (Et @ At,.) > Et,

entao, € necessario encontrar a suprema sublinguagem controlavel. A solucao desse problema
pode ser encontrada utilizando a Definicao 4.12 da matriz de caminhos temporizada.
Considerando que os eventos da matriz de incidéncia temporizada pertencem ao conjunto
¥ = Y. U X, a matriz At" contém palavras de comprimento n, compostas de eventos
controlaveis e nao controlaveis. Entao, utilizando-se dessa definicao, é preciso avaliar quais
os caminhos que iniciam com um evento qualquer (controldvel ou ndo controlével), e que seja

seguido apenas por eventos controldveis ou por eventos nao controlaveis.

Definigao 4.28 Seja X = X .UX,., e seja um automato Amax,+) construido com simbolos de

Y. A matriz de caminhos Ct., que define as palavras que mudam o estado do automato do
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estado i para o estado j, iniciados por um evento qualquer (controldvel ou nao controldvel),

e sequidos sempre de eventos controldveis, ¢ definida por
Ct' = At ® (At,)" .

O vetor de estados marcados ¢ (Ct.)) e o vetor de estado inicial 6 (Ct) sao os mesmos de

At.

De acordo com essa definicao, cada elemento de Ct. contém seqiiéncias iniciadas por um

evento qualquer, seguidos de n — 1 eventos controlaveis. De forma semelhante, define-se:

Definicao 4.29 Seja X = XU X, e seja um autdmato Apax4+) construido com simbolos
de ¥. A matriz de caminhos Ct,,., que define as palavras que mudam o estado do automato
de i para o estado j, iniciados por um evento qualquer (controldvel ou ndao controldvel), e

sequidos sempre de eventos nao controldveis, é definida por
Ct" = At ® (At,)" "

O vetor de estados marcados ¢ (Ct.,.) e o vetor de estado inicial 6 (Ct).,) sdo os mesmos de

At.

Igualmente a matriz de caminhos nao temporizada, um determinado evento o, de (at.), i

aparece como 1ltimo evento nas seqiiéncias dos termos de (ct!,),. ;- Estes termos de Ct,, sao

antecedidos pelos elementos de (ct”; 1), ..

Exemplo 4.19 O autémato visto na Figura 4.17, com ¥. = {a, k} e Xy = {5,n}, tem

At=| 2a+3k € € 3n ¢

€ € 2n € €
L ]
€
G(At)=|2 ¢ ¢ ¢ ¢ |, ¢o(At)=] 4
3
L € .
€ — -
€ 20 € € €
on € € € €
At,. = e € € 3n €
In 26 € € €
€ € 2n € €|
com 0 (At,.) = 0 (At) e ¢ (Aty,.) = ¢ (At). Calculando Ct2,, tem-se
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2a,3K

Figura 4.17: Automato utilizado como exemplo da construcao da matriz de caminhos tem-

porizada Ct....

[ 76n € € .
€ ™mpg e Oban e
Ct2, = 4nn dafB + 5B+ 5nB € € €
76n + lan 3nG + 2a3 brkn € €

i € € € b e |

com 0 (Ct.,) =0 (At) e ¢ (Ct,) = ¢ (At). Nela, vé-se que o elemento (aty.),, =1 aparece
em (ctic)m, para k = 2 e k = 5. Isto €, nas linhas k = 2 e k = 5, e na coluna 3 de At,
encontram-se os elementos que antecedem (atue)g, =1 em (ct2.), 4 Logo, os termos (at3,.), 4

2 N o 1, . e n .
e (aty.)s, contém o elemento (at,.)s, =n como sendo o iltimo evento de suas segiiéncias.

Calculando Ct2,, tem-se
[ € 96np € ¢ e
12npn + Tann 8anf € € €
Ct. = | 9a8n+ 10k6n + 10n8n 6mn o € € €
8nBn + Tafn 96nB + 3anB € 8kmm €
i 6mm1) s € € €|

em que 0 (Ct..) = 0 (At) e ¢ (Ct..) = ¢ (At). Nessa matriz, o termo (aty.)y, apresenta o

termo (ct2.), 5, k =4, antecedendo o termo (atye)s , = 1.

Com essas defini¢oes, procede-se a construcao do supervisor quando o Lema 4.1 nao é
satisfeito. Assim, utilizando a mesma idéia da Definicao 3.30 para definir caminhos em um
dado automato que iniciam com eventos da especificagao de comportamento Et, seguidos

apenas por eventos nao controlaveis de At, tem-se:

Definicao 4.30 Dada a matriz de incidéncia Et, que é uma matriz de caminhos de com-

primento 1, define-se a matriz de caminhos temporizada
Bt" = Et ® (At,.)"""

como sendo uma matriz de caminhos, em que o primeiro elemento de cada seqiéncia € um

elemento de Et, e 0s demais sao elementos pertencentes a At,.. O vetor de estados marcados
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¢ € definido por

¢; (Et) @ ¢; (At), se ¢, (At) # e

€ caso contrdrio,

¢; (Bt.) = { (4.43)

e o vetor de estado inicial é 0 (Bt,.) = 0 (At) = 0 (Et).

Observagao: A utilizagao da notagao de uma matriz Bt genérica citada anteriormente para
algumas defini¢oes de operadores nao deve ser confundida com a matriz Bt;, ., que é uma
definicao especifica para denotar a matriz de caminhos em que os primeiros elementos

de cada caminho pertencem a Et, seguidos por elementos de At,,..

Na matriz Bt;,, pode-se avaliar se existe algum evento nao controldvel do automato, em
que sua ocorréncia seja possivel a partir de uma seqiiéncia da especificacao. Se existir, este
evento aparece como ultimo evento em uma determinada seqiiéncia em Bt .. A avaliacao

dos termos de Bt,,. determina uma condigao de teste semelhante a
Y(H(z))NXy C X(2),

contudo, utilizada para o caso temporizado especifico dessa Tese. Também, deve-se observar

que, para n = 1, tem-se
Bt!, = Bt ® (At,.)" = Et ® I = Et,

onde I é a matriz identidade formada por e na diagonal principal e € nos demais elementos.

n
uc?

Igualmente a matriz de caminhos Ct; ., para uma matriz de caminhos Bt;,., um evento

Ouc C (atye), ; que nao pertence a Et, pode aparecer finalizando uma seqiiéncia nos termos

de (bty,),, ;- Estes termos sao antecedidos pelos termos de (bt "), ;.

Teorema 4.3 Dada uma especifica¢ao de comportamento Et vdlida e a matriz de incidéncia

temporizada dos eventos ndao controldveis At,., do automato Amax4) trim, se
ACES (Et @ At,.) > Et,
entdo a sup C(L) serd determinada recursivamente por:

1. Para n=1, St' = Et.
2. Paran =n+ 1, enquanto (n < N) A Jo,. ¢ Et entao

Bt = Et ® (At,.)" "
. sti! se alo?,...om. € Bt Ao, € Et;

St" = [stm , sty = 7
€ seo. ¢ Et Aol € X,

St" = TRIM(St")
onde o™, € o n-ésimo evento da seqiiéncia de um termo de Bt.,., que pode ser o,. ¢ Et.

3. Se(n>N)A(Boy ¢ Et em St"), entao St = [¢].
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Demonstracao:

Igual a demonstragao do Teorema 3.3, utilizando as matrizes de incidéncia temporizadas.
¢

Veé-se nesse Teorema que se o ultimo evento de uma seqiiéncia em Bt;,. nao pertenge a
especificacao, a inibicdo do primeiro evento elimina esta seqiiéncia. A existéncia de outros
eventos nao pertencentes a especificagao, é eliminada recursivamente em Bt ., para n =
2,3, ..., N, construindo o supervisor. Se algum evento nao controlavel que nao pertence a
especificacao Et nao for eliminado de acordo com o Teorema 4.3, nao é possivel sintetizar
um supervisor para a especificacao desejada. De forma similar ao caso nao temporizado, se

Vn, St™ nao for coacessivel, S = |e|.

Exemplo 4.20 Considerando que o autéomato mostrado na Figura 4.15 tem

20 30 3u 3
At=| a € 4u |, Q(At):[Q € 6}, P(At) = | €
€ 3u Ok 1

em que ¥ = {a, B, p,k} e Bye = {k}, € dada a especificacao

e 48 3u 5
Et=|a ¢ 41|, e(Et):[4 ; e}, 6(Bt) = |
€ 3u € €

a qual estd apresentada na Figura 4.18. Calculando ACES (Et & At,.), encontra-se

Figura 4.18: Especificacao para sintese do supervisor que nao satisfaz a condi¢ao de contro-
labilidade.

e 40 3u ] € € €
ACES a € 4p | D] e € € =
€ 3u € € € DK
[ 46 3 \ e 48 3u
ACES a € 4u =|a € 4up | >Et
€ 31 DK € 3u Sk
Entao,
e 408 3u
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Calculando Bt?

uc’

tem-se

€ € SuK
Bt, =Et @ At,. = | ¢ ¢ Yuk

€ € €

" 2 _ 2 _

que, utilizando o Teorema 4.3, encontram-se os termos (bt;.), 5 = 8uk e (bt;.)y5 = 9k,
que contém o evento controldvel p sequido do evento nao controlavel k, que nao pertence a
especificacao. Como p € controldvel, entao fazendo stig = 525%73 = €, elimina-se o estado
3. Logo, tornando-se o estado 3 nao acessivel, sti, = sti, = e. Assim, o supervisor ¢

determinado por

€ 47 € 5
St=TRIM (St*) = | a ¢ ¢ |, 0(St)=|4 ¢ ¢ |, 6(St)=| e
€ € € €

o qual estd mostrado na Figura 4.19. Este supervisor determina que o SED reconheca a

linguagem temporizada
L (St]|At) = (y] (5)’) (B)’ & (y] (B)") (Be)' & - -
L., (St||At) =9 + 148« + 19Fa + - - -

48

Figura 4.19: Supervisor para a especificacao que nao satisfaz a condicao de controlabilidade.

Observa-se no Exemplo 4.20 que, se o estado 1 da especificacao nao for marcado, S = [e].

4.4 Algoritmo de sintese do supervisor
A partir do que foi apresentado, o seguinte algoritmo de sintese do supervisor é construido:

Algoritmo 4.5 Construcao da sup C(L)

—_

. Se Et<£At, Construa At” e Et? a partir de At e Et, e faca Et = Et™ e At = At?.
2. Faca Dt = ACES (Et & At,.).
3. Se Dt = Et, faga St = TRIM (Et) e pare.

4. Se Dt > Et, facan = 1:

a) St" = Et, xdif (k,n—1) = i e ydif(k,n — 1) = j (onde At,. # Et,.), para

k=1,..,M (M nimero de elementos diferentes entre At,,. e Et,.).
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b) Calcule Bt;,,.
c) Faga para k =1 até M

i. Procure os elementos em Bt (i,ydif(k,n — 1)), onde o, ¢ Et (o7, sendo o
ultimo elemento da seqiiéncia).
(1) Seo”, ¢ Eteo! € 3, faca St" (i, zdi f (k,n—1)) = € e calcule COACES(St")
e ACES(St");
(2) Seo”, ¢ Eteo! € By, faga adif(k,n) =i e ydif(k,n) = ydif(k,n—1).

d) SeVk =1até M, St"(zdif(k,n—1),ydif(k,n—1)) = € pare. Caso contrario, faca

n =n+ 1 e retorne ao passo 4.b.

i) Se n > N pare (Et nao é factivel).

Os algoritmos dos operadores ACES e COACES utilizados para essa abordagem tem-
porizada, sao os mesmos do caso nao temporizado. As mesmas consideracoes feitas para o
algoritmo nao temporizado sao validas para o caso temporizado, aqui estudado. Observa-se
que esse algoritmo é semelhante ao Algoritmo 3.7, apresentando apenas a inclusao da rep-
resentagao temporal e utilizando os operadores de composicao, expansao, interse¢ao e con-
tinéncia definidos para este caso. Dessa forma, é uma alternativa ao algoritmo de Brandin e
Wonham [?], na construgao de supervisores de SEDs temporizados quando se consideram to-
dos os eventos pertencentes ao conjunto de eventos remotos. Por outro lado, deve-se observar
que a transformacao dos tempos de vida de todos os eventos em t, = e, bem como o atraso
inicial e todos os atrasos finais, o algoritmo soluciona o caso nao temporizado apresentado

no Capitulo 3.

4.5 Exemplos da utilizacao do algoritmo

Exemplo 4.21 No autéomato visto na Figura 4.20, com ¥ = {«a,8,6,n,\, u} € Dye =

{a, kK, A}, a representacao matricial é dada por

€ 2« € € € € €
3N 203 1k 21 € € €
e 40 € 3421 € € 5n
At=| 2n ¢ € € 45 € €
€ € € 1A € 2a 2n
3a € € 3n 3k 3642\ €
| € ep Sn+3A € € € da+eff |
e
2
1

9(At)=[1 € € € € € e],¢(At)= €
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Figura 4.20: Automato temporizado para construir um supervisor.

€ 200 € € € € €

3N € 1k € € € €

Et=|2n ¢ € € 406 ¢ ¢

— N M

(@)

€

€

a qual estd mostrada graficamente na Figura 4.21, observa-se que ACES (Et @ At,.) > Et.

Assim, os termos que nao pertencem a Et sdao (atuc)574 =Xe (atuc)&5 = K. De acordo com

o Teorema 4.3, faz-se St' = Et e calcula-se Bt2, = Et ® At,. para avaliar quais os eventos

que devem ser desabilitados para encontrar uma linguagem restrita para o Supervisor.

dSal € 3ak € € €
€ bla €  4dkk € €
€ € € € € €
Bt2, = € 4dna e 58X e 6Ba

Bl dbaa € € DAL 4AN
€ e Tal 6As € €

com 6 (Btic)

€

€

Sao

baae €  bpA €  bakrk 4da) 6na

(Et) e ¢ (Bt..) = ¢ (Et). Pode-se observar nessa matriz de caminhos

=10
que o termo (btic)474 = dBA. Esse termo indica wma palavra que leva o automato através do
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Figura 4.21: Especificagao de comportamento temporizada.

evento controldvel 3 do estado 4 para o estado 5, e depois retorna para o estado 4 pelo evento

nao controldvel X, o qual nao faz parte da especificagio Et. Tornando stss = €, calcula-se

€
3\
€
St> = COACES (St*) = | 2p
€
B1e"

€

Q(Et):[Q € € € € €

200 € € ¢

e 1k € €

€ €
€ €
€ €
€ €

2ac 21

2\ €
e 4da
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St?=ACES(St’)= | 27 € € ¢ € € ¢

- oA (4.44)

[ G

)
—~
=
-+
SN—
I
—
[\
(@)
(@)
™
™
™
™
[
<
—~
=
-+
~~—
I
™

Figura 4.22: Supervisor que gera a sup C'(L) construido através da especificagdo de compor-

tamento temporizada que nao satisfaz a condicao de controlabilidade.

Exemplo 4.22 Considere o GTT apresentado na Figura 4.253(a) e considere ¥,. = {k}, com
todos os eventos definidos como eventos remotos. Para a especificacao de comportamento
mostrada na Figura 4.23(b), utilizando a abordagem de Brandin e Wonham [?], a especi-
ficagdo nao ¢é factivel. Fazendo a composicao sincrona dos GTAs, cujas evolugoes dinamicas
sao representadas pelas respectivas estruturas dos GTTs (Figuras 4.23(a) e 4.23(b)), encontra-
se o GTT apresentado na Figura 4.23(c). Utilizando o procedimento de sintese de [?],
encontra-se o supervisor visto na Figura 4.23(d). Considerando a abordagem aqui proposta,

0os GTTs das Figuras 4.23(a) e 4.23(b), sdo representados pelos autématos (max,+) vistos
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nas Figuras 4.24(a) e 4.24(b), que tém suas representacoes matriciais dadas por

€ 2a 10 € ] [ e ]
la e € € €
At = , H(At)z[e € € e], ¢ (At) =
€ 2k € 2a €
e € € € | | €
[ ¢ 3a 20 € ] [ e ]
20 € € € €
Et = , Q(Et)z[e € € e], ¢ (Et) =
€ € € ex €
|l ea € € € | | €

Essa especificacao Et € uma submatriz de At. Porém, para ser vdlida, o tempo de vida do

Figura 4.23: (a) Grafo de transicao temporizada, (b) Especificagdo de comportamento e (c)

Supervisor construido pela abordagem de Brandin e Wonham.

evento o no elemento ety 4 deve sert, =e @2 = 2. Dessa forma, Et se torna vdlida (vista
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(a)

(d)

Figura 4.24: (a) Autémato (max,+), (b) Especificagdo de comportamento e (¢) Supervisor

construido pela abordagem das matrizes de incidéncia.

na Figura 4.24(c)). Assim, tem-se

[ ¢ 3a 20 € 1 € € € €
ACES 200 € € € o € € € €
€ € € 2« € 2k € €
|l ea € € € | € € € €
[ ¢ 3a 20 € 1 e 3a 20 e
ACES 200 € € € _ 200 € € € > E.
€ 2k € 2 € 2k € 2
|l ea € € € | e € € €
Entao, faz-se
e 3a 20 €

St! = Et =
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e calcula-se
€ 40k € €

€ € € €

Bt? =

uc
€ € € €

€ € € €
com 0 (Btic) = 0(Et) e gb(BtiC) = ¢ (Et) (ver equagdo 4.43). Assim, para eliminar o
evento k que nao se encontra em Et, deve-se inibir o evento [ nos estados 1. Com isso,

encontra-se

€ 3a 20 € € 3a € €
2 2
St = COACES (8t?) =coaces || ™" © ° “||=]"" ° ° ¢
€ € € 2« € € € 2
e € € € e € € €
e —
€ 3o € € € 3a € €
2 2
St = ACES (St?) =AcEs | | ™ < =" ° °F
€ € € 2 € € € €
e € € € | € € € ¢
com i
e
€
H(St)z[e € € (—:], ¢ (St) =
€
E_

que € o supervisor para a especificacdo dada, mostrado na Figura 4.24(d).

Exemplo 4.23 Considere o Exemplo 4.15, que € uma extensao do exemplo cldssico do sis-
tema das duas mdquinas e um buffer. Sendo ¥ = {aq, s, 5,05} € Xue = {51, 89}, para a

especificagio expandida Et* em forma de submatriz de At¥ (vista na Figura 4.25), encontra-

Figura 4.25: Especificacao temporizada para o exemplo das duas méquinas e um buffer.

se ACES ((Et#*®[S,.]) ® At#) > Et*, em que os elementos etgfg e etgfn nao pertencem
o Et”, e ndao devem ocorrer. Assim, faz-se St' = Et¥, 6 (Stl) =40 (Et#) e ¢ (Stl) =
0] (Et#), e calculando Bt?, = Et¥ @ At¥ | encontram-se os elementos (bt? )579 = 4oy 34,

uc’ uc

(btic)z11 = 4oy 3, e (bt? )so = 68281, que sdo os termos resultantes das multiplicagoes

uc
et?G ® (atfc)&g, (21577%8 ® (atfc)&u e etng ® (atfc)ﬁyg, respectivamente. Assim, a inibicao dos
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eventos que antecedem (3, em sti 4 € stt ¢ tornam a linha 8 ndo acessivel, nao necessitando

avaliar o termo (btfw)&g. Isso define a matriz St*, dada por

€ 201 € € € € €
€ € € e 28, € €
46, € € 201 € € €
e 4B, € € € e 20
€ € 4dag € € € €
Se2 — € € e 4das € € €
N € € € e 48, € €
€ € € € e 48, €
€ € € € € € €
€ € € € € € €
€ € € € € € €
| € € € € € € €

€

€

€

€

€

€

9(St2):[4 € € € € € € € € € € e],
T
¢(St2)=[2 € € € € € € € € € € €:|

Fazendo St* = COACES (St2), para eliminar os estados nao coacessiveis

para eliminar os estados nao acessiveis, encontra-se

[ ¢ 2001 € € € € €
€ € € € 20, € €
468, € € 20 € € €
e 48, € € e € 204
€ € 4day € € € €
2 € € € 4oy € € €
> € € € e 40, € €
€ € € € € € €
€ € € € € € €
€ € € € € € €
€ € € € € € €
| € € € € € € €

€

€

€

€

€

€

9(St2)=[4 € € € € € € € € € € e],
T
(b(StQ):[Q € € € € € € € € € ¢€ e}

e St = ACES (St?),

que € o superuvisor apresentado na Figura 4.26. Este supervisor garante que os eventos

sejam atrasados para $6 ocorrerem apos os tempos determinados, definindo que a linguagem

do sistema supervisionado seja sua propria linguagem temporizada, isto € L <St||At#> =

L(St).
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@ 2%9\@

43

2B

Figura 4.26: Supervisor.

4.6 Complexidade algoritmica e consideracoes sobre o

algoritmo proposto

Considerando que o algoritmo proposto para a sintese de supervisores de SEDs temporizados
apresenta um procedimento semelhante ao algoritmo da sintese de SEDs nao temporizados,
o estudo de complexidade mostra-se igual. Isto é, O (N?), mesmo com a utilizacao dos
operadores definidos especificamente para este caso. A introducao dessas redefinicoes dos
operadores para o caso temporizado, apenas aumenta algumas operagoes para o calculo da
funcao de complexidade de tempo, mas nao interfere na ordem de complexidade assintotica.

Deve-se observar que esse algoritmo proposto para a sintese do supervisor de SEDs tempo-
rizados, é uma extensao do algoritmo proposto no Capitulo 3, para a sintese de supervisores
nao temporizados, utilizando os tempos de vida dos eventos como t, € R, enquanto o
caso nao temporizado utiliza t, € B.

O supervisor construido com este algoritmo proposto satisfaz as condicoes de Brandin
e Wonham [?], considerando que os limites superiores dos intervalos de tempos de vida
dos eventos sao sempre iguais a infinito. Também, a utilizagdo das séries formais garante
que o supervisor construido determine que o SED reconheca uma linguagem que pode ser
representada por uma equagao em termos dos seus datadores, como em Gaubert [?, ?].

Para o caso de especificagoes de comportamento definidas com tempos de vida de eventos
ou atrasos inicial ou finais que se apresentam como aceleracao da execucao do sistema, o
algoritmo também prevée sua transformacao em uma especificagao valida, tornando esses

valores iguais aos dos tempos de vida dos eventos do sistema.
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Conclusoes e perspectivas futuras

A abordagem proposta nesse trabalho é uma alternativa para a construcao de supervisores
para SEDs temporizados e nao temporizados de uma forma unificada baseada em um formal-
ismo matricial. Nessa abordagem o modelo de SEDs temporizados e nao temporizados e sua
respectiva especificacao de comportamento sao definidos através de matrizes de incidéncia.
Os elementos da matriz de incidéncia sao simbolos de um alfabeto que representam os even-
tos do sistema. De maneira semelhante a TCS, os eventos do sistema sao classificados como
eventos controlaveis e eventos nao controlaveis.

Foi demonstrado que a sintese do supervisor nessa abordagem pode ser realizada através
de operacoes matriciais efetuadas com as matrizes que representam o SED e sua especificacao
de comportamento. Todas as operagoes matriciais nessa abordagem sao definidas na algebra
de didides.

Desenvolveu-se um procedimento que inclui os testes de validade da especificacao de
comportamento, controlabilidade, acessibilidade e coacessibilidade, além da verificacao de
submatrizes do modelo do SED, sintese e construcao da composicao sincrona do sistema su-
pervisionado. A formulacao desse procedimento exigiu a definicdo de novos operadores para
a algebra de didides que se aplicam especificamente neste contexto. Assim, o formalismo
apresentado determina também uma formulacao tnica para a solucao dos problemas especi-
ficados, utilizando para isto dos algoritmos desenvolvidos para realizar todas as operacoes na
forma matricial. Com essa formalizacao, os algoritmos podem ser implementados através de
softwares especificamente desenvolvidos para trabalhar com matrizes. Além do mais, a com-
plexidade computacional do procedimento desenvolvido apresentou uma ordem de O (N?),
tanto para o caso nao temporizado, como para o caso temporizado, onde N é a dimensao
das matrizes de incidéncia, ou o nimero de estados dos automatos.

Considerando a ordem de complexidade do procedimento, o algoritmo mostra-se como
uma importante alternativa na sintese de supervisores de SEDs temporizados, quando se
consideram todos os tempos de vida dos eventos definidos como os tempos minimos para
suas habilitagoes. Por outro lado, considerando que a especificagao de comportamento seja
definida como uma submatriz do modelo do sistema, a ordem de complexidade do proced-
imento desenvolvido ¢ reduzida para O (N?), que se compara a complexidade do algoritmo

classico da construcao do supervisor para SEDs nao temporizados de Ramadge e Wonham

[7].
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A apresentacao dos exemplos ilustra a eficacia da abordagem. Assim, ficou comprovado
que a formalizacao é garantida para SEDs modelados por matrizes de incidéncia.

O procedimento proposto se aplica a SEDs deterministicos nao temporizados ou tempo-
rizados que apresentam um numero finito de estados. Também, se aplica a SEDs ciclicos
ou nao ciclicos. Para o caso dos SEDs temporizados, deve-se levar em consideracao que os
tempos de vida dos eventos sao definidos como os tempos minimos para suas ocorréncias
(limites de tempos superiores iguais a infinito), definidos em Brandin e Wohnam [?] como
eventos remotos.

A formalizacao alternativa apresentada nesse trabalho para a sintese de supervisores de
SEDs temporizados e nao temporizados, define uma perspectiva de sintese de supervisores de
sistemas a eventos discretos com logica temporizada. Contudo, como nao sendo um trabalho
de todo auto-contido, necessita de sua ampliacao em varios aspectos, como os pontos citados

a seguir:

e Definir as condigoes para incluir a representacao dos eventos prospectivos [?], que ap-
resentam os tempos de vida dos eventos definidos por intervalos de tempo com limite

superior finito;
e Construir supervisores para SEDs temporizados, considerando os eventos prospectivos;
e Utilizar essa abordagem para avaliacao de desempenho;

e Definir as condigoes para aplicagao dessa abordagem aos SEDs nao deterministicos,

desde que a teoria dos didides nao determina nenhuma restricao para este caso;

e Determinar as condigoes para construir supervisores para SEDs com observacao parcial

de eventos tanto temporizados, como nao temporizados;
e Utilizar esta abordagem para sintese modular;
e Desenvolver o formalismo para controle hierarquico;

e Aplicar a estrutura da formalizacao proposta aos grafos de eventos temporizados.



