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ª=|Q{wuw|´|Q{wuJy*�mz

q
�jz uw|*x/©mzS�m|&Ó � �#y»�m|Q{wuw|~|PÓ=|*ªeuwz�©mz��m|9{J|*��� � 
ß|*�,|*ªeuw|��mz»uw|*x/©mzS�m|9Ó � �#y��#y�z ® z5� �,¶=ª ® � y



��� ��� � 
 � ��� � �
� � � � ����� � � � ��� � � � � �

y#ª=uw|*� � z#�g�]{J|*ª*�mz �#y*�mz�©m|*� z Ó*y#� z5���#y 
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tmax

£Wz x6y � z5�]uw|*x/©mz�|*x � t=|Wz�{JÑ�x/�Áz�� z
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�mz~uw|*x/©mz��m| ® z#� � � �mz ª*y&z ® z#� �,¶*ª ® � y~�#yWu­��y#ª={ � «Q¬=z � t=|9� |PÓ=z�tOz�y#teuwv�x6yeuwz´yO|Q{wuw|W|Q{wuJy*�mz\�¨|Q{wuw|Q{�x�z��m|*� zm{
ª*¬=z�{Õyeu � { 
 y µ |*xYuJy � { ® z�ª*� � «��5|Q{P��x6y={]z�rTÔ�� ©mzX�m|�{J|*��teu � � � µ y*�mz6� � �,|PuJy#x�|*ªeuw|�©*y*��yM{ºt*y<y#©#� � ® y*«Q¬=z��){JÑ�ªeuJ|P{J|
�m|�{ºt#©m|*�?Ó � {Jz#�,|Q{ �m|/�����2uw|*x/©mz#� � µ y*�mzm{ ® z�x!Ó*y*� � y*«��X|Q{6ª=zm{�uw|*x/©mzm{<�m|ÛÓ � �#y�� ¦ ���T¦m��� Í ��� p

�]|Q{wuw|»�,|*� yeu � � � z»£9y#©*�,|Q{J|*ªeuJy*�#y�y teu � � � µ y*«Q¬=z �mz»r�teuwv�x6yeuwz ® z�x Ô�|*x/©Áz5� � µ y*«Q¬=z ��y*� � � Ó=|*� � ¦ Í ��|&{ºt*y
y#©#� � ® y*«Q¬=z �O{JÑ�ªeuw|Q{J|W�m|�{ºt#©m|*�?Ó � {Jz#�,|Q{ �#|�������{Muw|*x/©mz#� � µ y*�mzm{P�¼z�ª*�m|Û£ � ªeu­�,z���t µ � �mz~z ® z�ª ® | � uwz��m|�{ºt#©m|*� �
Ó � {Jz5�,|Q{)uw|*x/©Áz5��y#� x�|*ªeuw|Wy*�#y#©euJyeu � Ó=zm{Qp
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� � ��� �	� � � � � � �

�]|Q{wuw| Î-y5©=Ñ u­t#� z�{Õ¬=z�y#©*�,|Q{J|*ªeuJy*�mzm{9y5� ��t#ª={ ® z�ª ® | � uwzm{ � t=| {J|*��¬=z teu � � � µ y*�mzm{´ª=z��m|Q{J|*ªeÓ=z�� Ó � x�|*ªeuwzÉ�m|Q{wuw|
§¨|*� yeu � � � zTp]�\¬=z�|*� |Q{��]y � � �m|*�*��y<�m|�� � � � �m|Q{P�#y={j{J£*� � |Q{ 
ßz5� x6y � {j|�y6�,|*©*�,|Q{J|*ªeuJy*«Q¬=zOx6yeu­� � ® � y#���mzm{]y#teuwv�x6yeuwzm{Qp

� ��� � �������
	 � � � &���
�� ��� �

ÌÛ����b¨�Èkml\f ����_ 
����  �  � 	���� � !�� 
���� 
����
D

� � � � � � � 	 � �!� �/��"-	�#$�&%(' 	 �() ⊕ * � � � �(+�	 ⊗ * � �&, �� "-,  +!.�0/%.1 ��+�2435� 	 �6� �� �(78�:9 ����� 	<;=�  
���	 ���(>  � � � �()
¸@?T� fj�»�2_=A �%� � � � � �� �� � � � 	 � 	 ⊕ )

a⊕ b = b⊕ a

¸@?T� fj�»����A � ��� ��!, � �� �� � � � 	 � 	 ⊕ )
(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c)

¸@?T� fj�»��n�A � ��� ��!, � �� �� � � � 	 � 	 ⊗ )
(a⊗ b)⊗ c = a⊗ (b⊗ c)

¸@?T� fj�»� Ç A �  ���$#  BC� �� �� � � � 	 � 	 ⊗ � �&B!# 	 ⊕ )
(a⊕ b)⊗ c = (a⊗ c)⊕ (b⊗ c)
c⊗ (a⊕ b) = (c⊗ a)⊕ (c⊗ b)

¸@?T� fj�»� × A �D, 	 � 	�
�����
C�E, � 	 � ⊕ )
a⊕ ε F a 2 ∀a ∈ D

	��E, ;=� �
ε ∈ D

¸@?T� fj�»�HG�A �IB�� �0#�%.1 �J"-	�, � 	�, 	 � 	�
���� 
K�E, � 	 � ⊗ )
a⊗ ε = ε

¸@?T� fj�»����A �D, 	 � 	�
����� � 	�
��� � � � 	&	 � ⊗ )
a⊗ e = a

¸@?T� fj�»�HL�A �M� 	 � "%� �$N�
 !, � 	 � ⊕ )
a⊕ a = a

�

� x � � � � �m|~£´� � uwz {J|*� ® z�x/teuJyeu � Ó=z {J| ⊗ £ ® z�x/teuJyeu � Ó=zTp . t*y#ª*�mz {J| ® z�ª={ � �m|*��y
D O Rmax O R∪ � ∞ �

ε O −∞ �
e O 0 � ⊕ £�y/z�©m|*��y*«Q¬=z�t={ºt*y#�

max
| ⊗ £Ûy/z�©m|*��y*«Q¬=z�t={ºt*y#���&p/�]|Q{J{J| ® y={Jz\�

D
£ ® z�x/teuJyeu � Ó=z&|

�m|*ª=z�x � ª*y � {J|�y � � �m|*�Á��yO�m|�P � � �m|*�*��y´�Jx6y��X� ��¡�Qºp
R�S ^ S ^ T �VU)�XWA(Q7ZY5�!7\[�]�^`_
r � � �m|*�*��y

(max,+)
£�t#x ® y={Jz&©*y*�?u � ® t#� y*�¼�#y � � �m|*�*��y��m|M� � � � �m|Q{Aª*y � t*y#�

D = Rmax
�#z�ª*�m|

Rmax
�m|*ª=zÁuJy

z ® z�ª��Õt#ªeuwz
R ∪ {−∞} p/2\yÁ��y~t#x³� � � � �m|

(D,⊕,⊗) � ® z�x
D = Rmax

�Ty*{)z�©m|*��y*«��5|Q{ ⊕ | ⊗ {Õ¬=za�
max

�



¥ ������� � 

� ���
��� � � ��� � � �
� � � �

�Jx � � � x�z5¡<|9�%� {Jz�x6yÁ¡º�]�,|Q{º©Á| ® u � Ó*y#x�|*ªeuw|mp � |*� |*x�|*ªeuwzEª#t#� z�£&�m| � ª � �mz ® z�x�z
ε = −∞ |Oz�|*� |*x�|*ªeuwz

� �m|*ªeu � �#yÁ�m|�£��m| � ª � �mz ©mz#�
e = 0

��©mz � {M{Jy=u � { 
 y µ |*xJ�
∀a ∈ R, a⊕ ε = a⊕ (−∞) = max {a,−∞} = a =

= max {−∞, a} = (−∞)⊕ a = ε⊕ a

�g�\pqo=¡
|

∀a ∈ R, a⊗ e = a+ 0 = a = 0 + a = e⊗ a.
�g�\p �#¡

r�{J{ � xW�-©*yÁ��y � t*y � { � t=|*���mz � {)|*� |*x�|*ªeuwzm{
a, b ∈ D

� ® z�x
D = Rmax

�\uw|*x � {J|�|*ªeuJ¬=z � t=|

a⊗ b = a+ b = b+ a = b⊗ a
�g�\p ¦#¡

�m|�z�ª*�m|�{J|ÛÓ=¶ � t=|/y � � �m|*�*��y´�Jx6y��X� ��¡�£&t#x³� � � � �#| ® z�x/teuJyeu � Ó=zTp
�]z ® z�ªeuw|º�=uwz~�#y � � �m|*�*��y

(max,+)
��z ® z�ª��Õt#ªeuwz

D
©mz��m|6{J|*�]�m| � ª � �mz9{Jz��*�,|Ox6yeu­� � µ |Q{ � t*y*����y*�#y*{��m|

� � x�|*ª={Õ¬=z
n
� � {wuwz~£Á�

D = Rn×n
max .

�g�\p Í ¡
r�{)©Á�,z�©*� � |��#y*�m|Q{3�mz/� � � � �m|

(max,+)
{Õ¬=z � ��t*y#� x�|*ªeuw|<{Õyeu � { 
ß| � uJy={P� ® z�ª={ � �m|*��y#ª*�mz � t=|6©*yÁ��y���t*y={)x6yeu­� � µ |Q{

A,B ∈Rn×n
max

�

(A⊕B)i,j = Ai,j ⊕Bi,j
�g�\p �5¡

(A⊗B)i,j =
n⊕

i=1

(Ai,j ⊗Bi,j) .
�g�\p �#¡

� � � "���	D� � ��� � 	 ��� � �
r�{3{w£*� � |Q{ 
ßz5� x6y � {�©*�,zÁÓ=¶Q|*x!t#x 
ßz#� x6y#� � {ºx�zO©*yÁ��y u­��yeuJy*�¨y={)� � ª=��t*y=�m|*ª={ 
ßz#� x6y � {P�#{J|�� y#x·|*� y={�uw|*x/©mz#� � µ y*�#y={
z�t´ª*¬=z&uw|*x/©Áz5� � µ y*�#y={Qp � x6yO{J£=� � | 
ßz#� x6y#�5£/�m| � ª � �#y ® z�x�z � � Í � Í ¥�� �
ÌÛ����b¨�Èkml\f ���q� 
�� � � ��#  	�7 �0# � �E,

Y
� �&B!# 	�� � �E, 78�EB 	����

Σ
!,� � !,� 	�� !, 	�
���	 �)	 � � � �  �  � 	

D
�
� �� �:"K�

Y : Σ∗ → D,
� 
 � 	�"K��#$����� � � "K�E, � �.#$�

s ∈ Σ∗ 2 �.�E�  � �(; 	 �
Y (s)

� � 	�
(� � � � � "%�0#
(y|s) 2 !,� � (y|s) ∈ D

24# 	 "C# 	 � 	�
E/
� � 
 � � � !,� 	�� !� +	,
 ��	 � � "K�E, � �.#$�

s
	 �

Y
�

��|*ª=zÁuJy � {J|
D 〈〈Σ〉〉 z ® z�ª��Õt#ªeuwz~�#y={M{J£*� � |Q{ 
ßz#� x6y � {M{Jz��*�,|

Σ
® z�x ® zX| �\® � |*ªeuw|Q{<|*x

D
p/2Ty*��y

Y1 : Σ∗ → D,

Y2 : Σ∗ → D

|&©*yÁ��y/uwzX�#y´©*y#� yeÓ#��y
s ∈ Σ∗ �T|Q{J{J| ® z�ª��Õt#ªeuwz9£&x/t#ª � �mz´�#y={){J|Q��t � ªeuw|Q{<z�©m|*��y*«��X|Q{��

(y1 ⊕ y2|s) = (y1|s)⊕ (y2|s)
� ��p �#¡

(y1 ⊗ y2|s) =
⊕

uv=s

(y1|u)⊗ (y2|v) ,
�g�\p ¥#¡

z�ª*�m|�y/{Jz�x6yW|*x
(y1 ⊗ y2|s)

£ � ª � uJyXpM�X{J{Õy={)z�©m|*��y*«��X|Q{){Õ¬=z9�m|*ª=z�x � ªÁy*�#y={ �,|Q{º©m| ® u � Ó*y#x�|*ªeuw|/�m|Û{Jz�x6yW|
©Á�,zX��teuwz´�m| �D��� !	��
�p

r�{){J£*� � |Q{ 
ßz#� x6y � {�©Á|*� x � uw|*x �m|Q{ ® �,|PÓ=|*�A� � ª=��t*y=�m|*ª={Myeu­��yeÓ=£Q{)�#yW| � t*y*«Q¬=z �g�\p ¥#¡Pp � x6y~� � ª=��t*y=�m|*x;ª*¬=z
uw|*x/©mz#� � µ y*�#y´©Áz��m|Û{J|*���m|Q{ ® � � uJy´©mz#��x�| � z~�m|&t#x6yW{J£*� � | 
ßz#� x6y#�X�m| � ª � ª*�mz

D = B = {ε, e} � � t=|��m|*ª=zÁuJy
z~{J|*x � � y#ª=|*�aB  

��#  �#� ® z�x�z~yO{J|Q��t � � p
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ÌÛ����b¨�Èkml\f ���qn 
�� �
,  
:;=�!�(; 	 � # 	<;=�E, ��#
L = {s, s′, ...} ⊆ Σ∗ 2�� # 	6"5# 	 � 	�
�� � � � "%	�, � � ��#  	J7 �0# � �E,
YL =

⊕

s∈Σ∗

(y|s) s �g�\p Ï#¡

� 
 � 	
(y|s) ∈ B

2 	
s ∈ Σ∗ 2 	 B 〈〈Σ〉〉 � � � 	 �  /�� 
(	�, � � �)� ��#  	 � 7 �0# � �  � !,� � !�� 	�� !, 	�
���	 � 	 �

B
	

� �0#  � ��	� � 
&1 � !,� � � � � �� � � � 	 �
Σ
�

Ë�?X�T�E¿�� f ����_ �X� � � � �E, 78�EB�	����
Σ = {α, β} 2X� ,  
:;=�!�(; 	 �

L = {ε, α, αβ, βα, αα, ββ, βαβ} �
# 	./"C# 	 � 	�
�� � � � "%	�, � � ��#  	J7 �0# � �E,
YL = eε⊕ eα⊕ eαβ ⊕ eβα⊕ eαα⊕ eββ ⊕ eβαβ⊕

⊕εααα⊕ · · · ⊕ εβββ ⊕ · · ·
︸ ︷︷ ︸

Σ∗−L

�g�\pqoe±#¡

� 
 � 	
(y|s) = e,∀s ∈ L

2%	
(y|s) = ε,∀s ∈ Σ∗−L � � � ��#  	�7 �0# � �E, � �&	:35�!�&%.1 �

(
�
� ���

)
"-� � 	 � 	�# 	 ��!(#  � �

!,� � �
YL = eε⊕ eα⊕ eαβ ⊕ eβα⊕ eαα⊕ eββ ⊕ eβαβ

�5�
YL = ε⊕ α⊕ αβ ⊕ βα⊕ αα⊕ ββ ⊕ βαβ� 	 � � 	 35� 	

ε⊗ L = ε
2
e⊗ L = L

2 ∀L ⊆ Σ∗ �
��|PÓ=| � {J|�z��={J|*�?Ó*y*� � t=|O©*yÁ��y9t#xÛy~� � ª=��t*y=�m|*x

L
�m|Q{ ® � � uJy�©Áz5��t#x6yW{J£*� � | 
ßz#� x6y#�

YL
�¼y={)z�©m|*��y*«��X|Q{<�m|

t#ª � ¬=z<| ® z�ª ® yeuw|*ª*y*«Q¬=z��#|M� � ª=��t*y=�m|*ª={-{J|�y#©Á�,|Q{J|*ªeuJy#x ® z�x�z�y){Jz�x6yM|Ay�x/t#� u � ©#� � ® y*«Q¬=z6�m|3{ºt*y={��,|Q{º©m| ® u � Ó*y={
{J£*� � |Q{ 
ßz#� x6y � {Qp

. t*y#ª*�mz�{J| ® z�ª={ � �m|*��y
D = Rmax 〈〈Σ〉〉

��y={&{J£*� � |Q{�
ßz#� x6y � {�©m|*� x � uw|*x �m|Q{ ® �,|PÓ=|*�Wt#x6y�� � ª=��t*y=�m|*x
uw|*x/©mz#� � µ y*�#y � Í om� Í �X� Í ¦�� � t=|»£ t#x6y�� � ª=��t*y=�m|*x � t=| y#©Á�,|Q{J|=ª=uJyE|*x ® y*�#y�©*y#� yeÓ#��y

s ∈ L
t#x�Ó*y#� z#�

ª#t5x�£*� � ® z
ts

y={J{Jz ® � y*�mzTp �X{wuw| Ó*y#� z#�Ûª#t#x�£*� � ® z �,|=©Á�,|Q{J|*ªeuJy t#x � ªeuw|*�?Ó*y#� zÉ�m|»uw|*x/©mz �m| ® z#� � � �mzY©*yÁ��y y
©*y5� yeÓ#��y/{J|*�3�,| ® z�ª��=| ® � �#y�©Áz5��t#x y#teuwv�x6yeuwz&uw|*x/©mz#� � µ y*�mz � ¦mÏX�-o Í � Í ±�� p
ÌÛ����b¨�Èkml\f ��� Ç 
�� �
,  
:;=�!�(; 	 � ��	 � "-�!#  9�� � �

L = {tss, ts′s′, ...},
!,� � {s, s′ , ...} ∈ Σ∗ 	 ts, ts′ , ... ∈ Rmax

2="%� � 	 � 	�# # 	6"C# 	 � 	�
�� � � � "-�!#X� � � � ��#  	J7 �0# � �E,
YL =

⊕

s∈Σ∗

(y|s) s �g�\pqomo=¡

� 
 � 	
(y|s) ∈ Rmax

2
s ∈ Σ 	

Rmax 〈〈Σ〉〉
�&�)� 	 �  /�� 
(	�, � � �/� ��#  	 � 7 �0# � �  ��!,� � !,� 	�� !� +	,
 ��	 � 	 �

Rmax	 � �0#  � ��	� � 
&1 � !,� � � �$� �� � � � 	 �
Σ
�

Ë�?X�T�E¿�� f ���q� �X� � � �
�E, 78�EB�	����
Σ = {α, β} 2��
,  
:;=�!�(; 	 �

L = {3ε, 4α, 2αβ, 3βα, 5αα, 2ββ, βαβ}� # 	6"C# 	 � 	�
�� � � � "-	�, �)� ��#  	 7 �!# � �E,
YL = 3ε⊕ 4α⊕ 2αβ ⊕ 3βα⊕ 5αα⊕ 2ββ ⊕ eβαβ⊕εααα⊕ · · · ⊕ εβββ ⊕ · · ·

︸ ︷︷ ︸

s/∈L.
�5�

YL = 3ε⊕ 4α⊕ 2αβ ⊕ 3βα⊕ 5αα⊕ 2ββ ⊕ eβαβ
YL = 3⊕ 4α⊕ 2αβ ⊕ 3βα⊕ 5αα⊕ 2ββ ⊕ βαβ� 	 � � 	�35� 	

ε ⊗ L = ε
2 ∀L ⊆ Σ∗ � ����� � � ��#  	 # 	6"5# 	 � 	�
�� � � ,  
:;=�!�(; 	 � # 	 !,� 
 �(	 !, � �
"%�0# � � ��� ��� � � ���

(max,+)
� � 	 ����	 !,� 
���	<> ���E2

(y|s) � 	�
(� � � ��!,� 	�� !, 	�
���	 � � "K�E, � �.#$�
s

35� 	 �  ;=�!�E,-� � 9�	�# ���
ε �
� 	
s

&1 �� # 	 !,� 
 �(	 !, � � �
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� ���
��� � � ��� � � �
� � � �

� ��� � ���
	 � � ���
� ���
	 � � �
� 	D��� � � � ��� 	�

�������
�����

� {Wy#teuwv�x6yeuwzm{ � ª � uwzm{9©Áz��m|*x {J|*���,|*©*�,|Q{J|*ªeuJy*�mzm{´©Áz5� t#x6yExÛyeu­� � µ �m|*ª=z�x � ª*yÁ�#yEx6yeu­� � µ �m| � ª ® � �m¶*ª ® � y5�
�m|*ª=zÁuJy*�#y ©mz#�

A
p � {W|*� |*x�|*ªeuwzm{&�m|Q{J{Õy�x6yeu­� � µ {Õ¬=zE{JÑ�x/�mz�� zm{W�m|St#x%y#� 
 y#�m|Puwz

Σ
pS�¨t*yS�m| � ª � «Q¬=zE£�y

{J|Q��t � ªeuw|&�
ÌÛ����b¨�Èkml\f ��� × � � � ��� ��� � � ���

G = (Σ, Q, δ, q0, Qm)
!,� � |Q| = N

2-�(�!� � � �$#  9 � 	  
 !, � N,
 !� �
A

�� 	��(
( � � !,� � �
A = [ai,j] , ai,j =

{
σ

� 	 ∃σ � � 	 ��� � � �
i

"K��#$� � 	 ��� � � �
j;

ε
!.� � ��!,� 
��$# ��#  �E2

	 � 35� 	
σ ∈ Σ∗ 2I� � � � 	<>!"5# 	 ���61 � # 	<;=�E, ��# � � �� "%�

σ = σ1 + σ2 + ... + σn
2
σ1, σ2, ..., σn ∈ Σ 2/� �E,35� 	 3C�!�E, 35� 	�# � � 	���	�
����

σk ∈ Σ � !,�!#�# 	�
 � �E2D"5# ������!.� 
(�J��� ��� � � ���
G

� � � � � 
5%.� � � 	 ��� � � �
i

"K��#$� �
	 ��� � � �

j
�

� �={J|*�?Ó*y � {J|´ª=|Q{J{Õy��m| � ª � «Q¬=z � t=|9y � � ª��*y  3�m| � ª=|&z»|Q{wuJy*�mz �mz y#teuwv�x6yeuwz\��|9y ® z�� t#ª*y
j

�m|Puw|*� x � ª*y
z ©*� � � � x�zE|Q{wuJy*�mz �J� � ª��*yÁ¡/�mz�y#teuwv�x6yeuwz\��{J|

ai,j 6= ε
p . t*y#ª*�mzE|*x[t#x�y#teuwv�x6yeuwzE|*ª ® z�ªeu­��y � {J|Ex6y � {

�m| t#xV|PÓ=|*ªeuwz � t=|´�m|Puw|*� x � ª*y ySx/t*�5y#ª*«Qy»�m| t5xV|Q{ uÕy*�mz
i

©*y*��y»z |Q{wuJy*�mz
j
�]zS|*� |*x�|*ªeuwz

ai,j
£ t#x6y

|º�5©Á�,|Q{J{Õ¬=z9�,|Q��t#� yÁ� p � |Q{wuJy*�mz � ª � ® � y#�*|<zm{�|Q{wuJy*�mzm{Mx6y*� ® y*�mzm{3�#yWx6yeu­� � µ �m| � ª ® � �m¶*ª ® � y6{Õ¬=z9�,|*©*�,|Q{J|*ªeuJy*�mzm{P�
�,|Q{º©m| ® u � Ó*y#x�|*ªeuw|Á�j©mz#��t#x!Ó=|Puwz#�3� � ª��*yW|&t#x8Ó=|Puwz5� ® z�� t#ª*y&�m| � ª � �mzm{ ® z�x�z~yW{J|Q��t � � p
ÌÛ����b¨�Èkml\f ���MG � 	 ��� � � �  +
( +!, �E, � 	 � � ��� ��� � � ���

G
# 	 "C# 	 � 	�
�� � � �J"%�0#X� � � � � �$#  9 � 	& 
 !, � N�
 !, �

A
2� � 	��(
( � � "%	�, � ��	����!# ,  
 �&�

θ1×N (A)
2
θ(A) =

[
e ε · · · ε

]
,

 ����� �(2 � "5#  � 	� # ��	�, 	 � 	�
���� ����	�, 	 � 	�
����� � 	�
��� � � � 	 �
e �
	 ��� � 	 � �  � 	�, 	 � 	�
������ � 1 � � � � ����"%	�, �

	�, 	 � 	�
�����
C�E, �
ε
��� � 	 ��� � � ��� � �0# !.� � �����61 � � 	��(
( � ��� "-	�, � ��	����0# !,�&, � 
&�

φN×1(A)
2

φ(A) =

{
e

� 	�� ,  
 �&�
i

� � ��# !.� � �
;

ε
!.� � ��!,� 
 �$# ��#  � �


�� �Q�Td ÄX�Tkml\f AW��|Q{Õ�m| � t=|´z Ó=|Puwz5�M�m|´|Q{wuJy*�mz � ª � ® � y#��{ � y#©*�,|Q{J|*ªeuJy z�©Á� � x�| � �,zE|*� |*x�|*ªeuwz�� � 
ß|*�,|*ªeuw|»�m|
ε
�)�m| � ª � ª*�mz � t=|Sy�� � ª��*y

1
�#yÉx6yeu­� � µ £ {J|*x/©*�,|Sz�|Q{wuJy*�mz � ª � ® � y#� �)yÉ�,|*©*�,|Q{J|*ªeuJy*«Q¬=z ��� ���\® y �m|

t#x6y�x6yeu­� � µ �m| � ª ® � �m¶*ª ® � y9£ 
ß| � uJy9y#©m|*ª*y={ ® z�x zm{ |*� |*x�|*ªeuwzm{��mz~Ó=|Puwz#�
φ
�¨|º�=uw|*� ª*y#x�|*ªeuw|Á��y=z~{J|*t

� y*�mz � � �,| � uwzTp!��|PÓ=| � {J|Sz��={J|*�?Ó*y*� � t=|Ey2��| � ª � «Q¬=z �\p � � ª*� � ® y�yÉ� � ª��Áy
1

® z�x�zÉzÉ|Q{wuJy*�mz � ª � ® � y#�
©*yÁ��yW|Q{wuJy&y#�mz#���#y=�m|*x ©Áz5��t#x6y � t=|Q{wuJ¬=z´�m| ® z�ªeÓ=|*ª � ¶*ª ® � yXp ��|Q{J{Õy 
ßz#� x6y5�Tz&Ó=|Puwz#�

θ
�m|*ª=£*� � ® z ª*¬=z

ª=| ® |Q{J{Õy*� � y#x�|*ªeuw| y#©*�,|Q{J|*ªeuJy�zÉ|Q{wuJy*�mz
1

® z�x�zÉzÉ|Q{wuJy*�mz � ª � ® � y#�Èp!§¨|*©Á�,|Q{J|*ªeuJy � {J|�©mz#�
θj (A)

�)z
|*� |*x�|*ªeuwz&�#y

j
� £Q{ � x6y ® z�� t#ª*yÛ�mz�Ó=|Puwz5�

θ (A)
�X|Û©mz#�

φi (A)
z/|*� |*x�|*ªeuwz&�#y

i
� £Q{ � x6yW� � ª��*yÛ�mz/Ó=|ºuJz#�

φ (A)
p

2\y*��y � t*y#� � t=|*��y#teuwv�x6yeuwz � ª � uwz\�¨{J|�� y9|*� |O�m|Puw|*� x � ª=Ñ {wu � ® z»z�t�ª*¬=z��m|Puw|*� x � ª=Ñ {wu � ® z\��£W{J|*x/©*�,|´©mzm{J{JÑ Ó=|*�
�m| � ª � �¨{ºt*y/x6yeu­� � µ �m| � ª ® � �m¶*ª ® � yXp . t*y#ª*�mzÛz/y#teuwv�x6yeuwzÛ£Ûª*¬=z��m|Puw|*� x � ª=Ñ {wu � ® z\�¼t#x8x�|Q{ºx�z/|PÓ=|*ªeuwz

σ ∈ Σ{J|Wy#©*�,|Q{J|*ªeuJyO|*x x6y � {<�m|&t#x6y ® z�� t#ª*y
j
��©*y*��y~t#x6y´x�|Q{ºx6y´� � ª��*y

i
p

Ë�?X�T�E¿�� f ���qn � � � �$#  9 � 	& 
 !, � N�
 !, �
A

� ��� � !, � � �J� � ��� ��� � � ��� � � �� ;=�E#$� �
� �02�� � � � � "-�!#

A =





ε α + λ+ β β
η ε ε
ε β α + λ





ε
ε
e
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	 � 35� 	 � ,  
 �&�
3

# 	6"5# 	 � 	�
�� � � � 	 ��� � � � � ��# !.� � � � �IB�� 	�#���	 35� 	 ��� 	�, 	 � 	�
������ � � ��	����0#
φ (A)	�
 !,� 
��$#$� � /�� 	 	<> ��	�# 
&� � 	�
���	�� � � �$#  9�2@� � � 	�� , � � � �  # 	� ���E2 � 
 � 	 � "5# 	 � 	�
5%.� � � 	�, 	 � 	�
���� �

e �
 
 �  /

!.� � � 	 ��� � � � * ,  
 �&�(+ � ��# !.� � � � � ��	����0# � 	&	 ��� � � �  
( +!, �E,
θ (A)


&1 �
���:"5# 	 � 	�
�� � � �E2 � 	 � � 	 35� 	&
(	 ���6��EB��0# � �(; 	 � 2 !,� 
��  � 	�#$�0/�� 	
35� 	J� "5#  � 	� #$� ,  
 �&� � � � � �$#  9 � 	 � "5# 	
# 	6"5# 	 � 	�
�� � � 	 ��� � � �  
( +!, �E, � � 	 ���6�7 �!# � �!2 � 	 � "C# 	
θ1 (A) = e

2 	 ��� � 	 � �  �)	�, 	 � 	�
������
θj (A) = ε, j = 2, ..., N

2 
&1 ��� 	�
 � � 
(	 !,	 ��� ��#  �
�(�!� �:"5# 	 � 	�
�� �&%.1 � �

1

2

3

η

β

β

α,λ

α,λ,β

¤ � ��t#��yO�\pqo���r�teuwv�x6yeuwz�ª*¬=z9�m|Puw|*� x � ª=Ñ {wu � ® z ® z�xRx6y � {M�m|Ot#x6y 
 t#ª*«Q¬=z9�m|6u­��y#ª={ � «Q¬=z9|*ªeu­�,|/�mz � {�|Q{wuJy*�mzm{Qp

R�S á S ^ �<� � U6137 U)���¢73�����6+��?7AKM7 7Ý1<�!7��!7�"T(*�?>!KM�V� �A+��,K����A+��?7
r8x6yeu­� � µ �m| � ª ® � �m¶*ª ® � y~£~t#x6y9z�teu­��y��,|*©Á�,|Q{J|*ªeuJy*«Q¬=z �m|~t#x;y#teuwv�x6yeuwzTp�� {wuwz�{ � ��ª � �\® y � t=|Oy»x6yeu­� � µ �m|

� ª ® � �m¶*ª ® � y
A

�mzOy#teuJvXxÛyeuwz
G

y5©*�,|Q{J|*ªeuJy&t#x6yO� � ª=��t*y=�m|*x
L (A) = L (G)

|/t#x6yO� � ª=��t*y=�m|*x
Lm (A) =

Lm (G)
p

2\y*��y ® z�ª={wu­� t � �Mt#x6y»� � ª=��t*y=�m|*x;y»©*yÁ�?u � ���m|´t#x6y»x6yeu­� � µ �m| � ª ® � �m¶*ª ® � y
A

��£´ª=| ® |Q{J{ � � � z y9{J|Q��t � ªeuw|
�m| � ª � «Q¬=za�
ÌÛ����b¨�Èkml\f ���q� � 	8�.�

A
� � � � � �$#  9 � 	) 
 !, � N�
 !, �!2 !:�$�,���&	�, 	 � 	�
������

ai,j
� 	��(
(	 � !.� �  
 �(��� � 	 !�� � /"C#  � 	�
����

1
2 35� 	 � � � � � ��	 ��� � � � � � ��� ��� � � ��� 35� 	 	�, ��# 	6"5# 	 � 	�
�� �!2 � � 	 ��� � � �

i
"K�0#$� ��	 ��� � � �

j
�

� ���  � 2 � 	��(
(	./�� 	 � � � �$#  9
A

n = A⊗A⊗ · · · ⊗A,
!,� � ��� � � ��#  9 � 	)! � �  
 �(���62 � 
 � 	)!.� � � 	�, 	 � 	�
����

ani,j
2�# 	6"C# 	 � 	�
�� � � � �5� � �  ��!.� �  
 �(��� � 	 !,� � "5#  /� 	�
�� �

n
2 35� 	�, 	�� � � � ��� ��� � � ��� 35� 	 	�, � # 	6"5# 	 � 	�
�� �!2 � � 	 ��� � � �

i
"K��#$� � 	 ��� � � �

j
� � ����	����0# 	 � � 	

	 ��� � � ��� � � � � �$#  9 � 	 !.� �  
 �(���
A

n �61 � ��� � 	 � � ��� � 	
A
�

� �={J|*�?Ó*y � {J| � t=|Wª*y&x6yeu­� � µ �m| ® y#x � ª��=zm{P� � t*y#ª*�mz~ª*¬=z � � t#x ® y#x � ª��=z ® z�x
n

|PÓ=|*ªeuwzm{ � t=|/x/t*�#y�z
|Q{wuJy*�mz´�mz´y#teuwv�x6yeuwz~�m|

i
©*yÁ��yWz9|Q{wuJy*�mz

j
�Tz9|*� |*x�|*ªeuwz

ani,j = ε
p

Ë�?X�T�E¿�� f ��� Ç � � ��� ��� � � ���
G

� �����$#$� � � 
&� �� ;=�E#$� �
� ��2 !:�$�.� � � �$#  9 � 	& 
 !, � N�
 !, �
�

A =





ε α ε
β ε µ
ε β α





ε
ε
e
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1 2 3

α

β

µ

α

β

¤ � ��t#��y&�\p �-��r�teuwv�x6yeuwz ©*y*��yW|º�*|*x/©#� � �\® y*��y ® z�ª={wu­� t*«Q¬=z´�#y~x6yeu­� � µ �m| ® y#x � ª��=zm{Qp

� � � �$#  9 � 	 !.� �  
 �(���
A
2 � 	 ��� 	 ��� ��� � � ���
�

A
2 = A⊗A =





αβ ε αµ
ε µβ + βα µα
ββ αβ αα + βµ





ε
ε
e

	 �(�!� � � �$#  9 � 	 !.� �  
 �(���
A
3 �

A
3 = A⊗A⊗A =





ε αβα + αµβ αµα
µββ + βαβ αµβ µαα

αββ ββα + ααβ + βµβ αβµ+ ααα + βµα





ε
ε
e
.

� 	 ���6� � � � �$#  9�	 �62 !.� � � � 	:3��EN�
 !, ��	 � � � 	�, 	 � 	�
����
(i, j)

# 	6"5# 	 � 	�
�� � � � � "K�E, � �.#$� � 	)!,� � "C#  � 	�
����
2	

3
2 # 	 � "-	 ! �� � � � 	�
���	 � �����6� �)� 	:3��EN�
 !, � � � 	��(
(	 � � ��7 � 
5%(' 	 � � 	 �$#$� 
��  %.1 ��	 ����	�
 �  � � � � � ��� ��� � � ���

G
2 35� 	 # 	6"5# 	 � 	�
�� � � � � � � � � 
5%.� � � ��� 	 ��� � � ���

i
"K��#$� ��� 	 ��� � � ���

j
� � �

A
2 2��.N /�� 	 35� 	 � ��	 ��� � � �

 
( +!, �E,="K��#$� � 	 ��� � � �  
( +!, �E, 2 	<>  ����	 �
"K�E, � �.#$�
αβ

� 
�� ��"K�E, � �.#$� # 	 !,� 
 �(	 !, � ��"%	�, � ��� ��� � � ��� � �� ��� �
	 �

a21,3 = αµ
2 	 	 �

a31,3 = αµα (
,  
 �&�

1
2 !,�&, � 
&�

3)
2D"%�  � 	 ��� � � "K�E, � �.#$� � � 	���	�# �  
&� � � � � � � 
5%.� � �

	 ��� � � �  
( +!, �E,C"K��#$� � 	 ��� � � � � �0# !.� � �
3 (φ3(A) = e)

�

Î�z�x |Q{J{Õy��m| � ª � «Q¬=z |Éteu � � � µ y#ª*�mz y � � �m|*�*��y��m|E� � � � �m|Q{P�)uw|*x � {J| � t=|Ey � � ª=��t*y=�m|*x �#y x6yeu­� � µ �m|
� ª ® � �m¶*ª ® � y

L (A)
£~z ® z�ª��Õt#ªeuwzS�m|&uwz��#y={/y={O©*y#� yeÓ#��y={�
ßz5� x6y*�#y={O©Áz5�A{J| �
� ¶*ª ® � y={ � ª � ® � y*�#y={��#yS� � ª��*y

1
�

� t=|&� |PÓ*y#x y � t*y#� � t=|*��� � ª��*yO�#y~x6yeu­� � µ
A

p � {wuwz9£Á�
ÌÛ����b¨�Èkml\f ���ML �D��#$��� � � � � � � � � �$#  9 � 	& 
 !, � N�
 !, �

A
2 �(�!�
,  
:;=�!�(; 	 � � � 	��(
( � � "%�0#

L (A) =
⊕

i

(
θ(A)⊗A

i
)
=
⊕

i

n⊕

j=1

(
θ1(A)⊗ ai1,j

)
,

�g�\pqoe�#¡

� 
 � 	
ai1,j

�&� 	�, 	 � 	�
���� � � ,  
 �&�
1
2 !,�&, � 
&�

j
� � � � �$#  9 � 	&!.� �  
 �(���

A
i �

��|PÓ=| � {J|)z��={J|*�?Ó*y*� � t=|)|Q{J{Õy��m| � ª � «Q¬=z��m|Puw|*� x � ª*y�y ® z�ª={wu­� t*«Q¬=z/�#yÛ� � ª=��t*y=�m|*x �#yÛx6yeu­� � µ
A

teu � � � µ y#ª*�mz
y#©m|*ª*y={�zm{�|*� |*x�|*ªeuwzm{W�#yE� � ª��*y

1
�#yEx6yeu­� � µ �m| ® y#x � ª��=zm{

A
i ���m|Q{º©Á�,| µ y#ª*�mzEzm{�|*� |*x�|*ªeuwzm{W�#y={�z�teu­��y={

� � ª��*y={Qp � {wuwz ©mz#� � t=| y�� � ª=��t*y=�m|*x%£ z ® z�ª��Õt#ªeuwz 
ßz#� x6y*�mz ©mz#�Muwz��#y={Oy*{W{J| �
� ¶*ª ® � y={~�m|»{JÑ�x/�mz�� zm{ � t=|©*yÁ�?uw|*x �mz�|Q{wuJy*�mz � ª � ® � y#�A�J� � ª��*y
1
¡Pp r�{~z�teu­��y={»� � ª��*y={

k = 2, 3, ...
�m|

A
i ® z�ªeuw¶*x � ª�
ßz#� x6y*«��X|Q{~�m|

® y#x � ª��=zm{ � t=| � ª � ® � y#x8�mzm{<�,|Q{º©m| ® u � Ó=zm{)|Q{wuJy*�mzm{
k
�¨� |PÓ*y#ª*�mz&y=zO|P{wuJyÁ�mz

j
p�r�
ßz#� x6y#� � µ y*«Q¬=zO�#y&� � ª*�XtÁy=�m|=x

L (A)
£/�#|ºuJ|=� x � ª*y*�#y ® z�x�z~{w|*ª*�#z´yW{J£*� � | 
ßz#� x6y#�X{Jz��*�,|�z~{J|*x � � y#ª=|*�

D = B 〈〈Σ〉〉 p�Ô-y#x/�Á£*xW�¼�m|PÓ=| � {J|
z��={J|*�?Ó*yÁ� � t=|9y � � ª=��t*y=�m|*x

L (A)
£�©Á�,| � �*z � 
ß| ® �*yÁ�#y5� � {wuwz £Á�

L (A) = L (A)
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A
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A
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A
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G
�,|*©Á�,|Q{J|*ªeuJy*�mz
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L (A) = L (G)

p
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A
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Lm (A) =
⊕

i

(
θ(A)⊗A

i⊗φ(A)
)
=
⊕

i

n⊕

j=1

(
θ1(A)⊗ ai1,j⊗φj(A)

)
,

�g�\pqoe¦#¡

� 
 � 	
ai1,j
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���� � � ,  
 �&�
1
2 !,�&, � 
&� � ��# !.� � �

j
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A
i �
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j
�T�m|*ª=z�x � ª*y*�#y ® z�� t#ª*y

x6yÁ� ® y*�#yXp
Ë�?X�T�E¿�� f ��� × � 	8�.� �
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A
�

A =

[
ε α
β κ

]
e
ε
.

�D�0#$� � 	���	�# �  
&��# �(�!�
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1 2

α

β

κ

¤ � ��t#��y&�\p ¦-��r�teuwv�x6yeuwz ©*y*��yO�m|Puw|*� x � ª*y*«Q¬=z´�#y~� � ª=��t*y=�m|*xOp

A
2=

[
αβ ακ
κβ βα + κκ

]
e
ε
,A3=

[
ακβ αβα + ακκ

βαβ + κκβ κβα + βακ+ κκκ

]
e
ε
, ...
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3
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A
�
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L (A) = L (A) = {ε, α, αβ, ακ, ακβ, αβα, ακκ, ...} .
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ε
	 ��� � "5# 	 � 	�
���	
	 �
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)

Lm (A) = {ε, αβ, ακβ, ...} .
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At
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At = [ati,j] ; ati,j =
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tσσ
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i

"K�0#$� � 	 ��� � � �
j �

ε
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tσ
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σ
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k tσkσk
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2
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θ(At) =
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tin ε ... ε

]
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tin
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tmi
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2�z��m| � {J|WÓ=|*� � t=|&y �,|*©*�,|Q{J|*ªeuJy*«Q¬=z�©*y*��y t#x y#teuwv�x6yeuwz�uw|*x/©mz#� � µ y*�mz»|º� � �m|&y´�m|Q{ ® � � «Q¬=z �mz�Ó=|Puwz5�
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�
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�]|=x � t=|~{J| t#x
|Q{wuJy*�mz

k
ª*¬=z9£&x6y*� ® y*�mz\�

tmk
= ε

p
2�z#� ® z�ªeÓ=|*ª � ¶*ª ® � y5���#y � t � ©mz#��� � y#ªeuw|Á� � t*y#ª*�mz 
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θ
��{J|*� �

teu � � � µ yÁ�#yÉy2ª=zÁuJy*«Q¬=z
θj

�/�,|�
ß|*� � ª*�mz � {J| �É{ºt*y
j
� £Q{ � x6y ® zX� t#ª*yXpR� � x � � y*� x�|*ªeuw|Á� uwz��#yY�,|�
ß|*�,¶*ª ® � y y2t#x

|*� |*x�|*ªeuwz��mz&Ó=|Puwz5�
φ

{J|*� � 
ß| � uÕy~teu � � � µ y#ª*�mz~y´ª=zÁuJy*«Q¬=z
φi

���,|�
ß|*� � ª*�mz � {J| �O{ºt*y
i
� £Q{ � x6y~� � ª��*yXp

Ë�?X�T�E¿�� f ���MG � ��� ��� � � ���
A(max,+)

�:"5# 	 � 	�
�� � � � 
&� �� ;=�E#$� �
���E2 ��	 � �(�!� � � �$#  9 � 	  
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� ���02 �
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At =





ε 3α ε
4β ε 3α
2κ ε ε



 ,

!,� � � 	 ��� � � �  
( +!, �E, � 	��(
( � � "%�0#
θ (At) = [ 2 ε ε ]

	&��� 	 ��� � � ��� � �0# !.� � ��� � 	��(
( � ��� "%	�, � ��	����0# !��&, � 
&�

φ (At) =





2
3
ε



 .

��|PÓ=| � {J|�z��={J|*�?Ó*y*� � t=|/y~x6yeu­� � µ �m| � ª ® � �m¶*ª ® � yWuw|*x/©mz#� � µ y*�#y´©Áz��m|�{J|*� ® z�ª={wu­� t=Ñ �#y´©mz#�

At =
n⊕

i=1

µ (σi)⊗ σi

® z�x
µ (σi)

{J|*ª*�mz~z»x6y#©*y
µ : Σ→ R|Q|×|Q|

max ,
�g�\pqo Í ¡

� t=|9�m| � ª=|9y´y#©#� � ® yÁ«P¬*z»�mzm{�uw|*x/©mzÁ{��m|WÓ � �#y
tσ

�mzm{�{JÑ�x/�mz�� zm{
σ ∈ Σ {Jz��*�,|
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max

��z�ª*�m|
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£
zS� � � � �m|

(R ∪ {−∞} ,max,+) {Jz��*�,|»x6yeu­� � µ |Q{ � t*y*����y*�#y={Û�m|~� � x�|*ª={Õ¬=z |Q| �j|
σi

{J|*ª*�mz z
i− £P{ � x6z

|PÓ=|*ªeuwz&�mzOy#� 
 y#�Á|Puwz
Σ

p���|*ª*�mzOy={J{ � xW�¨©*y*��y�yW�,|*©Á�,|Q{J|*ªeuJy*«Q¬=z&�m|/t#x y#teuwv�x6yeuwz
A(max,+)

©Áz5�]t#x6yOx6yeu­� � µ
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©m|*� z´y#teuwv�x6yeuwz

A(max,+)
p/�]z ® y={Jz~�#y´�,|*©*�,|Q{J|*ªeuJy*«Q¬=z x6yeu­� � ® � y#� �¼�m| � ª=| � {J|E�
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YL =
⊕

s∈Σ∗
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� � � � "%�0#
At
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θ (At)

	
φ (At)
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 � �
Lm (At) = L
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A(max,+)
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= YL.
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ts = tσ1 + ... + tσn
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s = σ1...σn
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� � 	 ��� � � �  
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�
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�
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


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YL

 � 	�
��� � !.� � �
!,� � �,  +
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������ � �`��� ��� � � ��� "-� � 	�# 	 !,� 
 �(	 !,	�# � � � "K�E, � �.#$��� 	 � "5# 	 �:"=���)�� !,� 
���	 !, � 	�
�� � � � 	���	�
����

κ
2 � 	 !,�0#�#  � � � � �!� �J� 
( � � � 	 � � 	 ��	 � "%�

(
��	 � "%� !,� 
���� � 
���	

)
� �IB�� 	�#���	 35� 	

	 ����	 ��� ��� � � ��� "-� � 	 � 	�#4"K��# �� +!, � 
&� � � 	 � � �0#  �����(�EBE/���� ��� � � ������� 	 � 	�, �&� 
���	 � !,� � ���&��	 � "-��� � 	 �� � �� ��� 	���	�
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2%	 � �  ����	 � � # 	����0# 
&� � � 	 ��� � � �  
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(
	���	�
����

η)
� � 	 �:"=��� �J"C# � !,	 ���6� � 	�
���� 	 ��� �J"-	:%.� � !.��# � 	�7 	� ��� � �6�!2 	(, ���
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( � � � "%�0# )
f1 = t2 − 1 2 f2 = 2t+ 1 2 f3 = 2 ∨ 3 2 f4 = √t+ 1 2 f5 = 2t 	 f6 =
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2
�5�
3

� 
( � � � 	 � � 	 ��	 � "%� � � 7 � 
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� � � �%� � ����� ���
	 � "�� ���
	 � � �

r ® z�x/©mzm{ � «Q¬=z~{JÑ�ª ® �,z�ª*y&�m|
ATV

ª=| ® |Q{J{ � uJy9�mz~{J|Q��t � ªeuw|�z�©m|*��y*�mz#���m| � ª=uw|*�,{w|�«Q¬=za�
ÌÛ����b¨�Èkml\f Ç �qn �X� � � � � �  �  � 	

D = Rmax 〈〈Σ〉〉
2 ����"%	�#$� � �0#

~
� 	��(
(	 �  
���	�# � 	:%.1 � � 	 	�, 	 � 	�
������62

!,� � �
a~ b =

k⊕

i=1

(f(tσi)⊕ f(t′σi))σi,
� 	
f(tσi)σi ⊂ a ∧ f(t′σi)σi ⊂ b.

� Í pqo=¡

∀a, b ∈ D
2 � 
 � 	

f(tσ)σ~ ε = ε
2
f(tσ1)σ1~ f(t′σ2)σ2 = ε

	
f(tσ)σ~ f(t′σ)σ = (f(tσ)σ⊕ f(t′σ)σ)σ

2
∀σ, σ1, σ2 ∈ Σ 	 ∀f(tσ), f(tσ1), f(t′σ), f(t

′
σ2) ∈ Rmax

� �=��#$� � � �$#  9�	 � � 	  
 !, � N�
 !, � ��	 � "%�0#  9�� � ��� 2
	 ��� 	 ��"%	�#$� � �0# � � 	��(
( � � !,� � �

Cv = Av ~ Bv, cvi,j = avi,j ~ bvi,j,
� Í p �#¡

"K�0#$�
avi,j ~ bvi,j

� 	��(
( � � � 	�� !,�0# � � !,� � � � �02 	
θ (Cv) = θ (Av)~ θ (Bv)

	
φ (Cv) = φ (Av)~ φ (Bv) .

�]z ® y={Jz~|Q{º©m| ® Ñ ��® z»�m| ® z�ªeu­�,z�� |W�m|/������Ô�{P�¼|Q{J{Õy&�m| � ª � «Q¬=z��m|PÓ=|�{J|*�A�,|Q{wu­� � ª=� � �#y5�¼�m|PÓ � �mz´y=z 
 yeuwz´�m|
ª*¬=z9{J|9©Áz��m|*��y#©#� � ® y*� ® z�ªeu­�,z�� |/yO|PÓ=|*ªeuwzm{6ª*¬=z ® z�ªeu­�,z�� � Ó=| � {P� � x/©Áz�ª*�mz´yeu­��y={Jzm{Qp�r�{J{ � xW�Tuw|*x � {J|&�
ÌÛ����b¨�Èkml\f Ç � Ç �%� 
��  � 	�#$� 
 � � 35� 	

Av
# 	6"C# 	 � 	,
 � � � � � 	 � "%	 !, � !.�&%.1 � � 	 !,� � "%�0# � � � 	�
����

(
��	 � "%���� 	 �� � � � ��� 	���	�
������ � ��#  � ��	� �

)
"K�0#$� � � � � ����	 � "%�0#  9�� � � � � � 	�, � � ��"%�0#@� � � � � �$#  9 � 	  
 !, � N�
 !, �

Bv (
��	 � "%��� � ���)	���	�
������)
&1 � !,� 
��$# �&, � ��	� � !,� 
���� � 
���	 �

)
2 	 � 35� 	

avi,j
	
bvi,j

"-� � 	 � � 	�#�	<>!"C# 	 ��� ' 	 �# 	<;=�E, �0# 	 � � � �� "%�
f(tσ1)σ1 + ... + f(tσk)σk

	
f(t′σ1)σ1 + ... + f(t′

σk)σ
k 2 # 	 � "%	 ! �� � � � 	�
���	(2 	�
�� 1 � �

��"%	�#$� � �0# � 	& 
���	�# � 	:%.1 �
~

� � 	��(
( � ��!,� � �

av ~ bvF






⊕k
i=1(f(tσi)⊕f(t′σi))σi

� 	
(f(tσi)σi⊂av) ∧(f(t′σi)σi⊂bv)

∧ (σi∈Σc)
⊕k

i=1 f(t
′
σi)σi

� 	
(f(tσi)σi⊂av) ∧(f(t′σi)σi⊂bv)

∧ (σi∈Σuc) .

� Í p ¦#¡

r ��| � ª � «Q¬=z Í p Í �5{J| y#©#� � ® yÛy=z ® y={Jz/|*x � t=| {J| ® z�ª={ � �m|*��y
Σ = Σc∪Σuc

p�r�{J{ � xW�Xz9©*�,z���teuwz/{JÑ�ª ® �,z�ª=z
£/�m| � ª � �mz´yW{J|Q��t � � �
ÌÛ����b¨�Èkml\f Ç � × �X� � � � � �!� � � � �$#  9�	 � � 	� 
 !, � N�
 !, � ��	 � "-�!#  9�� � � �

Avm×m
	
Bvn×n

2 � ��35�!�  � # 	6"C# 	./
� 	�
�� � � �

ATV1
!,� 
 �,��# ��� � � !,� � � � � B��&, ��� � � �E, 78�EB 	����

Σ1
	��

ATV2
!,� 
����$# ��� � � !,� � � � � B �&, ��� � ��E, 78�EB�	����

Σ2
2 # 	 � "-	 ! �� � � � 	�
���	�2 !,� � "=' 	./�� 	�� � �&
(��� � � � �$#  9 � 	  
 !, � N�
 !, �

Pv
2 !,� � �  � 	�
��61 �

m×n
2

!,� 
����$# ��� � � !,� � � � � B��&, ��� � ��� �&, 78�EB 	������
Σ1

	
Σ2

2 � �$#$� �.� � � � !,� � "%���  %.1 � "K�0#$�E, 	�, � � 	��(
( � � "%�0#
Pv = Av||Bv, pvk,l = aviAv,jAv

~ bviBv,jBv
,

� 
 � 	
k = (iAv, iBv) = iAv +m (iBv − 1)

	

l = (jAv, jBv) = jAv +m (jBv − 1) ,



� � �
� ��� � � � � � �

 � � � � � � ���
� ¦�o

� 	 � �E, 7 �0# � �
35� 	

Pv =























av1,1~ [bv1,1 bv1,2 ... bv1,n] av1,2~ [bv1,1 bv1,2 ... bv1,n] · · · av1,m~ [bv1,1 bv1,2 ... bv1,n]

avm,1~ [bv1,1 bv1,2 ... bv1,n] avm,2~ [bv1,1 bv1,2 ... bv1,n] · · · avm,m~ [bv1,1 bv1,2 ... bv1,n]

av1,1~ [bv2,1 bv2,2 ... bv2,n] av1,2~ [bv2,1 bv2,2 ... bv2,n] · · · av1,m~ [bv2,1 bv2,2 ... bv2,n]

avm,1~ [bv2,1 bv2,2 ... bv2,n] avm,2~ [bv2,1 bv2,2 ... bv2,n] · · · avm,m~ [bv2,1 bv2,2 ... bv2,n]

av1,1~ [bvn,1 bvn,2 ... bvn,n] av1,2~ [bvn,1 bvn,2 ... bvn,n] · · · av1,m~ [bvn,1 bvn,2 ... bvn,n]

avm,1~ [bvn,1 bvn,2 ... bvn,n] avm,2~ [bvn,1 bvn,2 ... bvn,n] · · · avm,m~ [bvn,1 bvn,2 ... bvn,n]























� 	
Σ1 = Σ2

� � ��	 ��� � � ��� � �0# !.� � ��� � � !,� � "%���  %.1 � �61 � � 	��(
( � ��� "%�0# � � ��	����0# !,�&, � 
&�
φm×n,1 (Pv)

2
	 � 35� 	 � 	��

k
/ � �  � � 	�, 	 � 	�
���� �

φk (Pv) = φiAv
(Av)~ φiBv

(Bv)

=

{
φiAv

(Av)⊕ φiBv
(Bv)

� 	
φiAv

(Av) 6= ε ∧ φiBv
(Bv) 6= ε

ε
� 	
φiAv

(Av) = ε ∨ φiBv
(Bv) = ε.

!,� �
k = (iAv, iBv) = iAv +m (iBv − 1) .

� ��	����0# � 	&	 ��� � � �  
( +!, �E,a� � 	��(
( � � "-�!#
θ1,m×n (Pv) =

[
θ1(Av)~ θ1(Bv) ε ... ε

]

=
[
θ1(Av)⊕ θ1(Bv) ε ... ε

]

� 	 ∃σAv /∈ Σ2
2 �5� ∃σBv /∈ Σ1

2 � 	 � �E,=7 �0# � �
35� 	
Σ1 ∩ Σ2 6= ∅

2 	�
�� 1 �E2

Pv = (Av||Bv)⊕Cv
¬,

� 
 � 	

Cv
¬ =









Av
¬Bv⊕D

¬Av

bv1,1
D

¬Av

bv1,2

� � �
D

¬Av

bv1,n

D
¬Av

bv2,1
Av

¬Bv⊕D
¬Av

bv2,2

� � � ���
��� ��� � � �

D
¬Av

bvn−1,n

D
¬Av

bvn,1
D

¬Av

bvn,2

� � �
Av

¬Bv⊕D
¬Av

bvn,n









	 � 3C� 	
Cv

¬ ��	 � �  � 	�
��61 �
m × n

2
Av

¬Bv
� � � � �$#  9 � ��� 	�, 	 � 	�
������ � 	

Σ1
35� 	)
&1 �J"%	�# ��	�
 !,	 � �

Σ2
	
D

¬Av

bvi,j

� � � � � � �$#  9 �  �(; � 
&�E,-��	 � "%�0#  9�� � � � 	 �  � 	�
��61 �
m×m

7 �0# � � � ��"-	�, ��� 	�, 	 � 	�
������
bvi,j35� 	 
&1 �)�61 � � 	��(
( � ��� 	 �

Av

&� �  �(; � 
&�E,�"5#  +
 !, "K�E, 	

ε

(��� � 	 � �  � 	�, 	 � 	�
������ �

�X{wuJy/�m| � ª � «Q¬=z&£6{ � x � � y*� �/�m| � ª � «Q¬=z9�#y ® z�ª={wu­� t*«Q¬=z9�mz´©*�,z���teuwzO{JÑ�ª ® �,z�ª=z9�m|/xÛyeu­� � µ |Q{)�m| � ª ® � �m¶*ª ® � y
uw|*x/©mz#� � µ y*�#y={M�m|/y#teuwv�x6yeuwzm{

(max,+)
p��¨t*yO� � 
ß|*�,|*ª*«Qy´�,|Q{ � �m|&ª*y~teu � � � µ y*«Q¬=z~�#y={ 
 t#ª*«��X|Q{)uw|*x/©Áz5��y � {My=z

� ª=Ó=£P{��m|&uw|*x/©mzm{/�m|&Ó � �#y´�m|9|PÓ=|*ªeuwzm{ ® z�ª={wuJy#ªeuw|Q{Qp ��y x�|Q{ºx6y 
ßz#� x6y5�j�m|PÓ=| � {J|~zX�*{w|*�?Ó*yÁ� � t=|9ySx6yeu­� � µ
Cv

¬ � � t*y#ª*�mz9uwz��mzm{Mzm{M|*� |*x�|*ªeuwzm{ �m|
Σ1

{Õ¬=z´� � 
ß|*�,|*ªeuw|Q{ �m|
Σ2

��©mz��m|�{J|*�Ateu � � � µ y*�#y~©*yÁ��yOy ® zXª*{ uº� t*«Q¬=z
�mz~�m|*��y*�mz#�]�mz~{ � {wuw|*x6y5�¼y´©*y*�?u � ���#y ® z�x/©mzm{ � «Q¬=z~�mzm{M{ºt#�={ � {wuw|*x6y={ � t=|�z ® z�x/© �X|*xOp



¦m� ������� � 

� � � � ��� ��� ��� �

 � ��� � � � � � � � � � � � � �

� ��� "�� �
��� � � ��� � 
 ����	�� � � � 	
Î�z�ª={ � �m|*��y#ª*�mz

Σ = Σc ∪ Σuc
� y={´{J|Q��t � ªeuw|Q{ �m| � ª � «��5|Q{»{Õ¬=z ª=| ® |Q{J{ � � � yY©*y*��y2©*�,z ® |��m|*�/y�{JÑ�ªeuw|Q{J|��m|

{ºt#©m|*�?Ó � {Jz#�,|Q{ �m|/������Ô�{Qp
ÌÛ����b¨�Èkml\f Ç �MG �X� � � � � �E, 78�EB 	���� � 	 	���	�
������

Σ
2 	)!,� 
��  � 	�#$� 
 � �

Σ = Σc ∪ Σuc
2 � 	��(
(	./�� 	 � � � �$#  9� 	& 
 !, � N�
 !, � ��	 � "%�0#  9�� � � � ��� 	���	�
������ 
&1 � !,� 
��$# �&, � ��	� �

Avuc
"%�0#

Avuc =
[

(avuc)i,j

]

; (avuc)i,j =

{
f(tσ)σuc

� 	 ∃σuc
� � 	 ��� � � �

i
"K�0#$�

j �
ε

!.� � � !,� 
��$# �0#  �E2
	 � 35� 	

f(tσ)
� 7 � 
5%.1 � � � ��	 � "%� � 	 �� � � � ��	���	�
���� 35� 	 , 	�� � �

ATV
� ��	 ��� � � �

i
"K�0#$� ��	 ��� � � �

j
�

� 	 � �  � � 	 � � 	���	�
����
� � 	��(
( � � � � 	 ��� � � �
i

"K��#$� � 	 ��� � � �
j
2

(avuc)i,j =
⊕

l

f(tσl)σl.

� � ��	����0# 	 � � 	&	 ��� � � �  
( +!, �E, 	 � 	&	 ��� � � ��� � ��# !.� � ���/�61 � ��� � 	 � � ��� � � � � �$#  9
Av

�
ÌÛ����b¨�Èkml\f Ç �q� 
�� �)	 � "%	 !, � !.�&%.1 � � 	 !,� � "%�0# � � � 	�
���� "K��#$� � �

ATV
2 � 	�
(� � � � � "%�0#

Ev
2 � � 	��(
( � �"%�0#

Ev = [evi,j] ; evi,j =

{
f(tσ)σ

� 	 ∃σ � � 	 ��� � � �
i

"K��#$� � 	 ��� � � �
j �

ε
!.� � � !,� 
��$# �0#  �E2

	 � 35� 	
f(tσ)

� � ��	 � "-� � 	 �� � � � � 	���	�
����
σ

35� 	 , 	�� � �
ATV

� � 	 � "%	 !, � !.�&%.1 � � � 	 ��� � � �
i

"K��#$� �
	 ��� � � �

j
� � 	 � �  � � 	 � � 	���	�
������ � 	��(
( � � � � 	 ��� � � �

i
"K�0#$� � 	 ��� � � �

j
2

evi,j =
⊕

l

f(tσl)σl.

� 	 ��� � � �  
( +!, �E,a� � 	��(
( � ��!,� � �)� 	�
 � � � 	 �,�$� � �
1
	 ��# 	6"C# 	 � 	�
�� � � �J"-	�, � ��	����0# ,  
 �&�

θ (Ev) =
[
t0 ε ... ε

]
,

	&��� 	 ��� � � ��� � �0# !.� � �����61 ��# 	 "C# 	 � 	�
�� � � ��� "%	�, � ��	����!# !,�&, � 
&�
φ(Ev) =

[
f(tf1) f(tf2) ... f(tfn

)
]T
.

� 	 � � 	 ��� � � �
k

&1 �
� � �0# !.� � �E2

f(tfk
) = ε

�
ÌÛ����b¨�Èkml\f Ç �ML 
�� �(�:"%	�#��� � �0# !,� 
����$# ��� � ��� �$#$� �.� � � 	 � � � 	 � "%	 !, � !.�&%.1 � � 	 !,� � "%�0# � � � 	�
����

Ev
�� 	��(
( � ��!,� � � � 	�
 � �
� � � �$#  9

Sv = [sti,j] , sti,j =

{
f(tσ)σ ⊂ evi,j

� 	
f(tσ)σ ⊂ evi,j

"-� � 	&� !,�!#�# 	�# 	 �
Av;

ε
!.� � � !,� 
��$# �0#  �

	 � 35� 	
svi,j = ε

"K�0#$�
avi,j 6= ε

2  � "-,  +!.� 	 � �  9�	�# 35� 	�	<>  ����	 � � !,� 
��$# �&, 	 "K�0#$�) 
( B( # � 	���	�
����
35� 	�� 	
	�
 !,� 
��$#$�)	 �

avi,j
2-"K��#$�

avi,j = σc
2 �5�J35� 	 �)	 ��� � � �

(
,  
 �&�

) j

&1 � �@� !,	 ��� � ��	�, � � 	 � �  � � 	�� � 	���	�
����� � 	�� 
  � � � � 	 ��� � � �

i
"K��#$� � 	 ��� � � �

j
2
svi,j =

⊕

l f(tσl)σl
��� 	 ��� � � �  
( +!, �E,a� � 	��(
( � � !,� � �)� 	�
 � �

� 	 ��� � � �
1
	 � # 	6"5# 	 � 	�
�� � � �J"%	�, � ��	����0# ,  
 �&�

θ (Sv) =
[
t0 ε ... ε

]

	&��� 	 ��� � � ��� � �0# !.� � �����61 ��# 	 "C# 	 � 	�
�� � � ��� "%	�, � ��	����!# !,�&, � 
&�
φ(Sv) =

[
f(tf1) f(tf2) ... f(tfn

)
]T
.

� 	 � � 	 ��� � � �
k

&1 �
� � �0# !.� � �E2

f(tfk
) = ε

�
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SED

Supervisor

t σσγ= t'  σσ

¤ � ��t#��y Í pqo��M� � y=����y#x6yO�m|&t#x³�����2uw|*x/©mz#� � µ y*�mz~{ºt#©m|*�?Ó � { � z�ª*y*�mz

�]|Q{J{Õy y#�mz#���#y=�m|*x[z {ºt#©Á|*�?Ó � {Jz5�&�,| ® |*�m|�zm{´|PÓ=|*ªeuwzm{
σ

�mz2������Ô | {J|=t*{S�,|Q{º©Á| ® u � Ó=zm{�uw|*x/©mzm{»�m|
Ó � �5y5��|9�m|Puw|*� x � ª*y�y�y*«Q¬=z �m| ® z�ªeu­�,z�� |~�m| � ª � �#y ® z�x�z t#x6y � ª � � � «Q¬=z�uwzÁuJy#�¼z�t9uw|*x/©mz#� � � � y ª=zm{�|PÓ=|*ªeuwzm{
® z�ªeu­�,z�� � Ó=| � {Û� Ó=|*��¤ � ��t#��y Í pqo=¡Pp
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





ε 2tα1 3α2 ε
2β1 ε ε 3α2
4β2 ε ε 2t2α1
ε 4β2 (2t− 1) β1 ε






, θ (Av) =

[
3 ε ε ε
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



e
ε
ε
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


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
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
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








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
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ACES(Av) = Bv, bvi,j =

{
avi,j

� 	
i

��� !,	 ��� � ��	�,
ε

!.� � ��!,� 
��$# ��#  � �
rYz�©Á|*��y*«Q¬=z

ACES(Av)
|*� � x � ª*yWzm{M|*� |*x�|*ªeuwzm{

avi,j
�m|&t#x6y~� � ª��*y

i
ª*¬=z~y ® |Q{J{JÑ Ó=|*�Èp
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COACES

� � 	��(
( � � "-�!#
COACES(Av) = Bv,

bvi,j =







avi,j
� 	 ∃s|s = avi,j1avj1,j2 ...avjn−1,jn ,
avi,j1 , avj1,j2 , ..., avjn−1,jn 6= ε

	
φjn (Av) = e;

ε
!.� � ��!,� 
��$# ��#  � �

r�z�©Á|*��y*«Q¬=z
COACES (Av)

|*� � x � ª*y2zm{S|*� |*x�|*ªeuwzm{ � t=| � |PÓ*y#x ©*y*��yU� � ª��*y*{�ª*¬=z ® z#y ® |Q{J{JÑ Ó=| � {P�
uwz5� ª*y#ª*�mz � y={�ª*¬=z~y ® |Q{w{JÑ Ó=| � {Qp
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TRIM
) � � 	��(
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TRIM (Av) = ACES (COACES(Av)) =
Bv.
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�m|PÓ=z�� Ó=|Et#x6yÉx6yeu­� � µ
Bv � t=| £

y ® |Q{J{JÑ Ó=|*��| ® z#y ® |Q{J{JÑ Ó=|*�Èp
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ÌÛ����b¨�Èkml\f Ç ��_Xn �X� � � � � �!� � � � �$#  9�	 � ��	 � "-�!#  9�� � � �

Av = [avi,j ]
	
Bv = [bvi,j]

2 � 	��(
(	./�� 	 � ��"-	./#$� � �!#
E

"%�0#
Av E Bv ⇒ L (Av) ⊆ L (Bv) .

� ;=�!�E, � 	�
���	(2 � 	��(
(	 � /�� 	 ��� ��"%	�#$� � �0# 	 �
D

2
C
	

B
!,� � �

Av D Bv ⇒ L (Av) ⊇ L (Bv) ,

Av C Bv ⇒ L (Av) ⊂ L (Bv) ,

Av B Bv ⇒ L (Av) ⊃ L (Bv) .
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Av E Bv

� � x/©#� � ® y�|*x � t=|&uwz��#y�{J| ��� ¶*ª ® � y �m|
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�#y x�|Q{ºx6y´{J| �
� ¶*ª ® � y�|*x
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p9�¼x;uw|*� x�zm{Û�m|&������Ô�{P� � {wuwz � t=|*�A� � µ |*� � t=|9y � � ª=��t*y=�m|*x � t=| ® z�ªeuw£*x

t#x6y/z�teu­��y5��£6|º�*| ® teuJy*�#y/|*x;t#x uw|*x/©Áz»x�|*ª=z#� �?o Í � pM�¼ªeuJ¬=z\�
L (Av) ⊆ L (Bv)

{ � ��ª � �\® y � t=|�uwzX�#y={)y={
{J| �
� ¶*ª ® � y={3�#y/� � ª=��t*y=�m|*xU�m|

Av
{Õ¬=zÛ|*ª ® z�ªeu­��y*�#y={�ª*y�� � ª=��t*y*�Á|*x·�m|

Bv
�#|)|Q{wuJy={�{J| �
� ¶*ª ® � y={�{Õyeu � { 
 y µ |*x

(y|sAv) ≥ (y|sBv)
�\z�ª*�m| ® y*�#yW|PÓ=|*ªeuwz9uw|*x t#x!uw|*x/©mz´�m|ÛÓ � �#y/{Õyeu � { 
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tσiAv
≥ tσiBv

p
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 !, � N�
 !, �

Av� 	
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∀evi,j , f(tσ) ≥ f(t
′

σ), f(t
′

σ)
7 � 
5%.1 � � 	 ��	 � "-� � 	 �� � � � 	

σ ⊂ avi,j
θ1 (Ev) ≥ θ1 (Av)

	
φi (Ev) ≥ φi (Av) ∨ φi (Ev) = ε

2 ∀φi (Av) 6= ε
2 ∀i = 1 � �$�

N
2

� 
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[ε]
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φ
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Sv = TRIM (Ev)
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ACES (Ev ⊕Avuc) = Ev.
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|
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&� �� ;=�E#$� � ���E2 � 
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Σ = {α, β, κ, µ} 2 Σuc = {κ}
	
Σc =

{α, β, µ} 2 �(�!� # 	6"5# 	 � 	�
��$�&%.1 � � � �$#  +!, �E,a� � � � � "%�0#

Av =





ε (t2 − 2t)β 3tµ
(t− 2)α ε 4µ

ε 3µ (t− 1)κ



 ,
θ (Av) =

[
2 ε ε

]
,

φ(Av) =
[
3t ε 1

]T

�%� 
��  � 	�#$� 
 � �
� 	 � "%	 !, � !.�&%.1 � � 	 !,� � "-�!# � � � 	�
����

1 2 3

µ

β 4µ κ

3µα

2

3 1t (t-2)

3t

(t  -2t)2 (t-1)
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Ev =





ε (t2 − 2t)β (3t+ 1)µ
(t2 − 2)α ε 4µ

ε 3µ (t− 1)κ



 ,
θ (Ev) =

[
4 ε ε

]
,

φ(Ev) =
[
5t ε 2

]T

� �����$#$� � ��
&� �� ;=�E#$� � ���
(b)

2 ��	 � /�� 	 35� 	
ACES(Ev ⊕Avuc) = Ev

2 	 � 35� 	 ��� ��	����0# 	 � � 	 	 ��� � � ���
�61 �

θ1 (Ev) > θ1(Av) (θ2
	
θ3
�61 �  ;=�!�  �

)
	
φ1(Ev) = 5t

	
φ3(Ev) = 2

2 35� 	 ;-��#$� 
���	 35� 	
Ev

�
!,� 
��$# �&, � ��	�, � �%� � �

Ev
� �$#  � 2 �)�(�:"%	�#��� � �0# � � � � � "%�0#

Sv = TRIM (Ev) = Ev.
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β 4µ κ

3µα
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5 2t (t  -2)2

(3t+1)

(t  -2t)2 (t-1)
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n
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φ
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φi (Bv

n
uc) = φi (Ev)~ φi (Av)

=

{
φi (Ev)⊕ φi (Av) ,
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φi (Av) 6= ε

ε
!.� � � !,� 
��$# �0#  �E2 � Í p Í ¡

	&� ��	����!# � 	&	 ��� � � �  
( +!, �E,D�
θ (Bv

n
uc) = θ (Av) = θ (Ev)

�

�]|Q{J{Õy9x6yeu­� � µ �¨t#x8�m|Puw|*� x � ª*y*�mzO|PÓ=|*ªeuwz
σuc

�m|
(avuc)i,j
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� ¶*ª �® � y={ �mzm{Muw|*� x�zm{ �m|
(bvnuc)k,j
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n
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p
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Avuc
2 � 	

ACES (Ev ⊕Avuc) B Ev
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�� 1 � �

supC(L)� 	�# � � 	 � 	(# �  
&� � �
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n = 1
2
Sv

1 = Ev
�

�
� �=��#$�
n = n+ 1
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����
(n ≤ N)∧∃σuc /∈ Ev

	�
�� 1 �
B
n
uc = E⊗ (Auc)

n−1

Sv
n =

[
svnij

]
, svnij =

{
svn−1i,j

� 	
σ1σ2uc...σ

n
uc ∈ B

n
uc ∧ σnuc ∈ Ev;

ε
� 	
σnuc /∈ Ev ∧ σ1 ∈ Σc

Sv
n = TRIM(Sv

n)

� 
 � 	
σnuc

� �
n
/ � �  � � 	���	�
���� � � � 	:3��EN�
 !, � � 	 � � ��	�# � � � 	
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2@35� 	 "%� � 	 � 	�#
σuc /∈ Ev �

E
	

Auc
�61 � � � � � �$#  9�	 �
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Avuc
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(n > N) ∧ (∃σuc /∈ Ev
	 �

Sv
n)
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�� 1 �
Sv = [ε]

�
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|
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Ev =





ε (t2 − 1)β 3tµ
(t− 2)α ε 5µ

ε 3tµ ε



 , θ (Ev) =
[
4 ε ε

]
, φ (Ev) =





5t
ε
ε





� 3C�!�E, 	 ��� � �:"C# 	 � 	�
�� � � � 
&� �� ;=�E#$� � � �
(a)

� � ��	 ����	 � 	 !,� 
��$# �&, �EB( ,  � � � 	 � �
ACES (Ev ⊕Avuc) B
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1 2 3

µ

β 5µ

µα

4

5t (t-2)

3t

(t  -1)2

3t

1 2

β

α

4

5t (t-2)

(t  -1)2

(a)

(b)

¤ � ��t#��y Í p �a�
(a)

�X{º©Á| ® � �\® y*«Q¬=z ª*¬=z ® z�ªeu­�,z�� � Ó=|*�5|
(b)
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t

f
1

2

-1

1/2
-1 1

¤ � ��t#��y Í p �-���3� ���\® zE�#y={ 
 t#ª*«��X|Q{Ûuw|*x/©Áz5��y � {��mz |PÓ=|*ªeuwz
β � t=|~y#©mz�ªeuJy»�mz |Q{wuJy*�mz

1
©Áy*��y�z |Q{wuJy*�mz

2
p

� x � � � x�z9|*ªeu­�,|Wy={<��t*y={ 
 t#ª*«��X|Q{6©*y*��y&y ® z�x/©mzm{ � «Q¬=z~{JÑ�ª ® �,z�ª*y&�mz~{­t5©Á|*�?Ó � {Jz#� ® z�x³z
ATV

£/�m| � ª � �mz
©m|*� y�
 t#ª*«Q¬=z&uw|*x/©mz#��y#���#yW|Q{º©m| ® � �\® yÁ«P¬*z\p

Ev
� � ���  � 2 !,� 
����$# �  
 � � � !,� � "%� �  %.1 � � � 
 !.# � 
&�E2 	�
 !,� 
��$#$� � /�� 	 ��� 
(������� ��	 � "%��� � 	 �� � � � � 	���	�
����

β (
	 �

ev1,2)
� � � � "-�!#

f1 = max
(
(t2 − 2t), (t2 − 1)

)
=

{
(t2 − 2t), � 	

0 < t ≤ 1
2

(t2 − 1), � 	
t > 1

2
,

35� 	�� �� ��� � 
&� �� ;=�E#$� � ����� � ���  � 2\78�:9�	�
 � �
Sv

1 = Ev
′ � �D�E,+!:�E, � 
 � �

B
2
uc

2 ��	 � /�� 	

B
2
uc = E

′ ⊗Auc =





ε ε µκ

ε ε µκ

ε ε ε





� 
 � 	 �61 � 	�
 !,� 
��$#$� � ��� ��� ��	�# � ���
(b2uc)1,3 = µκ

	
(b2uc)2,3 = µκ

2 35� 	�!,� 
��$N � � 	���	�
�����!,� 
��$# �&, � ��	�,
µ
� 	<;=�  � � � � 	���	�
���� 
&1 � !,� 
��$# �&, � ��	�,

κ
2I35� 	 
&1 ��"%	�# ��	�
 !,	 � 	 � "-	 !, � !.�&%.1 � � �%� � �

µ
� !,� 
��$# �&, � ��	�, 2

	�
�� 1 ��78�:9�	�
 � �
sv21,3 = sv22,3 = ε

2 	�,  �  
&�0/�� 	 � 	 ��� � � �
3
� � ��; �E2 ���0# 
&� 
 � �!/�� 	�� 	 ��� � � �

3

&1 �J� !,	 ��� � ��	�, 2

sv23,2 = sv23,3 = ε
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���� � � 	����&, �&%.1 �)� � 
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&�� �
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1
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4
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� ��; �E2
f1
���0# 
&�0/�� 	& ;=�!�E, �

f1 = (t
2 − 1).
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� ���  � 2 � �(�:"-	�#��� � �!# � � 	���	�# �  
&� � � "%�0#

Sv = TRIM
(
Sv

2
)
=





ε (t2 − 1)β ε
(t− 2)α ε ε

ε ε ε



 ,
θ (Sv) =

[
4 ε ε

]
,

φ (Sv) =
[
5t ε ε

]T

� 35�!�E, 	 ��� � � �����$#$� � � 
&� �� ;=�E#$� � � �
(b)
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��� 	 � � �
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�I� � �

2Ty*��y&{J|*� � ª � ® � y*�#y9y9� � { ® t={J{Õ¬=z�{Jz��*�,|Oy ® z�ª={wu­� t*«Q¬=z»�m|~t#xR{ºt#©Á|*�?Ó � {Jz5��uw|*x/©Áz5��y#� x�|*ªeuw|Oy*�#y#©euÕyeu � Ó=z\�T£O�m|
� x/©mz#�?u��#ª ® � y´� � { � ® y ® z�ªeuw|º�=u­t*y#� � µ yÁ�jz9u­��y#�*y#� �=zTp

. t*y#ª*�mz2t#x ����� uw|*x/©mz#� � µ y*�mzÉ£�x�z��m|*� y*�mz2©mz#�/t#x y#teuwv�x6yeuwz
(max,+)

� ® z�ª={ � �m|*��y � {J| � t=|Szm{
uw|*x/©mzm{)�m|��*y#� � � � uJy*«Q¬=z �*z ® z5� �,¶*ª ® � y��mzm{�|PÓ=|*ªeuwzm{3uw¶*xRt#x Ó*y#� z#�]x�Ñ�ª � x�z\�\�m|*ª=z�x � ª*y*�mz&�m| uw|*x/©mz&�m|�Ó � �#y
�mz~|PÓ=|*ªeuwzTp/�]|Q{wuw| ® y={Jz\�Tzm{<������{)uw|*x/©mz#� � µ y*�mzm{6x�z��m|*� y*�mzm{�©mz#�]|Q{wuw|9©*y*��y*� � ��x6yWy#©Á�,|Q{J|*ªeuJy#x t#x!Ó*y#� z#�
® z�ª={wuJy#ªeuw|<©*y*��y �*y#� � � � uJy*«Q¬=z �*z ® z#� �,¶*ª ® � y)�mzm{�|PÓ=|*ªeuwzm{P�Ázm{ � t*y � {�©mz��m|*x {J|*�¨x6y � z#�,|Q{P�Á�m|PÓ � �mz ��|Q{wuw|Q{-Ó*y#� z#�,|Q{
{J|*�,|*x�� � x � uw|Q{ � ª�
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©mz#�-t#x·y#teuwv�x6yeuwz

(max,+)
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|Q{º©m| ® � �\® y*«��X|Q{W�m| ® z�x/©mz#�?uJy#x�|*ªeuwz�� ® z�x�zm{�uw|*x/©mzm{��m|&Ó � �#y�� � 
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 y � ªeÓ � � Ó=|*�Á{J|�|Q{wuJy={ x�zX� � �\® y*«��X|Q{A{Õ¬=z ® z�ª={wuJy#ªeuw|Q{
©*yÁ��y ® y*�#y»©m| � t=|*ª*y9uJy*�,|�
 y»�,|�y#� � µ y*�#yXp 2\z#��|º�*|*x/©#� z\��� � �#y*��|&�m|Q{º� � �#y*�)t#x6y»x � � t � ª*y5� ® z�ª={ � �m|*��y#ª*�mz � t=|® y*�#y»Ó=| µ � t=|�{J|»�m|Q{º� � �#y5��£Sª=| ® |Q{J{ � � � z uw|*�6t#xVuw|*x/©mz x6y � z#��©*y*��y �,|*� � � � � � y»|�zSuw|*x/©mzÉ©Áy*��y �m|Q{º� � �#y*�
£�x�|*ª=z5� p/Ô-y#�T{ � u­t*y*«Q¬=z ©mzX�m|&{J|*��
ßz#� x/t#� y*�#y~|*x;uw|*� x�zm{��m| 
 t#ª*«��X|Q{Wª=zm{Ûy*� ® zm{ � t=|9�m| � ª*y#x zm{Wª=zÁÓ=zm{
uw|*x/©mzm{]�m|3Ó � �#y�©*y*��y ® y*�#y)|º�*| ® t*«Q¬=z\�Áz � t=|<©mz��m|3{J|*���,|=©Á�,|Q{J|*ªeuJy*�#yÛ©Áz5�¼t#xYrTÔ��<p=��|*ª*�mz6y={J{ � xW�m�m| � ª=| � {J|
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� �E,=35� 	(2
∀s ∈ Σ∗|tss ∈ L (G) ,� 	 ∃t′ss, t′′ss, ... ∈ L (S)⇒ t′s ≥ ts, t

′′
s ≥ ts, ...
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2 	 ∀tss ∈ L (G) |tss = tσ1σ1...tσnσn
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⊕n
i=1 tσi

2%� 	 ∃t′ss, t′′ss, ... ∈ L (S)
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�� 1 �

t′s =
⊕n

i=1 t
′
σi ,

!,� �
t′σi ≥ tσi ,

t′′s =
⊕n

i=1 t
′′
σi ,

!,� �
t′′σi ≥ tσi ,���
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L (S)
�

��|Ûy ® z#���mz ® z�x8|Q{J{ÕyO�m| � ª � «Q¬=z\�\zO{ºt#©m|*�?Ó � {Jz#�-uw|*x/©mz#��y#� x�|*ªeuw|�y*�#y#©euJyeu � Ó=z´©mz��m| ® z�ªeuw|*�jy#� �Xt5x6y={��#y={
{J| �
� ¶*ª ® � y={)�m|�|PÓ=|*ªeuwzm{��mzO�����Éuw|*x/©mz#� � µ y*�mz\��|*ªeu­�,|PuJy#ªeuwz\�XuwzX�#y={A|Q{wuJy={A{J| �
� ¶*ª ® � y={Auw¶*x {J|*t={Auw|*x/©mzm{��m|
Ó � �#yWx6y � z5�,|Q{3z�t � ��t*y � {Ay=z�uw|*x/©mzO�m|<Ó � �#yÛ�#yW©*y#� yeÓ#��y

s
�mzW������uw|*x/©mz#� � µ y*�mzTpM�¼x z�teu­�,zm{�uw|*� x�zm{P�¼©*yÁ��y



� � �
� ��� � � � � � Í ¦

® y*�#y {w| �
� ¶=ª ® � y �mzE����� uw|*x/©Áz5� � µ y*�mz\��zS{ºt#©m|*�?Ó � {Jz#��©mz��m|~�m|*��y*�MyEx�|Q{ºx6y {J| �
� ¶*ª ® � y ® z�x%� � 
ß|*�,|*ªeuw|Q{
uw|*x/©mzm{ �m|Û|º�*| ® t*«Q¬=zTp

��yeu­t#��y#� x�|*ªeuw|Á��y �,|*©Á�,|Q{J|*ªeuJy*«Q¬=zE�m|»t#x�{ºt#©Á|*�?Ó � {Jz5�3uw|*x/©mz#��y#� x�|*ªeuw|´y*�#y#©euJyeu � Ó=z ©mzX�m|9{J|*� 
ß| � uJy ©mz#�
t#x[y#teuwv�x6yeuwz

(max,+)
p8Î�z�ªeu­t*�mz\�M|Q{wuJy �,|*©*�,|Q{J|*ªeuJy*«Q¬=zU©Áz��m|S{J| uwz5� ª*y*� ® z�x t#x ª('#x�|*�,z � ª � � ª � uwz

�m|�|Q{wuJy*�mzm{P�/�m|*©Á|*ª*�m|*ª*�mzU�#y � � ª=��t*y=�m|*x
uw|*x/©Áz5� � µ y*�#y y {J|*�O�m|*��y*�#yXp ��|Q{w{Õy 
ßz#� x6y5�6|Q{wuw|Y©*�,z��#� |*x6y
©mz��m|6{J|*�j|PÓ � uJy*�mz�teu � � � µ y#ª*�mz9y 
ßz#� x6y#� � µ y*«Q¬=z9�mz&rTÔ��·©*y*��y/|Q{º©m| ® � �\® y*�]z ® z�x/©mz#�?uJy#x�|*ªeuwz~�mz&{ � {wuw|*x6yW|Á�
® z�ª={J| �
� |*ªeuw|*x6|*ªeuw|Á�¨{ � ªeuw|Pu � µ y*��z9{ºt#©m|*�?Ó � {Jz#� p

r 
ßz#� x6y#� � µ y*«Q¬=zE©*y*��y´y ® z�ª={wu­� t*«Q¬=z �mz»{ºt#©m|*�?Ó � {Jz#��uw|*x/©mz#��y#� x6|=ª=uw|9y*�#y#©euJyeu � Ó=zS©*yÁ��y t#x �����Uuw|*x �
©mz#� � µ yÁ�mz»{J|Q��t=|~y x�|Q{ºx6y 
ßz#� x/t#� y*«Q¬=z �m| � ¦ ��� Í �X�-¦m���3|9y#©Á�,|P{J|*ªeuJyÁ�#y�y#ªeuw|*� � z#� x�|*ªeuw|Á�3©*y*��y~{ºt#©m|*�?Ó � {Õ¬=z
�mz �����8uw|*x/©Áz5� � µ y*�mzÉx�z��m|*� y*�mz�©mz#��t#x r¼Ô��<p]r�{w{ � xO�3�#y*�mz�t#xÝx�z��m|*� z �m| t#x%�����8uw|*x/©Áz5� � µ y*�mz\�
® z�x�zÉª=z#� x6y5� x�|*ªeuw|´£��m| � ª � �mz\��z�t»{J|�� y5��{J|*x Ó*y*� � y*«��X|Q{Ûuw|*x/©mz#��y � {9ª=zm{�uw|*x/©mzm{O�m|~Ó � �#y �mzm{�|PÓ=|*ªeuwzm{
�Jx6zX�m|*� z&|*x³y#teuwv�x6y=uwz

(max,+)
¡º�Ty/|Q{º©m| ® � �\® y*«Q¬=z~�#y/uJy*�,|�
 yWy/{J|*�3�,|�y#� � µ y*�#yW�m|PÓ=|��m|Q{ ® �,|PÓ=|*� ® z�x ® � y �

�,| µ y»z ® z�x/©mz#�?uJy#x�|*ªeuwzE�mz { � {wuw|*x6y y�{J|*� ® z�ªeu­�,z�� y*�mz\� ® z�ª={ � �m|*��y#ª*�mzEy={6Ó*y*� � y*«��X|Q{6uw|*x/©mz#��y � {/y�{J|*�,|*x
�,|Q{º©m| � uJy*�#y={�|=x {ºt*yÛ|º�*| ® t*«Q¬=zTp � tÛ{J|�� y5���m|PÓ=| � {J| ® z�ª={wu­� t � �-y={ 
 t#ª*«��X|Q{3uw|*x/©mz#��y � {��mzm{3|PÓ=|*ªeuwzm{��m| 
ßz5� x6y
� t*|Û{Õyeu � { 
 y*«QyOzm{6�,| � t � { � uwzm{<�mz ® z�x/©Áz5�?uJy#x�|*ªeuwz´�m|Q{J|�� y*�mzTp

��| � ª � �#y�y |P{º©m| ® � �\® y*«Q¬=z �m| ® z�x/©Áz5�?uJy#x�|*ªeuwz\�MyE{JÑ�ª=uw|Q{w| �mzÉ{ºt#©Á|*�?Ó � {Jz5�/©Á�,|PÓ=¶Sy={ ® z�ª*� � «��X|Q{»©*yÁ��y
|PÓ � uJyÁ���5� z � t=| � zm{�|6{ � u­t*y*«��X|Q{�ª*¬=z&�m|Q{J|�� y*�#y={�ª*y�|º�*| ® t*«Q¬=z9�mz&{ � {wuw|*x6y5� � ª ® � t={ � Ó=|�yeÓ*y#� � y#ª*�mzOy={ ® z�ª*� � «��5|Q{
©*yÁ��y � t=| yÉ� � ª=��t*y=�m|*x�{ºt#©m|*�?Ó � { � z�ª*y*�#y

L (S/G)
ª*¬=z��m| � ª*y � t=|»uw|*x/©mzÁ{~�m|»Ó � �#yE�m| |PÓ=|*ªeuwzm{9{J|�� y#x

�,|���t µ � �mzm{M©*y*��yÛy � t=£*x �mz�uw|*x/©mzO�m|MÓ � �#yÛ�mz9x�z��m|*� zW�mzW������uJ|=xW©Áz5� � µ y*�mz � ¦ ��� Í ���5¦m��� p3Î�z�ª={ � �m|*��y#ª*�mz
|Q{wuJy 
ßz#� x/t#� y*«Q¬=z\��uw|*x � {J|/yW{J|Q��t � ªeuw|9©*�,z�©mzm{ � «Q¬=za�
�)d f-¿¨f¼�=�Èkml\f Ç ��_ �X� � ��� � � � � ��	 � "%�0#  9�� � � � � � 	�, � � � "%�0# � � ��� ��� � � ���
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 �  %(' 	 � �61 � �6� �� �(7 	� � � �62 	,
 � 1 � � � � BK� � � ��!,� 
 �  %(' 	 � * � � ��+ 	 * � ���.+ � �
� 	��(
( %.1 � � � � � �61 � �6� �� �(7 	� � � �62 � 35� 	@;-��#$� 
���	J35� 	 � � �(�:"%	(#��� � �!# �  
���	��� 9�� � � � ��	 � "%�0#$�E, � 	�
���	� � �:"%� � �� ��� �

rV{JÑ�ªeuw|Q{J| �mz2{ºt#©m|*�?Ó � {Jz#�/uw|*x/©mz#��y#� x�|*ªeuw|Éy*�#y#©euJyeu � Ó=z2{J|Q��t=|�y x�|Q{ºx6y�
ßz#� x/t#� y*«Q¬=zY�mz y#� �mz#� � u­x�z
�m|&{JÑ�ªeuw|Q{J|9y#©Á�,|Q{J|*ªeuJy*�mz»|*x � ¦ ����¦m���g��teu � � � µ y#ª*�mz»zSx�z��m|*� z ® z�x/t#x�|*ªeuw|9�m| � ª � �mz ® z�xRuw|*x/©mzm{Û�m|WÓ � �#y
® z�ª={wuJy#ªeuJ|P{Qp���|<©*y*��y t#xY����� uw|*x/©mz#� � µ y*�mz�x�z��m|*� y*�mzÛ©mz#�¼t#xYy#teuwv�x6yeuwz

(max,+)
|Mt#x6y)|Q{º©Á| ® � �\® y*«Q¬=z

�m| ® z�x/©mz#�?uJy#x�|*ªeuwz&�m| � ª � �#y&t#x {ºt#©m|*�?Ó � {Jz#��£ 
 y ® uwÑ Ó=|*� �X|Q{wuw|6£ �#yÁ��y#ªeu � �mz/{J|*��uw|*x/©Áz5��y#� x�|*ªeuw|6y*�#y#©euJy=u � Ó=z
�m|)y ® z#���#z ® z�x y&2-�,z�©mzm{ � «Q¬=z Í pqo#p �]|Q{wuw| ® y={Jz\�m�m|Q{Õ�m| � t=|)yM|Q{º©m| ® � �\® y*«Q¬=z��m| ® z�x/©mz#�?uJy#x�|*ªeuwz6£)�m| � ª � �#y
z�t´u­��y#ª={ 
ßz5� x6y*�#y´|*x t#x6y´{ºt#�#x6yeu­� � µ �#ySx6yeu­� � µ �mz�x�z��m|*� z �mzS�����·uJ|=xW©Áz5� � µ y*�mz\�jz {ºt#©m|*�?Ó � {Jz#��{J|*� �
uJy5x/�Á£*x t#x6y�{ºt#�#x6yeu­� � µ �mz~x�z��m|*� z\�X|��#y*��y#ªeuw| � t=|�zW{ � {wuw|*x6y�{ºt#©m|*�?Ó � { � z�ª*y*�mzWÓ*y*� � | zm{3uw|*x/©mzm{��m| Ó � �#y
�mzm{M|PÓ=|*ªeuwzm{M|*x � t*y#� � t=|*�j|º�*| ® t*«Q¬=zTp
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( � � � 	 � 	���	 � "%� ���%� � � ; 	�#$�E, � 	�
�� 	 � !,� 
����$# ��� � � � � � � 	�, �&	 � ��	�# � ���� 	
� � ��� ��� � � ���

(max,+)
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&1 � �61 � !,� 
��  � 	�#$� � � �&	 ��� � � !,� 
 �  %(' 	 � � 	�� ��#  �&%.1 � � 	 ��	 � "%	�#$� ���E#$�!2 	)�� � � 	�, ��� � 	��(
( � ��!,� � �
�:"5# 	 � 	�
�� � � � 
&� �� ;=�E#$� � ���E2�35� 	 ��	 � !,� � ��# 	6"5# 	 � 	�
�� �&%.1 � � � �$#  +!, �E, )

A =





ε 2α ε
1β ε 2κ
1η ε ε





θ (A) =
[
1 ε ε

]

φ (A) =





2
ε
ε





� 	 �,� 	 � � � 	�, �E2 � 	���	./�� 	��&B�� 	�#�� ��#�35� 	 �)��	 � "-	�#$� ���E#$� 35� 	 , 	�� � � 7V#$�(;  ,  � � � 	 � ��B!# ��!.� "K��#$��# � � "  � 	�
����
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1 2

3

2α

1β

2κ1η
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�(�:"%	�#  �0#="K�0#$� "%	�# 7 �E#$��# � �  � "%	:% ��� � 	 � 35� 	 �&�$�.���(�!� 35� 	�BE#$� "%�0# � �� 
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E =





ε f1α ε
f2β ε f3κ
f4η ε ε





θ (E) =
[
1 ε ε

]

φ (E) =





2
ε
ε





	 !:�$�,� � � � � �� ����� 
&� �� ;=�E#$� � ���!2 	 � 35� 	�� � 7 � 
5%(' 	 � � 	 ��	 � "%� � 	 �� � � � ��� 	���	�
������/�61 � � � � � �I"%�0#

f1 = t+ 2;

f2 = t;

f3 = 3t;

f4 = 1.

�����6� � 7 � 
5%(' 	 � ;-��#$� 
���	 � 35� 	�)
(1)

"K��#$� � � � "%	:%.� � 	�# "%	�# 7 �E#$� � �!2 �&�$�.� � � ��	 � "%� � 	 	 � "-	�#$� � 	 � "C# 	

1
1 2

3

f  α

f  β

f  κf  η

2

1

2

3
4
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1
2 � 	 � � 	 35� 	�!,� � � � � 
 � � �@BE# � !.�!2 �/�  ����	 � � # 	� 
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� 	�� "5# ��!,	 ���6� � 	�
���� 
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	<>�� � � � 	�
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α
	
β

2�B�	 � !,� � �J� � ��	 � "%	�#$� ���E#$� �  
( +!, �  �
Ti (
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&�  �
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)
� � B!# ��!.�J� !.� � � "-	�# 7 �E#$�&%.1 � �61 � � � � � � � 	 � !,�!# � � !,� � � � 	<;=�  
���	 � �EB 	�, ��)

α β Ti Tf
2s 2s 10◦C 21◦C
4s 4s 19◦C 30◦C
6s 6s 26, 6◦C 37, 6◦C
8s 8s 33, 2◦C 44, 2◦C
10s 10s 38, 2◦C 49, 2◦C
12s 12s 42, 2◦C 53, 2◦C
14s 14s 45, 6◦C 55, 6◦C
16s 16s 45, 6◦C 56, 6◦C
18s 18s 45, 4◦C 56, 4◦C���
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16s
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f2 =

{
t,

� 	
f1 ≤ 16

16,
!.� � ��!,� 
��$# ��#  � �

� 35� 	 ;-��#$� 
�� 	 � � � 	 � � � � � 
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