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Formalismo Matematico Necessario

Numeros Complexos

Os numeros complexos sao 0s que pertencem ao conjunto de nimeros complexos, denotado por .
Estes sdo representados por z = a + jb, em que a e b s3 nimerosreaisej = +- 1 é o nimero imaginario.
Esta representacéo € chamada de forma retangular, sendo também representada graficamente por um vetor
iniciando da origem dos eixos coordenados de um plano cartesiano, em que 0 eixo X € o eixo rea (vaores
dea) eo eixoy é 0 eixo imaginario (valores de b), como se pode ver na Figura 1.

b _____________

Figura 1: Plano cartesiano para representagcdo dos nimeros complexos.

Este mesmo nimero tem outra representacdo denominada de forma polar, dada por z = rbg em

[(2 2 b L .
quer = a’+b? eq= arctg—, o que também € visto na mesma figura.
a

Os numeros complexos comportam todas as operacdes aritméticas da mesma forma que todo
nimero real. Assim, para dois nimeros complexos z = a + jb e 2z = ¢ + jd, tem-se as operacOes
aritméticas como a seguir:

Soma e subtraco:
2, £2, = (a+jb)*(c+ jd) = (azc)+ j(bxd);
Multiplicagéo:
z " z,=(a+jb)” (c+jd)=ac+ jab+ jbc+ j’bd = (ac- bd) + jb(a+c),
ou
z,” z,=rPaq,” r,ba, =(r," 1,)D(q, +q,);
Diviso:
z _nb I
i=ﬁ=é9(ql-qz);
Poténciaeraiz:
z' =r,'D(nq,);

ﬁ = 7" :Q/ED(qlln)-

Além destas operacOes, os nimeros complexos apresentam a operacdo definida por complexo
conjugado, que é denotada por z . Assim, paraz = a + jb, o complexo conjugado dezéz = a—jh.



Identidade de Euler

Para os numeros complexos, uma importante propriedade € definida, a qual é conhecida por
identidade de Euler. Esta identidade relaciona um nimero complexo com fungdes trigonométricas.

A identidade de Euler é apresentada a seguir, a qual é vélida para todo nimero complexo z= a+ jb

=rbq:
rBq =r d= r(cos q + j send).

Assim, naturalmente encontra-se que a=r cosd e b = r send, ou, considerando as operacbes Re e Im, que
retornam os valores das partes reais e imaginarias, respectivamente, quando aplicadas a um ndmero
complexo z qualquer, tem-se
a=Re{Z =Re{ rcosq+ jrsend}t =r cosq
e
b=1Im{Z =Im{ rcosq+ jr send} = r send.

Pela identidade de Euler, comprovam-se facilmente as operacfes mateméticas realizadas de soma,
subtracdo, multiplicaco, divisdo, poténcia e raiz.

Campos Variantes no Tempo e Equacdes de Maxwell

A Lei de Faraday

Com as experiéncias realizadas por Faraday, a respeito dos campos variantes, ele percebeu que um
fluxo magnético varidvel produz uma forca eletromotriz, ou diferenca de potencial, que pode estabelecer
uma corrente elétrica num circuito fechado. Dessa forma, a Lei de Faraday ficou estabel ecida como:

dF

fem=- —,

dt
dada em volts. Um exemplo simples é passar um ima por dentro de uma bobina, em que se percebe uma
pequena diferenca de potencia momenténea entre os seus terminais. O sina negativo da equagdo indica
gue a tensdo induzida nos terminais do fio esta gerando uma corrente em uma direcdo, de forma a reduzir a
variacdo do fluxo original, reduzindo assim, a magnitude da fem. Isto provém da Lei de Lenz que define a
producéo do fluxo de oposicdo a uma tensdo induzida. Esta equacdo também determina que uma fem
existira se houver uma das situagdes descritas a seguir:

1. Um fluxo variavel no tempo envolvendo um trgjeto fechado estacionado: por exemplo, um ima
passando perto de uma bobing;

2. Movimento relativo entre um fluxo e um tragjeto fechado: por exemplo, uma bobina se movendo
perto de um ima fixo;

3. A combinacdo dos doais.

Deve-se ver que, quando se considera um circuito fechado com n espiras, ou sgja, uma bobina,
entdo tem-se:
dF

fem=-n—m,
dt

onde F & o fluxo magnético que atravessa seu centro perpendicularmente a &rea descrita pelas espiras.
Desde que a fem induzida se refere a um circuito fechado, entéo:



fem=6é>dL.

Observe que, qualquer variagdo no percurso fechado varia a fem, o que naturamente se pode
confirmar devido a variacdo na area da espira em relagdo ao fluxo magnético que a atravessa. Desta
equacdo, utilizando alei de Faraday, encontra-se

. . dF d N >
NEdL =- — = - — S,
o= i a9

desde que

F =pxds,
e o percurso gyl € o contorno da area st. Por outro lado, desde que a area da espira seja mentida
constante, e o fluxo magnético varie no tempo, ent&o

— - 1‘[ B -
S= ><d S,
GBSy
e conseguentemente,
I
dL =- @— ds
o3 it

Pelo Teorema de Stokes no primeiro membro desta equacdo, tem-se
el =gl E)as,

eassm

gue é aformaintegra da equacdo de Maxwell para 0 campo magnético variante no tempo.
Como sfo superficies idénticas, entéo a relacdo

[ Ehas=- TBugs

€ satisfeita, e conseguientemente,

gue é a equacdo de Maxwell para 0 campo magnético variante escrita na forma diferencial, ou forma
pontual.

Exemplo: Considerando agora que o fluxo é constante, mas ha uma variagdo na &ea que 0 mesmo
atravessa, percebe-se que indiretamente este fluxo esta variando. Este € o caso da barra de curto-circuito
sobre trilhos vista na Figura 2.



X
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Figura 2: Barra de curto-circuito sobre trilhos. h4 uma fem induzida com intensidade proporciona a sua
velocidade.

Neste caso, observa-se que a &rea do circuito fechado entre a barra de curto-circuito e o voltimetro é

S=Ix.

Da equacdo de fem induzida, tem-se que
F
tem= . &F __d(Bs)

dt dt

Entretanto, como B é constante, entao
fem=- 5SS = - gdld _ gy &
dt dt dt

€ assim, como

dt ’
logo

fem=- BIU,

gue é a tensdo registrada pelo voltimetro.

Forca Eletromotriz de Movimento

Considerando o exemplo anterior, uma outra observacdo € feita a respeito da geragcdo da fem
guando a barra de curto-circuito se move no campo magnético. Desde que a barra de curto-circuito é
metdlica, nela ha elétrons livres que podem se mover ao longo da mesma. Como sao eétrons livres e os
mesmos estdo acompanhando o movimento da barra de forma perpendicular ao campo magnético, entdo ha
uma forca sobre estes elétrons dada por

F-U” B,

gue pode ser vista na Figura 3.
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Figura 3: Secéo do condutor da barra de curto-circuito: a velocidade da barra perpendicular ao campo
magnético gera uma forca sobre os elétrons livres criando uma diferenca de potencial entre os terminais da
barra.

Assim, como os elétrons sdo livres, eles tendem a se mover na direcdo da ponta superior da barra,
ficando esta negativa em relagdo a ponta inferior, que se mantém relativamente positiva. Isto define uma
diferenca de potencia crescente de cima para baixo, 0 que explica a tensdo negativa registrada no
voltimetro, além da direcdo da corrente que é subindo o condutor.

Por outro lado, da equagdo da forca, vé&-se que ha um campo elétrico entre os dois terminais da
barra, dado por

=U" B,

rollul!

gue é chamado de campo elétrico de movimento, denotado por E,T; , ISt &,
E.=U’ B.
Considerando que haja uma variagdo no campo magnético, além da velocidade da barra
modificando a area, as duas contribui¢des sdo incluidas para a fem resultante, a qual € dada por
fem= g L =- 1B xS+ g0 Bpal
it ’
onde o Ultimo termo provém do campo elétrico de movimento no circuito fechado. Esta equacdo é
equivalente &

dF
fem=- —.
dt

Corrente de Deslocamento
Observando a Lei Circuital de Ampére para cargas estaticas na forma pontual, isto €,
N H=3,
vé-se que a divergéncia fornece
R>Q" H=0=R>
0 que é inadequada quando se observa a Equacdo da Continuidade na forma pontual, que é

ij:__,
fit

pois sO sera vdida se



Ir_
fit
Entretanto, para avaliar 0 que acontece com 0 campo variante, adiciona-se um novo vetor, denotado

0.

por G ale Circuitd de Ampére para encontrar uma relagdo mais concreta em relagdo a variagdo deste
campo. Assim,

R H=3+G
em que, tomando a divergéncia, encontra-se
NXj+N>(_?; =0b N)(_‘.;:-ijzi[—rt_
Como

N>45:r,

Néz%ﬁ“LN%%

pois a divergéncia ndo inclui a variagdo no tempo. E dessa forma, tem-se que 0 novo termo adicionado a
Le Circuital de Ampeére é dado por

~ 1D
G=-—,
it
ou,
N H=3+1D
it

Observa-se agora que a Lei Circuital de Ampére envolve um termo baseado na variagdo do campo
elétrico, e que

tem a mesma dimenséo de J , que é A/mz, 0 que leva a denominar o vetor G de densidade de corrente de
deslocamento. Logo, para simplificar a notagdo, denota-se esta por

—_

= _5_1ID
J = G =
‘ Tt
e, conseqiientemente,
N H=J+J,.

Com esta nova defini¢do, complementa-se o terceiro tipo de densidade de corrente. Em sintese:
Densidade de corrente de conducao: J=sE ;

Densidade de corrente de convecgao: J=ru ;

Densidade de corrente de deslocamento: J4 = 11"—? .



No caso de J,, para um meio ndo condutor em que a densidade volumétrica de cargas nédo esta

presente, por exemplo no espaco livre, J= 0, e conseqlientemente,

gue apresenta uma simetria com

Da mesma relacdo entre corrente | e densidade de corrente J , define-se a corrente de deslocamento
l4, como

= z_ID_=
d = QJd xdS= ()_ﬂt xds.
Esta corrente existe em todos os condutores reais em que flui uma corrente de conducdo com

campo elétrico varidvel. Um exemplo prético desta corrente de deslocamento é a corrente senoidal que

passa em um capacitor, que em termos de corrente continua (densidade de corrente de conducdo J) ndo ha
passagem de cargas. Entretanto, a corrente varidvel (senoidal) ou alternada, passa, que € uma corrente de
deslocamento, 0 que pode ser provado utilizando a Lei Circuital de Ampere com ainclusdo desta corrente.

Exemplo: Considere um circuito RC onde uma chave s, ao ser ligada, fornece tensdo ao capacitor, como
visto na Figura 4.
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Figura 4: Circuito RC para andlise do campo magnético gerado através da variagdo do campo elétrico
variavel no capacitor.

Pela teoria de circuito, sabe-se que a tensdo no capacitor &
e - ®e L0
V= Voél eRCT— §1 RC:
e, sendo V uma fungdo de z, com C sendo a capacitor de placas paralelas, o campo elétrico entre as placas é
dado por:

- & o— V IR®-— 0—
E:—szlg—z—:az—-—az=—eRC-ljaz,
zed o d d p

Logo, um campo elétrico variavel é gerado dentro do capacitor, e dessa forma, utilizando a equagdo de
Maxwell para campos variantes no tempo, tem-se



ou, do rotacional,

& MH,  TH o~ ofH _TH é—+1ad1(er) H o _ 5, IRIEw O
=t 3 R -—lia,=J+te——_Cef - 1@
rt 1z 38' §7 fro ré W W %gaz d fi p

gue, comparando os termos, vé-se que

12H) MO IR w1 %
r I 1 RCd Cd

considerando que a densidade de corrente J sgja nula para um capacitor com dielétrico perfeito. Dessa

forma, observando que o campo magnético apenas varia na direcdo f, que é dada pela regra da méo direita,

desde que a corrente variante esta na direcdo z, entdo tem-se
Eﬂ(er ) _ ieE

ro I Cd

gue integrando em r, da

ou,

> > erl ——
H=Ha=—"e%a,
f & >Cd &

onde d é a distancia entre as placas do capacitor e | € a corrente em regime permanente.

Condicdes de Contorno

Deve-se observar que, para dois meios fisicos reais, as condi¢des de contorno necessarias para
solucionar as Equactes de Maxwell sdo invaridvels, de tal forma que se pode obter:

E, =E,
H, = H,
D, - Dy, =T
B, =B.,.

Se for considerado um dos meios como sendo um condutor perfeito com s = ¥, mas tal que J sga
finito, tem-se E=0 e, da Lei de Faraday, encontra-se em conseqiiéncia H=0 ta gue a densidade de
corrente J considerada finita é encontrada como J =0 determinando gue a corrente flui no condutor por
sua superficie. Assim, £, =0, H, =K, D, =rs e B, =0, onde a densidade superficial de corrente Ky

sd é admitida em condutores perfeitos, pois caso contrario, cargas livres distribuidas dentro do condutor
podem se mover, o que explica o efeito Joule em condutores ndo perfeitos.

Efeito das Variacdes dos Campos nos Potenciais

Com a variagdo dos campos, outros fendmenos se apresentam. Sabendo-se que para cada campo ha
0S campos potenciais relacionados, € necessario entender 0 que acontece com estes quando ha variagdes
nos campos el étricos e magnéticos.



Denominam-se de Potenciais Retardados os campos potenciais variaveis no tempo, cujo motivo é
Visto nesta Secéo.

Quando tratando dos campos estaticos, tem-se que o potencial elétrico e o potencial vetor
magnético sdo dados, respectivamente, por:

_, _fdv
O 2per
- . Mmldv
A—QI 4pR

e N?A=-

com N?/ =- \=-mJ onde 0s campos estdo relacionados por E=-NV e B=N"A

r
e
Observando a relacgo de E com V, quando é tomado o rotacional seu valor da zero, ou seia,
N E=-N"RNv=00 gue ndo é consistente com o resultado encontrado para 0s campos variantes, que é
R E= ‘HB
Mt
Assim, comparando os termos deste rotacional, percebe-se que hé um novo termo que n&o € visto

guando se admite o campo €elétrico estatico. Chamando este termo de N tem-se que E=-NV+N, e
entdo, encontra-se para a aplicacdo do rotacional que

N Ezo+R N=-1B

it
e, pelarelacéo entre Be A encontra-se
8 N=- LR A=A 1A
Tt fit’

—_

gue tem como solucdo mais simples N =- 1%—':‘ Dessa forma, 0 campo elétrico é formalizado por

E N ﬂ A
it
Substituindo este conceito nas equacfes anteriores, encontram-se

2’0‘
LR A= J+e§ N1]|]\t/ ?thAi
o
e
& o T (e =\0
ec- NxNV - —IN =
g ﬂt( )z

ou, pelaidentidade vetoria

tem-se

10



r

T fxa)=-L.

it
A solucéo para estas equacdes é formalizada por:

N2/ +

D

2
Ry =- e v
e it
Entretanto, 0 maior problema referente aos campos potenciais, refere-se a propagacéo. Adiante, ao
estudar as ondas €l etromagnéticas, sera visto que a velocidade da onda para um meio qualquer é dada por

U:L.

.‘HTE
Porém, como segundo a relatividade, nada pode ultrapassar a velocidade da luz, entdo a variagdo de
densidade de carga em um ponto ndo gera um potencial em um ponto distante instantaneamente, mas apos
algum tempo. Dessa forma, considera-se que os geradores do campo potencial r e J, passam aser [r] e
[J], ta que

_ « [r]av
QI 4peR

~ . nJdv
A_ Q' 4pR

em gue o valor entre colchetes ([r] ou [3]) sdo interpretados como sendo retardados no tempo, onde em
toda expressao, o valor det € substituido por
t'=t- B
U

com R sendo o raio, ou distancia onde se esta medindo a poténcia e U a velocidade descrita anteriormente.

Exemplo 3.3: Sgar = 2pe'3t. Assim, para calcular o valor do potencial em um ponto distante R, sendo o
meio de propagacdo o espaco livre, tem-se

R 9
310% o

ooH

-3
[r ]= 2pe
gue é utilizada na Equacéo (3.50) para encontrar V.

Ondas Eletromagnéticas

Foi estudado na secdo anterior o efeito da variagdo dos campos nas equagtes de Maxwell e a
relacdo direta entre o campo elétrico e magnético. Um dos casos mais consideravels a ser estudado se

11



refere a0 caso da variagdo permanente de um dos campos na forma cossenoidal e sua conseqiente
influéncia no outro. Esta forma define a formagdo de uma onda eletromagnética, desde que, considerando
esta variagdo no campo elétrico, h4 uma constante formagdo de um campo magnético e vice-versa. Para
trabalhar com estas estruturas, escrevem-se as equagtes de Maxwell no espaco livre, onde ndo ha cargas
distribuidas nem densidade de corrente circulando, como:

2
ml
1]

X|

0

Z
m)
I

H
™ g

xH =0

2

& T E
N H =g, 1e
it
Quando se considera a variagdo de um campo na forma de uma funcdo cossenoidal, relaciona-se
todo o sistema descritivo dos campos com o0s nimeros complexos e com os fasores. Considerando que um

campo elétrico
E = Exax): Exyz cos (Wt + f)ax,

em que Exz € uma fungdo de x, y e z podendo ser também de w, mas nunca de t (pois este valor € a
amplitude maxima da onda que pode variar com a posi¢cdo ou com a freqiiéncia, como é o caso da tensdo

que passa num capacitor, mas ndo com o tempo: a funcéo do tempo esta definida no cosseno), e f éo
angulo de fase que também pode ser fun¢do das mesmas variavels de Exyz

Utilizando a identidade de Euler, encontra-se
Ex= Re{ Exz COS (Wt + ) + | Exyzsen (Wt + f)} = Re{Exz €™ "™} = Re{Exd' €™}

Ou, em forma de fasor, obtém-se Exs = Exy ejf, onde o indice s indica uma quantidade no dominio da

freqiéncia, em que a quantidade real no dominio do tempo pode ser feita pela multiplicacdo de ",
retirando a parte real via funcéo Re.

Deve-se observar que qualgquer vetor na forma de fasor, a derivada em relacdo ao tempo equivale a
multiplicar o fasor por jw. Por exemplo, sendo

Ex = Exyz COS (Wt + ) = Re{Exz ™ " )

entéo,

% =-WE,,sen(Wt +f ) = Re{ jWE,,e" """}
e, tomando a Ultima parte desta equagdo, tem-se

% = Re{ jWE,,e'"""}

= Re{ jWE,y (cosfvt +f ) + jsen(wt +f ))}
= Re{ jWE,, coswt +f ) - WE, sen(wt +f )}
= -WE, sen(wt +f )

XyZ

Em termos de fasores,

I(E.e") TE,e' e . _
ﬂ;xs — ( ﬁt ) — ( ><yﬂt ): waxyZleert — waxyZelf — waXS'

12



Com este formalismo apresentado, representam-se as equagtes de Maxwell gquando considerando
variagOes senoidais, na forma de fasores de maneira simples, como a seguir:

NxEs =0
N Es=- jvmH-s
NxHs=0
N" Hs = jwe, Es
Para solucionar as equagdes de Maxwell de uma forma simplificada, utilizase o procedimento a

seguir, que leva a equacdo conhecida por Equacdo de Ondas:

KR Ee=-jwmR" He.
Pela identidade vetorial:

em gque A éum vetor qualquer, encontra-se

N(NXES 2Es =—]meN Hs
0- N2Es =- jwmN " H
N2Es = jwmN" H.s
N2Es = leTb(JWG Es)

N2Es =-w2me,Es

em que esta Ultima equacdo, ou Equacdo de Onda, também é conhecida por Equacdo Vetoria de
Helmholtz. A equacdo de onda é uma egquacdo que pode ser expandida em termos de equacdes escaares e
solucionadas. Por exemplo, para a componente de x, tem-se

NZ Exs = _WZ me, Exs

ou
T°Es ﬂExs ‘ITE<5:_\,\,rTa e.E..
'S VAR 4
Para a componente de y, tem-se
N?E,, = -w’me,E,,
ou
2 2 2
ﬂﬂ?s ﬂﬂ;ys ﬂ'anzys = WIMEE,,
eparaz
N’E, =-w’me,
ou
TE: , T°Ex , TEx - wime,E..

% Ty 1
13



De uma forma simplificada, pode-se solucionar a equagdo de onda, considerando que o campo
elétrico s tenha componente em X e esta ndo varie com y ou z Dessa forma, as derivadas de Exs em
relacdo a estas varidveis se tornam zero, o que resulta em uma equagdo diferencial ordinéria, dada por

d’E,
dz®
Jm)eoz

— 2
=-w rn)eOExs;

aqual tem como solugdo E,s = E,c€ w , 0u, no dominio do tempo,
E, = Re{EXOe‘ ™ ”be"zew} = Exo cos(N (t- 2,/mye, )) = E,o cosWt - bz),

em que Exo € o valor da magnitude méxima de Exno pontoz=0emt =0, e b =w,/me, é aconstante de
fase ou nimero de onda, medido em rad/m. Observa-se neste resultado o valor

Jme, =-/4 107 8854" 10°% %:1
C

c@3 10°m/s= % = velocidade da luz no espago livre
me,

, z . .

e, conseqiientemente, o termo  z/Me, == tem unidades de tempo, o0 que indica que este tempo representa
c

0 atraso que apresenta uma onda para sair de um ponto inicia e ir a um ponto final a zmetros de distancia.

i B w
Disto, encontra-se também que b =—.
c
Por outro lado, considerando t = 0, encontra-se o termo do cosseno como
wz
- Wz /mye, =- —.
C

Desde que o cosseno é uma funcdo par, pode-se desprezar 0 sinal para entender este termo. Assim,
observando que para distancias periddicas z 0 cosseno deste termo repete seu valor, denomina-se entdo
| =z de comprimento de onda, tal que

",
que implica dizer
LIy Qi
c w 2pf
ou
| =€
f
e, conseqlientemente
b2,

A onda, entdo, propaga-se na direcdo +z, onde se pode observar que para um ponto P onde Ex é
constante, é necessario que Wt - bz=k, onde k é uma constante e, desde que o valor desta equacéo sgja
constante (embora t e zvariem), entdo se 0 tempo necessariamente cresce, z também cresce linearmente, de
forma que o valor da fase ndo muda. Em outros termos, tomando a derivada, tem-se

14



dz _w

—=—=c

d b

Este caso €é visto na Figura 4.1, onde o ponto P é localizado sempre na crista da onda e, com o
passar do tempo, sua posicdo em z vai mudando. Assim, vé-se que o campo elétrico estd em movimento,
sendo chamado de Onda Caminhante, ou Onda Progressiva

EA

b

S\
\\/X\/

Ny,
>

3z

—>

D
C

Figura 5: Onda caminhante.

Com este resultado obtido, analisa-se a partir deste momento, o campo magnético, utilizando a
Equacdo de Maxwell na forma de fasores:

N, H,s = jweo és.
Desde que se esta considerando apenas a componente Exs que varia apenas com z, entéo

1TExs - _ WnBH

P4 J -
Do vaor de Exs encontrado anteriormente, tem-se
ﬂE - jw. e,z

—= =1(Exoe A% )=l

Tz 1z 1z

bE,, .., Wyme y e,
Hys - X0 e jbz - 0 Exoe jbz - Exo _oe jbz
wm wim, m,

gue, passando para 0 dominio do tempo, encontra-se

(EXOé ij) =- jbExOé = JWrnOH ys

e, dessaforma,

15
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Observa-se que a componente do campo elétrico se movimenta na diregdo z com um campo
magnético perpendicular. Além disso, tomando a relagéo entre estas componentes, tem-se

E_m

H, e,

gue é constante, determinando que os campos estdo em fase. Este valor € denominado de impedancia
intrinseca, denotado por h, ou

h = m
e
em uma forma generalizada, tendo dimensBes de W (ohms). E sendo este valor considerado no espaco
livre, encontra-se pela substituicdo direta dos valores de my €, a impedancia intrinseca do espago livre,

dada por
h, = feﬂ = 377W @L20pW.
0

Uma importante consideracdo € a denominacdo desta onda, a qual € chamada de onda plana
uniforme, pois seu valor € uniforme ao longo do plano z = constante, representando um fluxo de energia na
direcdo de +z E, como os campos elétrico e magnético sdo perpendiculares a direcdo de propagacdo, esta
onda é chamada de onda Transversal EletroMagnética (ou onda TEM).

Deve-se observar que a onda TEM fisicamente ndo pode existir, pois ela se estende ao infinito em
duas dimensdes, 0 que representa uma quantidade infinita de energia, embora alguns casos como o campo
distante de uma antena transmissora sgja uma onda plana para uma regido limitada. Também, deve-se
observar que 0 caso tratado aqui, ndo limita os resultados das ondas, pois qualquer sinal como uma onda
guadrada, triangular, etc., pode ser formalizado em termos de soma de infinitas sendides via Séries de
Fourier.

O Vetor de Poynting

Uma onda eletromagnética apresenta uma poténcia que é carregada em seus campos, desde que
estes gpresentam uma energia acumulada. A determinacdo da poténcia em uma onda eletromagnética é
baseada em um teorema, conhecido por Teorema de Poynting. Para apresentar este teorema, inicia-se pela
Equacdo de Maxwell

N H=3+ 12
i

em que, fazendo o produto escalar com o campo €elétrico E encontra-se
= 'ITD
‘ﬂt
Através da identidede vetorial: NX{A” B)=- AX" B+B*N" A eidentificando A com E e B com H,

tem-se que o primeiro termo do segundo membro desta identidade é o negativo do primeiro membro da
Equacdo (4.13). Assim, tem-se

B =3 +E
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(. D
H >N E—N>(E H)=J><E+E><1]"—t.

Entretanto, a Equagdo de Maxwell fornece

N E=-1B
Tt
e dessa forma,
CHAB e H)= T+ EAR.
Tt Tt

Como no espago livre D =€, E e B =m H> , entdo, encontra-se

-mx(aﬁ):a@eogxﬂﬂ_fwﬁxﬂﬂ_?_

Além do mais,

EOEXE: & ﬂEz :1&0E29

it 2 M Mg 2 g

gue pode ser provada facilmente, desde que Eé uma funcéo de um cosseno.
Da mesma forma, tem-se

TS % S - s
It 2 Tt it 2

Dai, substituindo na equagdo anterior, encontra-se

R H)=TE

gue integrando em um volume, encontra-se
T, &E° mH

o e = g v g B S

O primeiro termo desta equacdo pode ser transformado em uma integral de superficie utilizando o
Teorema da Divergéncia,

CEI xAdv = @Mé
0 que resultaem

Y s a_ \_' Tl N E@OEZ I l:)H 0
- = + = + o
Q(E H)>‘dS QIJXEdV T ng—z > EV.

Nesta equacdo, observa-se em analogia com a Lei de Gauss, 0 primeiro membro indica um fluxo
gue atravessa uma superficie fechada. Entretanto, olhando para o segundo membro da equagdo, vé-se que
ambos os termos tém unidades de poténcia. Logo, o que flui, atravessando normamente a superficie
fechada da integral do primeiro membro € a poténcia que entra no volume limitado pela superficie. O
primeiro termo do segundo membro da equacdo € a poténcia 6hmica total dissipada dentro do volume, e a
integral do segundo termo € a energia total armazenada nos campos elétrico e magnético. Como ha uma
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derivada no tempo, este segundo termo do segundo membro da equagdo é uma poténcia instantanea que
incrementa a energia dentro deste volume. E, se

& Hpas
€ a poténcia que entra no volume limitado pela superficie, entdo

QE H)ds
éa Eoténcia gue sai normamente do volume. E dessa forma, denomina-se de vetor de Poynting, denotado
por P, o produto vetorial nestaintegral. Ou sgja,

F=E'H
gue é a densidade de poténcia instanténea, cujas unidades de medida sdo WIn'.
Através do vetor de Poynting, comprova-se 0 que foi citado anteriormente, em que uma onda com
campo elétrico na direcdo x e um campo magnético na direcdo y se propaga na direcéo z, pois
E, a;' H yay’ = Pza;.

Deve-se observar que para calcular o valor médio de uma funcdo periddica, integra-se a funcéo ao
longo de um ciclo completo, dividindo o resultado pelo periodo T=1/f. assim, utilizando-se deste
procedimento, encontra-se a densidade média de poténcia no tempo por meio de:

_1‘1’ . _1\T -, >
Pmed—?QP‘dt—?Q‘E H‘dt.

Propagacao das Ondas em Outros Meios

Propagacao de Ondas Eletromagnéticas em Dielétricos Perfeitos

Introduz-se aqui a primeira discusséo da propagacdo das ondas eletromagnéticas em um meio que
nao é o espaco livre. Dessa forma, sendo um dielétrico perfeito (sem perdas), sabendo que neste meio sO ha
dipolos (meio isotrépico e homogéneo), o que define uma carga total nula, e tendo este dielétrico
permissividade € =€er€, e permeabilidade M=nNxMm, entdo a Equagdo de Ondas se torna

N2E, = - w?meE, = -W2m,me.&, Es

Considerando o exemplo trabalhado no Capitulo anterior, isto & que E.= Exsa; e que Exs o varia
com z, entéo

4
A solucdo desta equacdo € simples como vista na se¢do anterior, considerando a permeabilidade
m=ngM e a permissvidade € =€gr€,. Entretanto, para se mostrar que ndo ha perdas neste meio,
considera-se que ha uma atenuagdo exponencia na solugéo, que é da forma:

2
W NeE,.

Ex=Exw e’ * cos (Wt -b2),
ou
Es=Eoe®e”? (¥
onde a é a constante de atenuacao, e se desgja provar que a = 0 (sem perdas).

Como na Equacdo (*) se tem duas exponenciais, esta equacdo pode ser escrita como
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Exs = Exo 6@ 107

= Exo e_gz,
onde g = a + jb é a constante de propagacdo complexa.
Colocando esta nova formulagéo de Exs na Equagéo de Onda, encontra-se

g 2 -
92Ex0egZ:-W meEge”

gue solucionando dé92 = -w’ne ou g=% -w’ne=+ jW\/E. Isto & como g = a + jb, percebe-se que
s6 h&d o valor complexo g=+ jW\/E =+ijb, ou b=% W\/E e a =0, como era desejado comprovar,
0u sgja, ndo ha perdas em um dielétrico perfeito.
Considerando a propagacéo positiva (b = + W\/E ), entdo, Ex = Exo cos(Wt -bz) e sua velocidade
de propagacdo é
1 1 C

_ 1 = =
e Jme, JJmer  Jmeq

0 gue se pode observar que em qualquer meio, a onda se propaga mais lenta que no espaco livre, pois
JMer & sempre maior que 1. Além disso, tem-se que 0 comprimento de onda é dado por

Q: C = IO
fof/mer  Jmesn

gue mostra que 0 comprimento de onda também é reduzido ao entrar em um meio que ndo sgja 0 espago
livre.

Por outro lado, o campo magnético associado ao campo elétrico Ex é dado por

Hy = Ehxo cos (Wt -b2)

tal que, arelacdo entre os campos define aimpedéancia intrinseca que é

Hy eR e0 eR eR eR

gue se pode ver que para meios dielétricos e ndo magnéticos, a impedancia intrinseca é sempre menor que
ado espaco livre.

Um exemplo tipico pode ser visto como a seguir: considerando uma onda de 3GHz, com Ex = 1
V/m, que se propaga no espaco livre tem

U=c=3" 10%mis

s 4n8
1 =10=5=310 _g1m
f 310
h=ho=377W
b:2—p:62,8rad/m

[
e, dessa forma
Ex=cos (6p ~ 10% — 62,82) V/m

Hy = '; =2,653° 10°cos(6p  10°t — 62,82 Alm
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2
P, =Ew-qom363w
) 2.10

Entretanto, considerando que esta onda esteja passando por um meio dielétrico perfeito, com nk= 1
e er = 250, entdo

;.8
u=—2_=310 _15973" 10" mss

Jme: /250

I 0 — 011

| = == =6325" 10°m
1/rrkeR /250

h=ho ™k = 3771/i = 23,844 W
e; 250

b = 2|—p: 993,389 rad/m

Ex=cos (6p ~ 10°t — 993,389 2) V/m

Hy = 'E = 41,9 10%cos (6p * 10° — 993,389 7) Alm

2
Pz med = Exo
’ 2h

onde se pode ver que a velocidade da onda reduz bastante, bem como o comprimento de onda e a
impedancia intrinseca. Entretanto, a constante de fase aumenta e a poténcia media da onda, idem.

=0,02097 W.

Propagacao de Ondas Eletromagnéticas em Dielétricos com Perdas

Quando se consideram materiais com perdas, implica dizer que sua condutividade é finita, o que
indica que ha resistividade e conseqliente perda 6hmica. Assim, os materiais dielétricos reais apresentam
uma certa condutividade que em muitos casos podem ser desprezada, mas € necessario que um critério seja
estabelecido para que isto sgja possivel, como sera visto a seguir.

Iniciando com a equacdo de Maxwell N Hs = Js + jweEs e sabendo que a corrente de conducéo
édadapor Js =S Es, entéo,

N* Hs=s Es+ jweEs = (s + jwe)Es

e, como N” Es =- jwmH s ent3o, do que foi visto na Secdo anterior, a constante de propagacio se torna

g2 =(s + jwe)jwm=+./[s + jwe)jwm, onde se pode ver que o efeito da condutividade incluida s,
mudou o vaor da constante de propagacéo g.

Desenvolvendo este novo termo de g, tem-se
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g =,/ +jwe)jwm

. \2es 0
g =_|(jw)E=—+eim
\/(J ) el

xS

0

= jw mag—+1i
9= jwe g
g= ijme 1- j—S

we

onde foi desprezado o sina negativo da equacdo anterior, por estar sendo considerada a propagacdo em z
positivo.

Deve-se observar que, se o dielétrico for perfeito, ndo ha corrente de conducéo 3 0 que implica
gue ha uma resistividade infinita (isolante perfeito) ou que a condutividade é zero (s = 0) e, entdo, a
constante de propagacao g torna-se a mesma descrita anteriormente, em que a = 0.

Considerando os valores de w, €, me s, pode-se calcular o valor de g em coordenadas retangulares,
e encontrar os valores respectivos de @ e b, como as partes reais e imaginérias, como g =a + jb . Além
do mais, através de g, considerando o exemplo trabalhado nestes Capitulos, encontra-se que o campo
elétrico é dado por E, = E,.e e ™ €, 0 campo magnético é dado por

Exs — ExO -az - jbz

H,= = e*e
h h
onde
h = Hye
EXS
h =

em que se pode ver que os campos elétrico e magnético ndo mais estdo em fase no tempo, pois ha uma
variagdo complexa entre os dois. Isto ocorre por que a pequena parte da corrente de condugdo, a qual tem a
mesma fase do campo elétrico, é defasado de 90° em relagdo a corrente de desocamento, e
consegiientemente, a componente vetorial equivaente dada pela soma das duas densidades de corrente néo
mais mantém a diferenca de 90° em relacdo ao campo elétrico, como pode ser visto na Figura 5.
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Db - Do -

Defasagem devido
a gerada por &3

Figura 5: Defasagem entre os campos €l étricos e magnéticos em um dielétrico com perdas.

Com o fator a, ou a constante de atenuagdo, pode-se observar que a medida que a onda se propaga
em direcio & z, o termo exponencial % implica em uma reducéo na amplitude da onda, tanto no campo
elétrico, como no campo magnético, como se pode ver na Figura 6, onde além da atenuacdo, vé-se a
defasagem entre o campo elétrico e 0 campo magnético.

Defasagem devido
a J gerada por o

Figura 6: Atenuacdo e defasagem em uma onda el etromagnética.

Como um exemplo direto, considerando uma onda com w = 2° 10™ rad/s, lk=1,er=200es =50

/m, tem-se
4 10
f :£:2i23183GHZ
2 2
S
— = 5,0 5 = 50 =1,412
we 27 10°° 200" 8854 10 35,416
e dai,

g=j2 10°1 4p 107 200" 8854 10 2./1- j1,412

g = j943452/1,73D - 54,7

g =943,452D90° " 1,315D - 27,35
g =1240,64D62,65
g =569,98+ j1101,96 m™.
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Como g =a + jb, entdo
a =569,98Np/m

b =1101,96rad / m.

Conseguientemente,

1 1
h =377 z—oo—m
_ 377 1 _ 26,66D0
20013150 - 27,35 13150 - 27,35
h =20,27D27,35 =18+ j9,31W

gue determina que Ex apresenta um campo magnético Hy defasado de 27,35° em cada ponto.
Além do mais, como a = 569,98 Np/m, ap0s a onda percorrer a disténcia de z= 1,2161 mm, entéo
e-az — e-56998' 1216110° _ 05

ou sgja, a onda tem as amplitudes de seus campos atenuadas em 50% do seu valor nominal (a constante de
atenuacdo é grande!).

Neste exemplo pdde-se ver o efeito de uma condutividade ndo desprezivel, em que uma onda
eletromagnética. Porém, como citado anteriormente, é necessario definir os critérios para ndo considerar o

efeito de s.
O problema de considerar pequenas perdas € uma questdo de engenharia, dada pela magnitude da

~ S . . L , . s
razéo e comparada com a unidade. Deve-se observar que, da teoria de circuitos, € o termo imaginario

de uma impedancia que defasa a tensdo da corrente. Da mesma forma, numa onda eletromagnética, este
termo imaginario é quem defasa o campo €elétrico do campo magnético. E, também se pode ver que é o

valor e que é responsavel pelo termo imaginario, onde, quanto mais proximo de zero, mais h tende a um

vaor red.

S
O termo e € conhecido por tangente de perdas (tan d), que é arazéo

Js

Jas

S
tanq =— =
we

gue provem da Equacédo de Maxwell

—_—

N Hs=(s + jwe)Es =3, .+, = Js.

Vése que a corrente de condugéo .Js's € defasada de 90° da corrente de deslocamento. Entdo, a
tangente de perdas se referencia a tangente do angulo formado entre a densidade de corrente de

deslocamento st e a densidade de corrente total Js. Com a reducdo deste valor a zero, implica dizer que

st = Js, ou gque ndo h4 defasagem entre os campos elétrico e magnéticos. Mas, considerando que as
perdas ndo sdo grandes, ha aproximagdes Uteis para a constante de atenuacdo a, para a constante de fase b
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. A, S ~ .
e para a impedancia intrinseca h, se s < 0,1we, ou e < 0,1 para ndo haver muitos erros de
wi

aproximacdes. O termo
. .S
g= qulrre 1- j—
we
pode ser escrito como um binomial na forma

) i
S la&s 0

W«/ é|_- —+t—Cc—= +x>og

- JWe 8gweg g

em que os valores procurados de @, b e h podem ser aproximados para

a @JWJ_Q- =92 m

weg 2
e &5 ..2L‘j
b @w /rea+=2y
g 8ewegy

Ou, em muitos casos

e, também
é
h@\/EéL-gaes 9+ — @\/7§.+J
é 8eweg 2we 2weH

Exemplo: Considerando uma onda com freqiéncia de 15,9 GHz e um dielétrico en que ek = 50 e S = 20
/m, entdo
20

S
tangq= —=— ———— —— =0,452
we 2p 159 100 50 8,854 10

que € um valor maior que 0,1. Entretanto, utilizando as aproximagdes definidas, encontram-se
a =533 Np/m
b = 2420 rad/m
e, utilizando a primeira aproximacéo para h, encontra-se
h =50,3D137 =492+ 12,0 W.
ou através da segunda aproximacao
h =54,7D127 =533+ 12,0 W.
Observe que o valor red parah &
h =50,8D12,2° =496 +j 10,7 W.

0 que mostra que ha um erro razoavel. E por isto que se devem utilizar estas aproximagdes para 0s casos
em que a tangente de perdas é menor que 0,1.
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O Vetor de Poynting em meios dielétricos

Quando uma onda atravessa um meio dielétrico que ndo sgja 0 espago livre, sua diregdo continua
sendo dada pelo vetor de Poynting, embora outras condigdes sejam consideradas.

Em principio, a equacdo do vetor de Poynting vista na secdo anterior, é dada por P=E H.
Porém, em se tratando de um diglétrico € =ege, e M=nMyMm, toda a formulagdo para o vetor de Poynting
muda apenas na inclusdo desses termos, onde aparecem € e Ny, respectivamente. Assim, a equagdo citada
passa a ser escrita como

RE> nMHO

- glE" FpaS= a5+ o

ou

Q(E H s = Q]>Edv+ § . "L%H;dv

Esta Equacdo apresenta 0os mesmos valores para P, ., Se 0 dielétrico considerado for perfeito (ndo
houver perdas). Ou sgja,

E2
P — X0
z,med Z,]
onde
h = Ln
e

Entretanto, considerando que os campos E e H ndo estdio em fase no tempo, isto §,
E . , x .
Ex =Eo cos(Wt- bz) e H, =Txocos(Wt- bz), em que h é um nimero complexo, entdo a integral de

2
0 & ®?cosq,, com h =hDq,.

m

P.mea deve ser recalculada, resultando no valor P, . =

Propagacao de Ondas Planas em Bons Condutores

Quando foi tratado o problema dos diglétricos com perdas e a propagacdo das ondas planas, viu-se
que as perdas sd0 geradas devido a pequena condutividade existente nos materiais (ou dta resistividade),
gue sdo apresentadas devido ao termo

S
tanq =—,
we

gue € a tangente de perdas, e algumas aproximagdes podem ser feitas para a constante de atenuagdo a, a

s
constante de fase b e a impedancia intrinseca h, quando esta tangente de perdas é pequena (tanq :E’ <
0,1).

Entretanto, em se tratando de bons condutores, em que ha uma condutividade ata e,
consequentemente, grandes correntes de conducdo, a energia representada pela onda decresce rapidamente
a0 penetrar 0 material. Assim, se ha boa condutividade implica dizer que

S
tanq =—>>1,
we
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e, conseqlientemente, € possivel determinar boas aproximagdes para os termos a, b e h.

Tomando como base o valor de g, tem-se
S
= jwa/ne.l1- j—.
g = jw, J e
Como
S
—>>1,

we

entdo se pode aproximar o valor de g para

. s
g = jw,/ne. i—

.f.wznm —
g=1]4"1 we =4 jwns

Transformando o termo dentro da raiz na forma polar, que é - jwns =wnsD- 90" e,
consequentemente,

ou

= P - = P - “:'$i-'i9 .
g h/wrrs 90 j(—\/\NI’TE 45) Jgﬁ J\/qulwrrs

E como w = 2pf, entdo g = (j1+ 1)\/pfrTS =prms + h/pfms .Ousga a=b =1/pfrTs , que se percebe

que em um bom condutor, para qualquer valor de fregiiéncia, permeabilidade magnética ou condutividade
do material, os valores da constante de atenuacdo e da constante de fase sdo iguais.

Considerando agora 0 exemplo trabalhado, entéo
E, = E,€e o cos(Wt - +/pfTs z)

dentro de um condutor. Se a onda esta passando de um meio dielétrico perfeito em z < 0, para um meio
condutor (z > 0), entdo na fronteira (z = 0), tem-se E, = Ey Cos(Wt) gue, ao adentrar no condutor (z> 0),
este campo passa a ter seu valor dado pela Equacéo (5.17). e, no condutor, a corrente de deslocamento é
desprezivel em relacdo a corrente de conducéo J=sE , td que

J, =SE, =SE,e chosﬁm - zJpfrs )

Exemplo: Este caso tipico pode ser exemplificado por uma antena receptora, em que a onda transmite sua
energia a0 metal condutor da antena. Esta, a0 gerar esta corrente de condugdo, o circuito de ressonancia
(filtro de captagdo da portadora ou sintonia) percebe o sina transmitido, e no circuito de demodulacdo, a
informag&o é trabalhada, como se pode ver na Figura 7.

Ond

T v
N 5

Sintonia

Demodul adoHAmplificadorI

Figura 7: Diagrama de um circuito de recepcao.
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Apos este exemplo, volta-se a discutir a respeito dos resultados encontrados para o campo elétrico e
para a densidade de corrente de condugdo gerada com a transferéncia de energia da onda para o condutor.
Primeiramente, observa-se que em ambos os casos hd um decréscimo exponencial ne%ativo, com a
penetracdo no condutor. Este fator exponencial apresenta-se com valor unit&io em z=0 (e = 1) e reduz

seu valor para 0,368 (e'l) quando - z/pfms =-1 ou z= «/fl— Em outros termos, a maxima corrente
pfrs

de conducdo estd na superficie do condutor e cai rapidamente ao penetré&lo. A disténcia definida nesta
equacdo € denominada de profundidade de penetracdo ou profundidade pelicular, denotada por d, ou

d= 1 :izl

Jpfms  a b’

A profundidade pelicular € um pardmetro importante na descricdo do comportamento do condutor
em campos eletromagnéticos. Isto por que em um condutor qualquer, sendo ele um condutor ndo perfeito,
em um campo elétrico estatico, uma diferenca de potencia € gerada, e os elétrons se movimentam através
do reticulo cristalino (entre as camadas de elétrons livres) em toda a secdo do condutor, em que cada

elétron pode ser visto como uma carga diferencial dQ que gera um vetor de densidade de corrente J em
uma area transversal diferencial do condutor, de forma que a resisténcia para um condutor de | metros de
comprimento e &rea S de se¢do reta uniforme, com condutividade s, tem resisténcia
= |_
sS’

onde se V& que os elétrons passam por toda a &rea do condutor. Por outro lado, considerando que hgja uma
onda eletromagnética de frequiéncia f, o efeito pelicular existente garante que a &rea que as cargas podem
penetrar sgja menor, dada por S=pr’- p(r-df =p(r2- r* +2rd - dz) @2rd , desde que o termo
d?<<2rd e pode ser desprezado. Assim, o efeito da penetracdo da onda em um condutor define que a
area por onde passam as cargas Seja menor, como visto na Figura 7.

@ ()

Figura 7: (a) Secéo reta de um condutor cilindrico com campo elétrico constante e uniforme e (b) efeito da
profundidade de penetracéo da onda: a area por onde as cargas passam € menor.

E sendo a &rea menor, a resisténcia naturalmente € maior, pois a resisténcia em campos alternados
se torna:

I I
R=—= .
SS 2prds

Exemplo: Considerando que um condutor de aluminio (s = 3,82~ 10 /m, k= 1,00000065) de 100 m

de comprimento e &rea transversal de 0,1 mm’ esta sujeito a um campo elétrico constante e uniforme, entéo
sua resisténcia € dada por:
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| 100
== = 2618W.
Roc sS 3827107 017 10°

Entretanto, este mesmo condutor sujeito a uma onda de 1IMHz, tem

d=—2
pfns
d= !
pfmms
d= 1
Jp " 10°" 1,00000065" 4p” 107" 382" 10’
d= L = 1 =894" 10 °m
1/150807653,3 12280,377
e
\/g 1/01 10° =1,784" 10 *m.
p
E assim, encontra-se que
o
Ric 2prds
_ 100
R‘\C - - - _ 4 - - .5 - 7
2p° 1,784 10" 814 10> 382 10
100
=——=287W
Ree 3,49
Este mesmo condutor sujeito a uma freqliéncia de 1 GHz tem
d =258 10"°
e
_ 100
RAC - - - -4 - . -6~ . 7
207 1784° 10" 2,58 10" 3,82" 10
R =20 _g07w
0,110

em que se vé gque aresisténcia cresce muito com a freqliéncia.

Nos casos da freqliéncia da rede elétrica (60 Hz), este efeito € muito pequeno.

Continuando a discussdo dos efeitos na onda eletromagnética em um bom condutor, € necessario
verificar como sdo mudadas as expressdes da velocidade, comprimento de onda, constante de fase,
impedancia intrinseca, bem como seus campos €elétricos e magnéticos, vetor de Poynting e poténcia
dissipada no condutor.

Tomando como base que b = % eque b :dl =.pfms , entdo | =2pd . Paraavelocidade, tem-

seque U = fl edessaforma, U = 2pfd =wd .
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Completando as relagbes no bom condutor para as demais expressdes, tem-se a impedancia
intrinseca, a qual é dada por

h jwm
s + jwe
Porém, como S >> we, entdo
b= [Jwm
S 1
e, desde que JT =41P90" =1P45 ', e
1 _ 2

d=

Jofs  famys

pode-se escrever h como

h :J@D45
hodumo 52
Js «/‘
h=Y2g,
504 «/E
h= ﬁ
ou
h :i+ji
sd sd

Dessa forma, encontra-se para Ex em termos de profundidade pelicular a forma definida por
E, = E,e o cosawt - =2
e

€, 0 campo magnético dado por

E._SsdE, -5 & z Ppo
H, =—*=—2%¢ ¢ coWt - —- —=,
Y h 2 Sgw d 4g

. ” . L 1
onde o atraso % no cosseno determina que 0 campo magnético tem uma amplitude méxima ocorrendo a E

do ciclo mais tarde que a da intensidade do campo elétrico a cada ponto.

Também, dados os vaores de Ex e Hy em termos de profundidade pelicular, pode-se encontrar o
vetor de Poynting médio, bem como a poténcia que atravessa a superficie de um condutor dentro de uma
aeao<y<beO<x<L (nadirecdo da corrente), como:

1) Vetor de Poynting médio:
Sd 2 22
P, med =S50y, ¢ e d cos%,

22
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ou

sdE;, &
Pz’med = TOe d
onde para uma distancia de uma profundidade pelicular a poténcia € reduzida para g% = 0,135 = 13,5%;

e

2) Poténcia média atravessando a superficie do condutor:

— \b \L S d Eio i %
R =QQ™—, © _ dxdy
_ sdbLEZ,
L ,med 4
que, em termos da densidade de corrente Jw =S Exo ha superficie do condutor, encontra-se
d 2
PI_,med = bLJXO .
4s

Com este resultado, se for considerado um condutor de profundidade infinita (z > 0), entdo a perda

de poténcia resultante para a corrente total na largura b distribuida uniformemente em d, pode ser obtida
calculando a corrente como:

ou, por meio de notagdo complexa

gue da o mesmo resultado anterior. Dai, a perda 6hmica por unidade de volume é I€E e
conseqlientemente, sendo a corrente | distribuida uniformementeem 0O <y<be0< z< d, entdo

bd

—_ I — \]xo x pO
cospt - — =
J2 X" 4g
e, dessa forma,
(9)°bLd _ 3ZpLd
s 2s

2

P = costt -
e 4

que da como vaor médio através da integragdo no tempo para um periodo:

JZbLd

R ==
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desde que o valor médio do cosseno ao quadrado é %2

Estes resultados garantem a equagdo da resisténcia de um fio em tensdo alternada.

Reflexdo e Transmissao de Ondas Planas Uniformes

Para esta discussdo, considere um exemplo prético e visivel: a luz. A luz, que é uma onda
eletromagnética de alta freqliéncia (da ordem de Terahertz) apresenta uma caracteristica comum em vidros,
que é a de refletir e transmitir. Ou sgja, se ha uma lampada dentro de um quarto, em que ha uma janela
com um vidro do tipo “fumé&’, quem esta dentro deste quarto olhando para a janela vé a lampada refletida,
assim como quem esta do lado de fora, vé a luz da lampada transmitida. O fendbmeno que ocorre com a luz
€ denominado de reflexdo, e ocorre por causa da mudanca de meio. Partindo deste exemplo, considerando
as ondas planas uniformes, este fendmeno pode ser estudado a luz do eletromagnetismo, e tém grandes

aplicacOes diretas a linhas de transmissdo, guias de ondas, entre outras.

Considere que a onda tem componente de campo elétrico unicamente em X, propagando-se na
direcdo +z que é o exemplo trabalhado até o momento, em que a regido z< 0 é denominada de regido 1,
tendo o meio definido por €1, m e S1 e aregido z> 0, é denominada de regido 2, tendo o meio definido por
€, M e Sy, também, sendo considerado que a onda estd se movendo na diregdo +z da regido 1, entdo o

campo elétrico é definido por E. = Ege®, onde o indice 1 determina a regido 1 e o sinal + indica a
direcdo positiva de propagacdo. Como sendo uma onda, hd um campo magnético associado a El, dado por
H

+

ysl =h_

1

E..e .

Como esta onda esta se propagando em direcdo a fronteira entre os meios diferentes (z = 0), ela é
denominada de onda incidente, sendo sua propagacdo perpendicular ao plano de fronteira (xy) ao que se
descreve como incidéncia normal. Dessa forma, observa-se facilmente que tanto o campo elétrico Ex como
0 campo magnético Hy esta tangente ao plano da fronteira, também localizada em z = O para a regido 2.

- 022

COMO 0S campos Sa0 tangentes, essa transferéncia de energia é formulada diretamente por: E.., = E..e %,

+ l + - g,2Z s at ~
eHy = h E..€ ., que é chamada de onda transmitida, em que sua constante de propagacio & e
2
sua impedancia intrinseca h tém valores diferentes e sdo consideradas. Como pelas condicoes de contorno
percebe-se que Ego = E.x SO se h1 = hy, 0 que ndo é o caso, entdo pelo vaor de hy, implica que ha uma
onda que retorna ao encontrar a fronteira, como se pode ver na Figura 8.

A
Regiéo 1 Regiéo 2
E* HT
1 1
> E* HY
Ondalncidente 2 2 2
N
E H:I: Onda Transmitida -
P 1
‘ -
Onda Refletida
h
>
z=0 z

Figura 8: Regibes e ondas incidente, refletida e transmitida.
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Esta onda que retorna na direcdo —z é chamada de onda refletida, e seus campos sdo: E,q = Eq€™,

} 1 ; . p
e Hgy= o E,e", em que Ey, pode ser uma quantidade complexa. Este é o caso comum de um
1
receptor de televisdo, em gue a antena tem de ter a mesma impedancia que a entrada do aparelho receptor.
Se as impedéancias ndo sdo iguais, boa parte da energia da informagdo incidente retorna, sendo transferida
ao circuito uma onda com pouca poténcia e fora de fase (efeito este que serd visto adiante), dando uma
péssima imagem no aparelho de televisao.

Com esta formalizagdo para os campos da onda refletida, as condicBes de fronteira podem ser

+

satisfeitas, como Eg =Ex, ou Eg+tEq =Ex, ou anda Eg+tEyw=Ew € Hg=Hy ou

. . E’ E, E’ o
Hys + Hyq = Hyp OUuainda —X2 - —X0 = —x2 Destas equaces, comparando os termos de Eg,

hl hl hZ
+ - hz + hz - B ——
encontra-se E, +Ey = - Ewo- N E..o 0u Eqo = ExoG, onde
1 1
G= Exwo — hz - h1
EX+10 h2 +h1

€ denominado de coeficiente de reflexdo, o qua pode ser um ndimero complexo que define um
defasamento da onda refletida.

Por outro lado, calculando Ey,, em fungéo de Ey,, tem-se

+ + le

Ex2 =
0 x10
h, +h,

ou,

E;rzo: 2,
E;m h,+h,

€ o coeficiente de transmissdo. Com este coeficiente, explica-se o que foi citado anteriormente a respeito
do aparelho receptor de televisdo, pois quando as impedéancias de entrada do circuito do receptor e da
antena ndo sdo0 iguais, a energia transmitida pode ter seus campos fora de fase, aém de pouca poténcia,
gerando “chuvisco” ou imagens distorcidas, devido a este valor poder ser uma quantidade complexa.

AplicacGes especificas permitem encontrar resultados que d&o interpretacdo mais légica a
engenharia. Um destes casos especificos € a jungdo de um dielétrico perfeito e um condutor perfeito,
respectivamente, nas regides 1 e 2, como a metade de um capacitor, o que pode ser visto na Figura 9, ou de
uma onda no ar enviada por um radar ao se encontrar com a fuselagem de um avido (considerando um
condutor perfeito).
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€ =0
condutor
ddérico pefdto
pafdto
z<O z>0
z=0

Figura 9: Meios especiais para uma onda incidente.

h2: &:0
dsz"'jwez

2,

h,+h,

Assim, como Sz = ¥, entdo

Logo, a transmissdo da onda é
E:ZO = E:lO = 0!

0 que implica dizer que ndo existem campos variaveis no tempo em um condutor perfeito, o que pode ser
claramente visto na reflexdo da onda, que da

— h2 - h1 —
h, +h,
e, conseqUentemente
E>;lO =- Ex+10

que indica que toda a onda incidente é refletida. Logo, o campo naregido 1 torna-se

— -
Exsl - Exsl + EXSL

-jbyz jbyz

Jp— +
Ew = Exo® - Exo®

em gue a; = az = 0 por ambas as regides serem consideradas perfeitas, o que indica ndo haver perdas.
Assim, encontra-se que

B = Enole ™ - e™)
Ex = - j 2E 0sen(b, 2)
ou, no dominio do tempo, através da parte real daidentidade de Euler, tem-se
E. = 2E;,5en(b, z)sen(wt).

O que se observa neste resultado € que o0 campo €elétrico total regido 1 ndo € uma onda se
propagando. Lembrar-se que o que define a propagacéo é o termo Wt - bz, ou

& z0
Wg - —,
Ulﬂ
com
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U =
1 bl,

na equaco da ondaincidente Ej, = Ey, codwt - b, 2).

Deve-se ver que os fatores em relagdo ao tempo (Wt) e adistancia (b12) estdo separados, onde se vé
que Exi = 0, para todo b1z = np, bem como quando wt = np. Esta forma de campo é denominado de Onda
Estacionaria.

A onda estacionaria tem seus pontos Exa = 0 nos planos localizados em
biz=np, n=0, %1, +2, ...
e assim, tem-se
2
L
ou
I
z=n—
2

0 que se percebe que Exx = 0 em z= 0 (isto é, na fronteira) a cada meio comprimento de onda para z< 0.
Isto é visto na Figura 10, que é uma onda parada no espago (0 que seria visto, caso fosse possivel ver os
campos el étricos de uma onda plana uniformet).

Regizo 1
Ml’El’ Elzo

MM 1t
CARAREEN ARNA [P

Perfato

G=00

z=-15), 2z=-), z=-05}, o
zZ=

Figura 10: Onda Estacionaria.

+

+ Exsl

Para o caso do campo magnético, utilizando da informagéo ja formalizada, tem-se H, = h e
1
E, .
Hy = - =%, entdo,

hl

Hya = Hy +Hig
E+ - jbyz jbiz

Hya = thO (e P +e)

1

ou



Hy = Z%cosblzcosm
1

que também é uma onda estacionaria, mas com novas informagfes, que sdo: os valores maximos das
amplitudes de Hy1 se ddo nos pontos em que Exi = 0, e 0s campos magnéticos se encontram defasados de
90° no tempo, em relagdo a Ex, em toda parte, o que implica dizer que ndo ha poténcia média transmitida
em qualquer direcdo.

Este fendbmeno denominado de onda estacionéria permite a descricdo de um formalismo especifico
para andlise deste tipo de onda, 0 que € visto na Secéo seguinte.

O Coeficiente de Onda Estacionaria

A onda estacionéria descrita ha Secdo anterior foi formalizada como uma onda plana uniforme que
incide em um condutor perfeito (S = ¥) e é refletida completamente. Entretanto, quando ndo se considera
um condutor perfeito, ha uma onda refletida e uma transmitida. E, desde que na regido 1 (onde a onda
incide) ha um campo incidente e um refletido, encontra uma composi¢cdo de uma onda propagante e uma
onda estacionaria, onde se descreve este campo composto como uma onda estacionéria, mesmo havendo

uma onda propagante. Assim, do que foi encontrado, na regido 1, tem-se E, = E.,+E,, em que E, é
uma fungdo senoidal det, podendo ter um angulo de fase diferente de zero.
Considerando a regido 1 como sendo um dielétrico perfeito, ou sga, a1= 0, e aregido 2 sendo um

material qualquer, tem-se que E., = Epoe ™ e E = GE.ie”?, em que

— hz - h1

“h,+h,
com hi red e postivo e ho podendo ser complexo, tal que G pode ser escrito em notagdo polar, como
G= |G|ejf de tal forma que:

1. Searegido 2 é condutor perfeito (S2 = ¥), entdo f = p;
2. Searegido2temhz<hgeh;érea, entdo f = p;
3. Searegid 2temhz>h;ehzéred, entdo f = 0.

Assim, calculando o campo total naregido 1 através das equagdes anteriores,
(.- ibz jlogz+f ) ) =+
Exsl - (e +|G|e )EXlO
Nesta Equacdo do campo elétrico naregido 1, este campo apresenta seus val ores maximos quando
Exsl,max = (1+|G|)E;10
gue ocorrem para
-biz=byz+f +2np, n=0,*1,£2, ...
ou

f
-D1Zmax = > +np,
Por outro lado, os valores minimos da amplitude do campo elétrico ocorrem quando os angulos de
fase dos dois termos desta equagéo diferirem de 180°. Ou sgja, quando E,q min = (1— |G| Exo que define

0S pontos -biz=biz+f +p+2np, n=0,%1,£2,...0u
-b1Zmin = f— +np + B;
2 2
que indica que os valores minimos das amplitudes do campo elétrico estdo separados por mdltiplos de
meio comprimento de onda.
Com estes valores determinados, define-se o coeficiente de onda estacionaria como sendo a média
entre as amplitudes maxima e minima do campo el étrico, formalizada por

35



xsl max 1+ |q

xsl, min |q

Por meio deste coeficiente, pode-se determinar se ha reflexdo ou ndo de uma onda estacionaria,
pois como |G £ 1, s é sempre positivo € maior que a unidade. Estas informagdes podem ser facilmente
observadas, pois para |§ = 1, a amplitude da onda refletida é igual a amplitude da onda incidente. Isto &,
toda a energia incidente é refletida, pois 0 numerador da equagdo caindo para zero, o coeficiente de onda
estaciondria vai para infinito (s = ¥). Por outro lado, se h2 = hy, entdo G= 0 e nenhuma energia é refletida,
0 que implicaem que s= 1, e 0s maximos e minimos de amplitudes sdo iguais.

S=

E

Se for considerado que ha perdas na regido 1, ou sgja, a1 ! 0, entdo a onda incidente é atenuada a
medida que avanca na direcdo do eixo z positivo, enquanto que a onda refletida na mudanca de materia
para a regido 2, também € atenuada a0 se propagar na direcdo do eixo z negativo. Neste caso, ndo é
possivel definir o valor do coeficiente de onda estacionéria especificamente, mas como uma questéo de
engenharia, todo meio € com perdas, mas sua variacdo ndo € apreciavel na regido que interessa, podendo
ser aproximado de um meio sem perdas.

Desde que se formulou as equages do campo elétrico e do campo magnético, entéo, considerando
gue a distncia sgja z = -L, ou sgja, considerando que a onda se encontra na regido 1, 0s campos totais sao
dados por

Exsl = (ejblL + Ge— ot )E;(O

e
H - ( jbl _ Ge jbyL )E;rlo
h1
define-se a impedancia de entrada no meio como a relacéo entre estes campos, como:
E . lb1 +Ge jbsl
; = _—x81 = —_
en H il JblL Cﬁ jbiL
Fazendo
G= hz - hl
h, +h

2 1

e usando a identidade de Euler, encontra-se

-h h, + jh, tan(bll—)

h, . = .
- ! hl + Jh2 tan(blL)

Esta Equacdo se refere a impedéancia do meio que é “vista’ pela onda, de forma similar a um fio de
antena de comprimento L ligado a um circuito receptor de televisdo. Assim, a onda “vé&' a impedancia de
entrada como a composi¢ao da impedéancia do fio com uma impedancia ao seu final.

Com o resultado encontrado, pode-se observar situagdes como:

1. Se hz = hy, entdo hent = h1, ndo havendo reflexdo, o que se denomina de sistema casado (por isto a
antena da televisdo tem de ter a mesma impedancia de entrada do circuito receptor, para evitar a
reflexd@o e toda a poténcia da onda ser transferida ao aparelho, gerando a melhor imagem!);

2. Se ho = 0, ou sga, a regido 2 for um condutor perfeito, entdo henrt = jhitanbil, que é uma
impedancia puramente complexa, o que faz com que toda a energia sgja refletida. Também, deve-se

observar que se biL = np, entdo hext = 0, bem como quando Exs1 = 0. Por outro lado, hent = ¥ nos
pontos em que Hys = 0.
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Exemplos

Exemplo: Uma onda eletromagnética é enviada do ar a uma distancia de 100 metros, em uma frequiéncia
de 200 MHz para comunicagdo com um mergulhador que se encontra a 50 metros de profundidade na égua.
Considerando que a amplitude do campo elétrico desta onda no ar é Exio = 50 V/m, desgja-se determinar a
poténcia desta onda ao atingir a posicdo do mergulhador, o tempo gasto para a onda chegar até ele, a
poténcia média refletida, a impedancia de entrada na disténcia em que a onda é enviada, o coeficiente de
onda estacionéria e as posi¢des onde ha os valores de maximos e minimos do campo elétrico da onda.

Os dados deste exemplo sdo: f =200 MHz e L = 100 m e, como aregido 1 € o ar, considerando

como espago livre, entdo h1 =hg =377 W, e
8

3710

Cc
|, === - =15m
Y 2710°
b, = ;3 = 419rad /m
1
Como Exao = 50 V/m, entdo Exs = 506" = 506" vim e
Hye = 2 = 20 514392 _ ) 133414392
h, 377 ’
e conseqlientemente, a poténcia transmitida é
1 Edo
== =332W
L, med 2 hl

gue, como sendo o ar, € a mesma poténcia que chega a fronteira com a agua. Entretanto, a impedancia
intrinseca da agua, considerando que ndo haja condutividade e er= 50 e "k = 1, entdo

h, =h,.|2& =5330W,
eR

G=le"Mi_ 75
h, +h,

Dessa forma,

LA

que implica que a onda refletidatem E,, = CGE,, =-37,5V/m e

ExlO —

01A/
h m

Hle =-

1
e aonda transmitida tem

. _ 2, _, _ 2°5332

Eix = = "50=0,25" 50 =12,5V /m
* h,+h, ™ 5332+377

Eseo
h

+ —_
Hy20 -

=0,233A/m.

2

Considerando que a égua é sem perdas, entdo a poténcia média que chega ao mergulhador serd

+

P+ - EX20
L, med,
2,

=146W,
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e arefletida é

=

P =
L,med; 211

Observe que a soma das duas poténcias (refletida e transmitida) € igua a poténcia média total enviada pelo
transmissor.

186W .

O tempo passado para a onda percorrer 0 espago no ar é de

L
t, :_1:EI'L08: 0,335
c 3 10
mas, ao se chocar com a &gua, sua velocidade é reduzida para
c 3" 10° .
U, = = =4,243 10'm/s
© Jme. 50
€ 0 tempo passado para a onda atravessar 0 espaco entre a fronteira e o mergulhador é
t, :3:L7 =1,179ms.
U, 4,243 10

Logo, o tempo total para a onda eletromagnética atingir o mergulhador ét = t1 + t2 = 1,512 ns. Observe que
sem a &gua, este tempo seria de

t 0,5Ms.

Por fim, aimpedancia de entrada “vista’ pela onda é
_p, ha* jhy tan(biL)

- ' hl + Jh2 tan(blL)
5332+ (377tan(4,19" 100)

h,, =377 : .
377+ j53,32tan(4.19" 100)

-
. =377 S332¥ 3777 2,35
377+ j5332° 2,35
y
. = g7y 3332+ 88522
377 +j125,2
h.. = g7, 886.8298655
397,25D18,37

h,, =84161D6818' W
hee = 312,82+ 781,310

Além disso, o coeficiente de onda estacionaria é determinado por

€, haregido 1, os maximos e minimos da onda estacionaria sdo

Maximos: z,.,, =- i?ﬁ +np 2, em quef =68,18° = 1,19 rad. Logo,
b, e2 )
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S L@ 0
419e 2 [}

Znax =-0142- 0,750, n=0,£1%2,...

Zmax

apartir dafronteira, até a fonte de transmissdo da onda.
Minimos:
1 &19+314 o]
-——C————+np+
419¢ 2 1]
Zmin = -1712- 0,750, n=0,x1%2,...

Zmin =

apartir da fronteira, até a fonte de transmissdo da onda.

Exemplo: Uma antena de radar, que envia suas informagdes ao espaco tendo como portadora uma onda
eletromagnética de fregiiéncia 3 GHz, deve ser protegida por um materia dielétrico perfeito de er = 7, para
evitar seu desgaste. Este material deve ser colocado proximo ao radar, tendo uma espessura L, de forma
gue a onda transmitida ndo  apresenta perdas de poténcia ao atravessa-lo (ou sgja, 0 sistema deve estar
casado) levando a onda a0 espaco exterior. Este objeto de protecdo é denominado de radome, e este
sistema é visto na Figura 11.

xA
Regi&o 1 Regiéo 2 Regido 3
Do h 2=
—_—>
E— H
—> p;_> —>
—>
Energia et Energia
enviada Radome enviada
pelo Radar ao espago
exterior
N,
7
z

L 0

Figura 11: Exemplo de um Radome para a protecdo do radar e casamento da impedancia com o meio
externo.

Para casar a antena ap espaco exterior, ou sgja, na regido 3, a impedancia de entrada hent, deve ser
igud ah2 = hg =377 W. Assim, tem-se
:h hO + Jhl tan(bll-)
™ 'hy+ jhg tan(b,L)

ou
_p 377+ jh, tan(b,L)
ent ~ 1 . 3
h,+j377tan(b,L)

ou ainda,
j377% tan(b,L) = jh; tan(b,L).

Entretanto, desde que o radome é feito de um material dielétrico perfeito e ndo magnético, entdo h1 < 377
W, e conseqlientemente, a Equacado (5.50) pode ser satisfeita somente pela selecdo de bil = np, pois
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. nl
Assim, como b = ?_p = 165,35 rad/m, entdo L = 21 . E, como
1
e 8
1,=22=319 4 038m
f 3 107
entdo, tem-se que o mais fino radome deve ser dado para n = 1, ou segja, Sua espessura deve ser
I
L=—1=M=O,Ol9m, ouL=19cm
2 2
Pode-se observar que, caso sgja utilizado um radome de L = 2 cm, entdo, como
h, =h, |— =1425W,
' °\E
tem-se
H_p 377+ N, tan(2” 10,
= th+377tan(2” 10 %D, )
L
h = 1425377 i1425tan(331)
142,5+ j377tan(3,31)
L
hent = 14215377—1'24’23
142,5+ 64,09
ho = 377,78D3,7°
o " 156,25D 24,22°

h,, =344,54D - 205'W
h., =322,72- j120,66W.

e, conseqiientemente,

hy, - h,

hg, +h,

o 5428~ [120,66
699,72- (120,66

oo 13231924578
710,05D - 9,78°

G=0,19D255,66"W

G=-0415+ j012W,

e dessa forma, E,p =|G{E;lo = 019E,, gue indica que 19% da amplitude da onda incidente esta
retornando (sendo refletida). E assim, a poténciarefletida €
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I
L,med ’ . 5

P mea = 0,0361P_ e

ou 3,61% da poténcia média incidente.
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