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Parte 1

Algebra de Didides



Introducao

A dlgebra de didides [1] é uma &lgebra definida sobre um conjunto, denotado por D, e que
utiliza duas operagoes especificas: @ (soma) e ® (multiplicagao), cuja principal caracteristica é
a idempoténcia, isto é, a soma de dois elementos iguais é igual ao proprio elemento. O conjunto
D apresenta-se com uma notagao genérica para definir de uma maneira ampla esta algebra.
Dependendo da particularizacao do conjunto D, a &dlgebra de didides apresenta caracteristicas
especiais para o tratamento de variados tipos de problemas da engenharia e da matematica. As
operacoes de soma e multiplicacao utilizadas sao formalizadas como operacoes especificas que
podem apresentar similaridades com operagoes usuais das algebras comuns.

Em geral, esta algebra é utilizada na andlise de sistemas lineares [2, 3, 1, 4], na anélise
de sistemas cldssicos de controle [5, 6], para descrever o comportamento de sistemas a eventos
discretos temporizados ciclicos cuja dinamica é caracterizada por aspectos de sincronizacao [7,
8, 9, 10, 11, 12], na avaliacdo de desempenho de SEDs temporizados [13, 14, 15, 16, 17, 18],
descrever linguagens utilizando as séries formais [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25|, entre outras.

A versatilidade desta algebra determina uma formulacao de grande importancia para forma-
lizagoes de andlises de modelos temporizados ou nao temporizados de sistemas que podem ser
descritos de uma forma matricial, grafica, por meio de linguagens formais. Especialmente para
modelos de sistemas que apresentam caracteristicas discretas, cuja evolugao dinamica é descrita
através da ocorréncia de transigoes de estados (como é o caso dos sistemas a eventos discretos
[26, 27, 28, 29, 30, 31]), sejam elas temporizadas ou nao temporizadas, a algebra de didides tem
sido muito aplicada.

Na algebra de didides a operagao de soma, isto é, @, nao contém inversa. Porém, esta situacao
¢ contornada por meio de estruturacoes matematicas especiais para solucionar tal problema,
garantindo sua ampla utilizacao no estudo de sistemas.

Sendo assim, o conhecimento do formalismo desta estrutura matemaética, por ser de grande
utilidade atualmente nas areas de engenharia, é de incontestavel necessidade. Aqui serd apresen-
tada a algebra de didides em sua formalizacao generalizada, bem como algumas fundamentacoes
algébricas particulares sobre o conjunto D, que definem a dlgebra (max,+), a algebra (min,+),

a algebra de caminhos e algumas de suas aplicagoes.

Algebra de didides
Um didide ¢é definido como a seguir:

Definigcao 1 Um conjunto D dotado com duas operagées internas & (soma ou adi¢do) e ®
(produto ou multiplica¢do) € chamado um didide, denotado por (D, ®,®), se os sequintes axiomas

sao verificados:



Axioma 1:

Axioma 2:

Axioma 3:

Axioma 4:

Axioma 5:

Axioma 6:

Axioma 7:

Axioma 8:

Pode-se observar que todas as propriedades da algebra comum sao definidas para a algebra
de diodides, isto é, a associatividade, a distributividade, a existéncia do elemento nulo e do
elemento identidade. Contudo, a comutatividade para um didide, por defini¢ao, sé é valida para
a soma. Neste caso, o didide é dito nao comutativo. Também, a propriedade da idempoténcia
¢ a principal caracteristica dos didides, onde a soma de dois elementos iguais é igual ao préprio
elemento. O elemento nulo desta algebra é denotado por e, tal que, sua adicao com qualquer
elemento de D é o préprio elemento, e sua multiplicacao por qualquer elemento de D é sempre

o elemento nulo. O elemento identidade ¢ o elemento denotado por e, tal que sua multiplicagao

Comutatividade de &, Ya,b € D

adb=b®a;
Associatividade de &, Ya,b,c € D
(a@b)®c=ad (bPc);
Associatividade de ®, Ya,b,c € D
(a®@b)@c=a® (b c);

Distributividade de @ sobre @, Va,b,c € D

a direita: (a®b)@c=(a®c)® (b®c);
a esquerda: ¢® (a®b) = (c®a) D (c® b);

Elemento nulo de &, denotado por €, Ya € D
ade=eDa=a;

Absorcao pelo elemento nulo de ® por ®, Ya € D
a®e=€e®a=c¢;

Elemento identidade de ®, denotado por e, Va € D

a®e=ec®a=a;

Idempoténcia em &, Ya € D

a®Pa=a.

com qualquer elemento de D é o proprio elemento.

Quando um didide satisfaz a propriedade de comutatividade da multiplicagao ®, o didide é

dito ser comutativo.



Definicao 2 Seja (D, ®,®) um didide. Se a multiplicagdo ® € comutativa, isto €, para Ya,b €
D
a®b=>bR®a,

o dicide (D, ®,®) é dito ser comutativo.

Na algebra de didides, geralmente, o sinal da multiplicacao ® é, de modo geral, omitido.

Desse modo, sempre que nao houver ambigiiidade, utiliza-se a seguinte simplificagao:

ab=a®b.

Em algumas particularizacoes do conjunto D, define-se a inversao da operagao ®, como sendo

a divisao, denotada por ©@. Esta operacao satisfaz a condi¢ao costumeira:
aRQb=c=>a=c0b

seb#e, e
b=cQa

se a # €, Va,b,c € D.
Também, define-se o didide completo como a seguir:
Definicao 3 Um didide é dito integral se

aRQb=€e=>a=coub=¢Va,beD.

Quando a # €, b # € e ab = €, entao a e b sao chamados de divisores de zero. Assim, num
didide completo nao sao admitidos divisores de zero.
Quando se define o didide como um conjunto de matrizes, isto é, D™*™, as operacoes @ e ®

tém as mesmas caracteristicas da Definicao 1, mas satisfazendo o seguinte: VA, B € D"*",

(A s> B)i,j - AiJ ) BZ'J‘ (Ol)
(A®B),; = PAix@Byy). (0.2)
k=1

Ou seja, as operagoes de soma e multiplicagao sobre as matrizes apresentam as mesmas forma-

lizagoes da soma e da multiplicacao da algebra usual.

Exemplo 1 Considere a,b € D, tal que a @b =c e b® a = d, e sejam as matrizes
a € a b
A =
a €

€ b
a®a bDe
ebDa bDe

B =

Entao, tem-se

gt
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A9B - a e]@[a b] _ aRabeRa aRbBe®e
€ a € | EQRaDbIR®a eRIDI®E
B _a@e cDe
B | eDd eDe
B [ a ¢
N d e]

O problema da inversao de ©

Nos didides, a operacao ¢ nao tem inversa. Porém, este problema é contornado pela relacao de

ordem induzida pela propriedade da idempoténcia, denotada por =<, definida como:
a=<bsadb=0.
A relagao de ordem = é dita ser total se
V(a,b) € D*, a®b=a ou b.

Isto é, para todo par de elementos no didide, a soma é sempre verificada para o primeiro, ou
) ) )
para o segundo elemento do par.

Esta relacao de ordem é compativel com as operagoes ® e ®. Ou seja,

a 2 b=a®c3bdc,Vee D,

a X b=a®cb®c,VeceD.

Deve-se observar que

abb=ece=>a=ceb=¢Va,be D.

O conjunto (D, <) apresenta um limite superior, denotado por V, tal que
aVb=a®db.

Ou seja, a soma de dois elementos de um didide D é sempre o limite superior entre os dois.

Com a formalizagao da relagao de ordem, define-se o didide completo como a seguir:

Definicao 4 Um didide € dito ser completo se sao verificadas as propriedades de distributividade

para somas infinitas. Isto €, VX C D, eVa € D,

(@x) ®a = Prwa),

zeX zeX

a® (@x) = Phox).



Um didide completo admite um elemento superior, denotado por 7', definido por

T:@a.

a€D

Este elemento satisfaz as propriedades

Teb=T,Vbe D

T®e=c¢e.
Também, define-se para um didide completo um limite inferior, denotado por A, por
aNb=V{clc2aec=b}. (0.3)
O conjunto D munido das operacoes V e A satisfaz a seguinte equivaléncia:
a=xbsadb=bsaNb=a,Va,be D. (0.4)

Isto é, para uma relacao de ordem definida entre dois elementos a e b, sua soma ¢ o elemento b,
tal que existe um limite inferior entre os dois, que ¢ a.
Todo o formalismo apresentado sobre a relacao de ordem é utilizado para fundamentar a

solugao de problemas de equacoes lineares sobre os didides.

Equacoes lineares nos didides

O problema da residuacao é utilizado para solucionar equacoes e inequacoes do tipo

r=ar®b (0.5)

r=ar®b (0.6)

que aparecem como equacoes implicitas de grafos de eventos temporizados que modelam deter-
minados tipos de sistemas, como é o caso dos SEDTs.

Uma outra classe de equacoes que sao estudadas igualmente, é da forma
ar = b.
Para este caso especifico, a maxima sub-solucao é dada por
boa=V{zrlaxr < b}, (0.7)

onde b ©® a é chamado de residuo de b por a. Essa nocao é utilizada para solucionar problemas
mais complexos como as equagoes (0.5) e (0.6), seja utilizando elementos singulares ou matrizes.

Para o caso de elementos singulares, tem-se o seguinte:



Teorema 1 A inequacao x = ax & b num dicide completo admite uma infima solucdo, igual a
a*b, onde a* ¢ definido por
a*z@a”ze@a@(f@---. (0.8)

neN

Em outros termos, T = a*b soluciona a igualdade (T = aT § b).
Demonstracao: Apresentada em [12]. ¢

Quando utilizando matrizes, esses resultados sao similares. Entretanto, devem ser conside-

radas as operagoes de multiplicagdo e adi¢do matriciais (equagoes (0.1) e (0.2)). Assim, tem-se:

Proposicao 1 Seja D um didgide completo. Sendo dadas duas matrizes A € D"*P e B € D™,

o residuo de B por A, denotado por B @ A, é uma matriz de dimensao p x m, obtida por

(BoA),; = \ B @ Ap. (0.9)
k=1

Utilizando este resultado e considerando a desiguladade:
x = Ax @b, (0.10)

onde x,b € D" e A € D™, a solucao para um didide completo é dada da mesma forma que o

Teorema 1, isto é, x = A*b, sendo x um vetor e

Ar=PAa=IoApA - (0.11)

neN

com I sendo a matriz identidade

[ e € ¢ € |

€ e € €
I=1¢€ €

€ e €

e € -+ € e

Para cada aplicacao especifica dos didides, sao estudadas caracteristicas particulares, como
auto-valores e auto-vetores, séries formais, séries racionais, entre outras. No decorrer desse texto,

serao apresentadas as caracteristicas proprias de alguns didides particulares.

Linguagens Formais e Didides

Para entender o contexto das linguagens formais nos didides é necessario conceitua-las.

As linguagens formais sao representadas por alfabetos nao vazio de simbolos, o qual, geral-
mente é representado pela letra grega . A concatenacao finita de simbolos, define uma palavra.
Esta operagao é definida por

caty, 1 2 X X — 2F



onde X* é o conjunto de todas as palavras construidas com os simbolos de X.

Assim, uma palavra de dois simbolos, denotada por s, é definida por s = cats(«, 5) = af,
onde o, 3 € 3.

O comprimento de uma palavra, representado pela cardinalidade |s|, é igual ao nimero de
simbolos que a compoe. Define-se na Teoria de Linguagens Formais a palavra nula, representada
por €, a qual é a unica palavra de comprimento nulo, isto é, |¢| = 0. Desta forma, € ¢ X pois é
uma palavra, e nao um simbolo do alfabeto X.

A operagao de concatenacao de simbolos é estendida para palavras como na defini¢ao a seguir.

Definicao 5 A concatenacao de palavras € a operacao
caty : XX X — XF,

onde
cats(e, s) = cats(s,e) = s, se€ X

cats(s1, $2) = 8182 = 8, S1,89 € LT,
Assim, pela Definicao 5, dadas duas palavras u e v sobre um alfabeto ¥, com
u = cats(01,...,0,) = 01...0,
v =cats(Ogs1y -y Opn) = Opi1.-On,

sua concatenagao define uma nova palavra que é
s = cats(u,v) = UV = 01...050%41...0p. (0.12)

Observa-se que a palavra vazia € é o elemento identidade na concatenacao, ou seja, toda
palavra s concatenada com a palavra vazia € é sempre igual a mesma palavra. Também, observa-

se que a operacao de concatenacao é uma operagao associativa, pois
cats(cats (o1, 09),03) = cats(o1, cats (03, 03)) e
cats(cats(sy, S2), 83) = cats(sy, cats(ss, s3)).

Um conjunto de palavras é definido como:

Definicao 6 Dado k € N, denota-se por ¥ o conjunto de todas as palavras s sobre ¥ cujo

comprimento € igual a |s| = k.

Como conseqiiéncia desta definicao, definem-se dois conjuntos especiais, que sao LT e X*,
dados por
$t= U =slus?usiu.-.
o = k‘iﬁozk:20u21u22u23u---=20u2+,

isto é, X1 é um conjunto composto de todas as palavras construidas dos elementos do alfabeto
¥, cujo comprimento é maior que zero e X* é a uniao de X% com a palavra vazia €.

Um conjunto de palavras define uma linguagem, ou seja:



Definicao 7 Dado um alfabeto 32, L é uma linguagem sobre X se e somente se, L C X*.

Uma linguagem tanto pode ser L = ¥* como L = { } (linguagem vazia, a qual é diferente
da linguagem X%, composta apenas da palavra vazia ¢).

Define-se o prefixo de uma palavra s, como sendo uma parte inicial de comprimento arbitrario
de uma palavra s. Em outras palavras, um prefixo de uma palavra s é qualquer palavra u € %*
que possa ser completada com outra palavra v € ¥* para formar s. Todos os prefixos de uma
dada palavra s incluindo a palavra vazia ¢, formam o conjunto denotado por Pre(s).

O conjunto que inclui todas as palavras de uma linguagem L C »* e todos os seus prefixos

é definido como prefixo-fechamento, ou fechamento de L, o qual é dado por:
L={u3ve¥x* Auve L} (0.13)

Assim, para uma linguagem L C ¥*, existe uma linguagem associada, denotada por L, a qual
é formada pelas palavras de L e por todos os seus prefixos. Disto, conclui-se que L € L. Uma
linguagem é dita ser prefixo-fechada se e somente se L = L.

Outras operagoes definidas para as linguagens, sao o fechamento- Kleene
L*={s}ULULLULLLU---
que é uma operacao idempotente, isto é, (L*)* = L*; uniao
L1UL2: {S|S€ L1\/S GLQ};
intersecgao
LiNLy= {S| (S € Ll) A (S € LQ)}
e complemento
Lf={se¥*s¢ L}.

Com a definicao de linguagem, estende-se a operacao de concatenacao para as linguagens
como
caty : X X XF — ¥,
onde
catp({e},L) = caty(L,{e}) =L, L C ¥*
catp(Ly, Lo) = {s182|s1 € L1 A 59 € Lo} .
No estudo das linguagens formais, algumas linguagens, podem ser representadas através de
uma expressao regular, utilizando a algebra convencional e os simbolos do alfabeto. Assim, lin-
guagens complexas podem ser representadas em termos de expressoes simples, como apresentado

por Hopcroft e Ullman [32]:

e 0” - representa a repeticao do simbolo o, por um nimero arbitrario de vezes;

e s - representa a repeticao da palavra s, por um nimero arbitrario de vezes;
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e + - simbolo empregado como o operador l6gico ou, indicando uma opg¢ao entre duas ou

mais possibilidades.
As expressoes regulares sao definidas recursivamente da seguinte maneira:

1. @ é uma expressao regular denotando o conjunto vazio, € é uma expressao regular deno-
tando o conjunto {¢} e o é uma expressdo regular denotando o conjunto {o} para todo

o e X
2. Se 51 e S5 520 expressoes regulares, entao s;Sy, s¥, s% e (s + s2)° sao expressoes regulares;
) ) 91y 22 )

3. Toda expressao regular é construida através da aplicacao das regras 1 e 2 um nimero finito

de vezes.

As expressoes regulares provéem uma representacao compacta para linguagens complexas
formadas por um nimero infinito de palavras. A palavra vazia ¢ e a linguagem vazia &, também

sao consideradas nas expressoes regulares para as quais tém-se as seguintes propriedades [33]:

G+L=L, oL=1Lo =0, &"=c¢.

Exemplo 2 Para ¥ = {a, 8} e uma linguagem prefizo-fechada L na qual os simbolos aparecem

alternadamente, com todas as palavras iniciando sempre por «, tem-se:

L ={e,a,aB, afa,afaf,..} = (af)" (e + ). (0.14)

O termo apresentado depois do seqgundo simbolo de igualdade pode ser lido da sequinte maneira:
af3 pode nao ocorrer, e ocorrer € ou «, ou «f pode ocorrer um niumero arbitrdrio de vezes e,
logo apds, o ocorre, ou € (nada). Observe que L contém uma parte das palavras contidas em

Y ={a*G"}, isto €, L € um subconjunto proprio da linguagem 3*.

As linguagens formais apresentam uma representagao grafica denominada de automato, que
¢ um grafo orientado formado por vértices (circulos) e arcos etiquetados pelos simbolos de X.
Os automatos sao utilizados para representar maquinas de estados finitos, e apresentam em
sua estrutura um estado inicial (representado por um vértice com uma seta que nao é saida
de nehum lugar) e estados marcados (representados por dois circulos concéntricos). Assim, os
automatos apresentam uma linguagem associada, que representa todos os caminhos que podem
ser seguidos, e uma linguagem marcada, que representa apenas os caminhos que levam do estado
inicial a um estado marcado. Ambas sao formalizadas através das linguagens formais. Na Figura

0.1, é apresentado um automato, cuja linguagem é

L(A) ={a,aaq,..,[3,38,..,a8,aB08, ..., aba, Ba, faa, BBa, ...} = ((a+ 57)(a* + 5%))",
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e cuja linguagem marcada é

Ly, (A) ={a,aq, ..., Ba, afa, Baa, BBa, ...} = (o + §7a)".

B

Figura 0.1: Automato.

Na segunda parte desta Apostila, os automatos serao apresentados em detalhes para a com-
preensao da Teoria de Controle Supervisério, que é a formulacao classica de controle de Sistemas

a Eventos Discretos.

Representacao das Linguagens Formais nos Didides

Para aplicar a algebra de didides as linguagens formais, define-se que o conjunto D é P(¥X*), onde
P(X*) é o conjunto de todas as linguagens formadas com simbolos do alfabeto ¥ [34]. Assim,

um elemento de P(¥*) é uma linguagem, e as operagoes @ e ® sao definidas como segue:

Definigao 8 Seja (D, ®,®) um didide. Sendo D = P(X*), os operadores @ e ®, sio definidos
como as operacoes de uniao e concatenacao, respectivamente, de forma que dados dois elementos
Ly, Ly € D,

Ly ® Ly = {s152]s1 € L1,82 € Lo} e

Li@® Ly={s|s€ LiVseE Ly}
O elemento nulo ‘€’ denota a linguagem vazia @ e o elemento identidade ‘e’ denota a linguagem

Y0 = {e}.

Assim, de acordo com essa definicao, duas linguagens L; e Ly formam uma nova linguagem
L3, através de seu produto na algebra de didides, isto é L3 = L1 ® Lo, ou através de sua soma,

se Ll 7£ LQ.
Exemplo 3 Dadas as linguagens Ly = {a,b} e Ly = {bbc}, tem-se que

L3 = L1 D L2 = {a, b, bbC} €
Ly =Ly ® Ly = {abbc, bbbc}.

Como definido para as linguagens formais [35, 32, 33], tem-se como conseqiiéncia da Defini¢ao

8 que a concatenagao de uma linguagem L com ‘e’, é
L®e=e®L=1L
e a concatenacao de uma linguagem L com € é

LRe=ecx L =c¢.
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Exemplo 4 Seja L = {\}. Entao,

Loe=e®L={Be}={efA}={B\} =L

LR®Re=ecR L =c¢.

A operacao @ aplicada a linguagens regulares permite representar uma linguagem através
de expressoes regulares. Esta representagao é definida pela substituicao da operacao + pelo

operador @ para definir a possibilidade de escolha entre dois ou mais caminhos.

Exemplo 5 A linguagem L = af" somada com a linguagem Ly = v, €
Li=Li®Ly=af " da=af"+a=a(f" +e)

que implica na unidgo de Ly e Lo.

Todos os axiomas da Definigdo 1 sdo validos quando D = P (X*) [36]. Também, deve-se

observar que D = P (¥*) é um didide ndo comutativo, desde que para dois simbolos quaisquer

a, B €N alb # Pa.

Séries Formais

As séries formais provéem um formalismo para tratar as linguagens formais, sejam elas tempo-

rizadas ou nao temporizadas. Uma série formal é definida como [19, 24]:

Definicao 9 Uma série formal Y sobre um alfabeto ¥ com coeficientes em um didide D € um
mapa
Y ¥ — D.

Para toda palavra s € ¥*, sua imagem Y (s) € denotada por (y|s), com (y|s) € D, representando

o coeficiente da palavra s em Y .
Exemplo 6 Dado o alfabeto ¥ = {a}, tem-se

¥ ={ga,a0, 00, ...} .
Considerando D = {¢, e}, como um exemplo especifico pode-se definir

yle) = e,
ylo) =
ylo )
y!&ﬂ&) =e,

(
(
(
(

como o0s coeficientes das respectivas palavras de *.
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E usual denotar o mapa Y pela série

Y =P (ls)s. (0.15)
No caso do Exemplo 6, o mapa definido pode, portanto, ser reescrito como:

Y =ee @ ea® caa Peafa ® - - -

=€

Denota-se D ((X)) o conjunto das séries formais sobre 3 com coeficientes em D. Para

Y, © ¥ — D,
Yo ¢+ ¥ —= D

e para toda palavra s € X*, esse conjunto é munido das seguintes operagoes:

(1 @ y2ls) = (w1ls) © (vals) (0.16)
(@ wels) = P Wil @ (ylv), (0.17)

onde a soma em (y; ® yz|s) é finita. Essas operacoes sao denominadas respectivamente de soma

e produto de Cauchy.

Exemplo 7 Considerando D = {¢,e}, ¥ = {a, 5} e

Yi X*—= D
Y, X*— D
tem-se que, se
(nla) =e, (nlap)=e,
(nlB) =€, (n[Ba) =c¢,
(y2lar) = €, (y2]af) =€,
(12lB) =€, (y2|Ba) =e,

entao, verifica-se

(1 ®p2la) = (yi]a) ® (yola) =eDe=ce,
(11 @ 120B) = (nlB) ©(12/8) =e@e=e,
(1 Dy2laB) = (nlaB) @ (ylaf) =eDe=ce,

(11 ®plaf) = (nla) ® (y|Bf) =e®e=c¢,
(y1 @ ya|fa) = (y1|B) @ (y2]a) = e @ e =e.
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Observe que a soma de Cauchy representa a uniao das linguagens e o produto representa a
concatenacao de linguagens, de acordo com a Definicio 8. A soma garante que uma palavra
pertencente apenas a uma das linguagens, sempre existe nela. O produto garante que so existe
uma linguagem se existir o sufizo em uma linguagem e o prefixo na outra linguagem, que devem

ser concatenados (a inexisténcia de um deles € definida pelo valor do coeficiente (y|s) = €).

A equagao (0.16) define que para uma mesma palavra s € X* que apresenta coeficientes
diferentes, o coeficiente da soma é igual a soma dos coeficientes. Em termos praticos, uma
mesma palavra que tem coeficientes diferentes pode ser vista como uma unica palavra com um
tnico coeficiente. Similarmente, a equagao (0.17) determina que o coeficiente de uma palavra
construida pela concatenacao de duas outras palavras, é determinado pela soma da multiplicacao
dos coeficientes das palavras concatenadas. Isto é, o coeficiente de uma palavra pode ser dividido
em partes com as subpalavras que a compoe.

Também, define-se para as séries formais a operacao estrela:
Definicao 10 A operagdo estrela para uma série Y € D ((X)) € definida como
YV'=edYoYi0®Yi®.-.
onde ‘e’ € o elemento identidade.

As séries formais permitem descrever linguagens através da equagao (0.17). Uma linguagem

nao temporizada pode ser descrita por meio de uma série formal definindo
D =B = {e,e},
que denota o semi-anel bindrio. Assim, tem-se:
Defini¢ao 11 Uma linguagem reqular L = {s, s’,...} C ¥*, € representada pela série formal

V=D wls) s (0.18)

seX*

onde (y|s)s € B((X)), e B((X)) € o semi-anel das séries formais com coeficientes em B e

varidveis nao comutativas em X, tal que

(yls) = e seseL, (0.19)
(yls) = € sesé L. (0.20)

Exemplo 8 Dado o alfabeto ¥ = {«, 8}, a linguagem L = {e, o, a3, Bor, acv, B3, BaS} € repre-

sentada pela série formal

Y =ec@ea®eaf®efadeaadeffdefafBeanad - @Bl - (0.21)
o)
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onde (y|s) = e,Vs € L, e (y|s) = ¢,Vs € ¥* — L. A série formal da equacao (0.21) pode ser

escrita como
Y, =ec®ea®eall defa®deaa ® el elal o

Yi=e@a®aB® Ba®an® B3 Bas
desde que e @ L =€, e® L = L, VL C ¥*.

Deve-se observar que uma linguagem L é descrita por uma série formal Y7. Assim, as
operagoes de uniao e concatenagao de linguagens (ver Defini¢ao (8)) se apresentam como a soma
e a multiplicacao de suas respectivas séries formais.

Quando se considera D = Ry, ((X)), as séries formais permitem descrever uma linguagem

temporizada. Isto sera visto adiante.

Algebra (max, +)

A élgebra (max,+) é um caso particular da algebra de didides na qual D = Ry,.x, onde Ry .«
denota o conjunto R U {—oo}. Para um didide (D, &, ®), com D = Ry,,x, as operagdes & e ®
sdo: max (méximo) e + (soma), respectivamente. O elemento nulo é definido como € = —oo e
o elemento identidade é definido por e = 0.

Nesta algebra, —oo ¢é utilizado como o elemento nulo da adigao, pois satisfaz:
VaeR,a®e=0a® (—0) =max{a,—c0} = a=max{—00,a} = (—0) Ba=eda. (0.22)
Por outro lado, utiliza-se e = 0, como sendo o elemento identidade da multiplicacao, pois satisfaz
VoeRa®e=a+0=a=0+a=e®a. (0.23)

Essa estrutura algébrica, é um didide comutativo, pois a propriedade da comutatividade da

multiplicagao ® é satisfeita. Por exemplo,
1®2=142=3=24+1=2®1.

No contexto da élgebra (max,+), o conjunto D pode ser definido sobre matrizes quadradas
de dimensao n, isto é,

D =RM» (0.24)

max *

As propriedades do didide (max,+) sdo igualmente satisfeitas, quando usando matrizes, isto é,
dadas duas matrizes A, B €R?*" as equagdes (0.1) e (0.2) sao verificadas.

Também, vé-se o problema da inversao da operagao &, desde que esta é a operacao usual max.
As condicoes apresentadas para a solucao de equagoes lineares sao utilizadas para encontrar os
residuos.

No caso da operagao ®, que é usualmente a operagao +, a solugdo para a equagao (0.7) pode
ser entendida como o valor que somado (usual +, que nos didides é ®) com o elemento a, tem

solucao dada por b. Em outros termos,

boa=V{zjax b} =a+z=<b=>z=<b—a.
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Estes valores devem ser utilizados na equacao (0.9) para encontrar o residuo para sistemas

madtriciais.

Exemplo 9 Considere as matrizes com coeficientes em R, dadas por

2 2 3
1 e 1

Entao, tem-se que, de acordo com a equagao (0.9), a mdzima solu¢ao é:

[0
1)

o que determina que efetivamente ela € a solucao que satisfaz a iqualdade. Assim, a equacdo
AX = B admite uma solucao que ¢ X =B © A.

Bo2)A(lo1)
Bo2)A(loe)

Bo A =

Pode-se verificar que B © A satisfaz

2@e®2®1

ABOA)=
ledex®1

A solucao para x > Az @ b no caso de D = R,,.«, pode ser vista no exemplo a seguir:

Exemplo 10 Seja A €R2%2 definida por

max

ebe R?

max

dado por

Calculando A*, tem-se:

. e € € e e e e e
A [ o ¢ le|c e - [ ] |
€ e e e e e e e
Calculando A*b, tem-se
e e € e
A*b = ® - )
e e e e
que € o valor de x que satisfaz a igualdade
€ e
r=Axdb= ® &) = :
e e e e e

A élgebra (max,+) é muito utilizada para descrigdo de reconhecimento de linguagens tem-
porizadas em automatos temporizados e redes de Petri temporizadas. Dessa forma, torna-se

necessario compreender esses formalismos para apresentar sua utilizacao.
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Autématos temporizados (max,+)

Um automato temporizado é um automato que inclui uma representacao explicita do tempo
na sua estrutura de transicao. Em um automato temporizado, um intervalo de tempo esta
relacionado com cada funcao de transi¢ao, denominado tempo de vida do evento. Este tempo de
vida expressa o menor tempo que deve transcorrer para que o evento se torne habilitado e possa
ocorrer. Um automato temporizado reconhece uma linguagem temporizada [37, 38, 39, 40, 41],
que é uma linguagem formalizada sobre pares (evento, tempo).

Dentre as estruturas de automatos temporizados, como os GTAs e os GTTs, encontra-se a

formalizacao do automato (max, +) [14, 42]:

Definicao 12 Um automato finito Agpnax+) sobre um alfabeto X € uma quddrupla Amax+) =

(Q,0,T,9), onde Q é um conjunto finito de estados e 0, T e ¢ sdo mapas

0 Q - IRmaxu (025)
T @ QXX XQ— Ry, (0.26)
¢ Q= Ruyax (0.27)

denominados atraso inicial, tempo de transicao e atraso final, respectivamente.

Um automato A(max,+) € representado graficamente por um multigrafo valorado, definido por

vértices, formados pelo conjunto de estados () e por trés tipos de arcos

1. Os arcos internos, i = j, Vi,j € Q e 0 € X tais que T}, # €. O arco i — j, é valorado

pelo escalar T; , ;;
2. Os arcos de entrada — i, valorados por 6;, Vi € ) tal que 0; # €;
3. Os arcos de saida i —, valorados por ¢,, Vi € @ tal que ¢; # e.

Deve-se observar na representagao grafica do autémato (max, +) que apenas sao apresentados
os arcos de entrada e de saida em que 0; # € e ¢; # €. Ou seja, os atrasos iniciais e finais finitos
sao os que sao representados graficamente, o que determina os estados inicial e marcados do

automato (max,+).

Exemplo 11 Seja ¥ = {a,8}. O autéomato com conjunto de estados Q = {0,1,2}, tempos
de transicoes Tooan1 = 1, Toa2 = 3, T2 =4, Tops =1, Tog1 =5, Togo =7, Tipg1 =1 e
Ti 50 = 2, atrasos final e inicial ¢, =2 e 0y = e = 0, respectivamente (0s outros valores de ¢, T'
e 0 sao iguais a €) estd representado na Figura 0.2. Os arcos valorados com zero (ou ‘e’) podem

ser omitidos, isto €, o arco de entrada — 0, nao valorado, define 0y = e.

Comparando o automato (max,+) com o automato nao temporizado, observa-se que as
fungoes de transi¢ao dos automatos (max,+) sao incluidas no mapa 7'. O estado inicial é definido
pelo estado ¢ € (), em que 0, # €. Os estados marcados sao os estados g € @, em que ¢, # €.

A seméantica do autémato (max,+) é a seguinte:
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Figura 0.2: Automato (max,+).

1. Ha um relogio global que esta sempre sendo incrementado;

2. O tempo de vida de um evento, denotado por T;,, € T, ¢ o tempo minimo necessario

para sua habilitacao;

3. Para iniciar a execuc¢do do automato (alcangar o estado inicial) é transcorrido um tempo

64, no reldgio global;

4. Estando no estado inicial (ou em qualquer outro), os contadores dos eventos definidos neste

estado vao sendo decrementados;

5. Quando um contador de um dos eventos definidos no estado é zerado, o evento torna-se

habilitado, podendo ocorrer a qualquer instante;

6. Se com a incrementacao do relégio global, for zerado o contador de um outro evento definido

neste estado, ele também torna-se habilitado;

7. A ocorréncia de um evento habilitado reinicializa seu contador e muda o estado do autémato,

desabilitando os outros eventos;

8. Ao atingir um estado marcado, ao transcorrer o tempo de atraso final, o automato (max,+)

reconhece este estado, reconhecendo assim a palavra que o levou do estado inicial até ele;

9. Eventos iguais com diferentes tempos de vida definem nao determinismo no automato

(max,+).
Exemplo 12 A evolugao do automato Amax+) da Figura 0.3 € descrita como a sequir:

i. Iniciando o relogio global, apos decorridas 2 unidades de tempo, o automato alcanca o estado

micial.
ii. Apds uma unidade de tempo o automato pode reconhecer a palavra 3e.
iii. Apds mais uma unidade de tempo, o evento a torna-se habilitado.

iv. FEstando o evento « habilitado, ele permanece habilitado indefinidamente até sua ocorréncia

que muda o estado do automato para o estado 2, reinicializando seu contador.
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v. No estado 2, apos 3 unidades de tempo, o contador do evento 3 € zerado, habilitando-o.
vi. A ocorréncia do evento 3 no estado 2, leva o automato ao estado 1.

vii Novamente no estado 1, a passagem de mais uma unidade de tempo permite o reconhecimento

da palavra 8ap3.

viii. Considerando que [ nao ocorre no estado 2, a passagem de mais uma unidade de tempo
habilita k. Dessa forma, tanto o evento 3, como o evento k permanecem habilitados

indefinidamente, até a ocorréncia de um deles.
ix. Se ocorre K, o automato alcanca o estado 3.

X. Estando no estado 3, a passagem de 2 unidades de tempo habilita (3, que permanece habilitado

até sua ocorréncia.
xi. Se ocorre 3 no estado 3, o autéomato alcanca o estado 1.

xii. Novamente no estado 1, a passagem de mais uma unidade de tempo permite o reconheci-

mento da palavra 11ak(.

2a

3B

26 4K

Figura 0.3: Automato (max,+).

O reconhecimento de um caminho em um autémato (max,+) é descrito como a seguir:

Definigao 13 Seja um automato Amax,+) € Q" o conjunto de todas as seqiiéncias de estados de

comprimento n, definido por
Q" ={plp= (20, q) NGos* -, € Q}. (0.28)
Define-se que uma palavra s = o4...0, € reconhecida no caminho
p=(q, ) €Q",

se

P(p,s):= O + Toors t  + Tgn10ngn T qun # €, (0.29)

onde P € a func¢ao peso do caminho p.
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De acordo com esta definicao, pode-se observar que o reconhecimento de uma palavra se da
quando um estado marcado é atingido e o tempo de atraso final é transcorrido (ver Exemplo
12). O reconhecimento de um caminho pode também ser descrito por meio das seqiiéncias de

eventos através dos datadores. Estes sao definidos a seguir:
Definicao 14 Um datador é um mapa
Y : ¥ — Ry (0.30)
onde Y € o tempo que um automato Awmax+) leva para percorrer uma seqiiéncia
s = 0103...0, € 2.

Dessa defini¢ao, vé-se que a funcao datadora define os tempos das palavras da linguagem »*.
Assim, o automato A(max,+) leva um tempo Y para sair de um estado g para um outro estado

¢, seguindo uma seqiiéncia s, onde (y|s) denota o valor de Y na palavra s [19].
Definicao 15 Um datador Y € dito reconhecivel se existir um automato Amax,+) tal que
(yls) # € (0.31)
Exemplo 13 No Exemplo 12, vé-se que s = af3 € uma palavra reconhecida, pois
(ylaB) = P(p,s) = (01 + T2+ Top1+¢y) =5 F#e€
comp = (1,2,1).

Com as defini¢oes anteriores, a evolucao dinamica do automato (max,+) pode ser representa-
da por um vetor x de tempos das ocorréncias dos eventos, igualmente ao automato temporizado

descrito em Cassandras e Lafortune [43]. Isto é, o i-ésimo elemento de x é um mapa
;0 N — Rpay, (0.32)
que é interpretado como o instante de tempo da n-ésima ocorréncia do evento etiquetado por .

Exemplo 14 Na Figura 0.4(a), € apresentado uma parte do diagrama de ocorréncias dos even-
tos do automato (max,+) apresentado na Figura 0.4(b), onde ¥ = {«a, 3}. Neste diagrama,
veé-se que 0s menores tempos de ocorréncia do evento o sao 2, 7 e 12, enquanto que os menores

tempos de ocorréncia do evento 3 sao 5, 10 e 15. Dessa forma, encontram-se as sequéncias

Logo, o vetor x ¢ definido por
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Figura 0.4: (a) Diagrama temporal de ocorréncia dos eventos v e 5 do (b) Autémato (max,+).

o qual contém as informacgoes a respeito dos tempos de ocorréncia de v e 3, dados por

2| (7| |12
5 10 15
(1) z(2) =03

A evolugao dinamica do autémato (max,+) pode ser descrita por meio de um sistema linear
através da matriz de tempos de transigao A, e pelo vetor z, utilizando a algebra de didides [7, 8].
Também, as séries formais podem ser utilizadas para a descricao de sua evolucao dinamica e
determinacao de seus estados reconhecidos.

Deve-se observar que o automato (max,+) tem uma formalizagao similar ao GTA [44], con-
siderando que a representacao do tempo é definida diretamente no arco e os tempos de vida
sao definidos como os tempos minimos para habilitacao dos eventos, isto é, o limite superior
é sempre infinito. Dessa forma, os SEDs temporizados descritos em Brandin e Wonham [45],

considerando apenas os eventos remotos, apresentam a mesma descricao da evolucao dinamica.

Exemplo 15 Os automatos apresentados na Figura 0.5 reconhecem as mesmas linguagens tem-
porizadas. O automato da Figura 0.5(a) € um grafo de transi¢oes de atividades, em que os
eventos sao definidos por (04y,ts,00) € X, onde o indice q,q" do evento o define o estado q
onde o evento estd habilitado e o estado ¢' que € alcancado apds sua ocorréncia, respectiva-
mente, como descrito em [45]. Assim, especificamente para este exemplo, tem-se (o 2,2,00),
(5273,2,00), (63,4,2,00), (ug1,3,00), (Kas,1,00) e (A51,2,00). O automato da Figura 0.5(b) é
um grafo de transi¢oes temporizadas, que € uma representacdo da semantica do grafo de tran-
sicoes de atividades da Figura 0.5(a), construido de acordo com Brandin e Wonham [{5]. O
automato da Figura 0.5(c) € um autémato (max,+). A semantica desses automatos é a mesma.
Para qualquer um deles, a evolucao dinamica € descrita semelhantemente ao Exemplo 12. No
caso do grafo de transi¢oes temporizadas (Figura 0.5(b)), cada arco que apresenta um evento
‘tick” (representado por t), determina a passagem de uma unidade de tempo no reldgio global.
Observa-se que o numero de estados do automato (max,~+) € bem menor que o numero de es-
tados do grafo de transicao temporizada, e apresenta uma forma visual dos tempos direta, em

relacdo ao grafo de transicoes de atividades.
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(a)

Figura 0.5: (a)Grafo de transigoes de atividades, (b)Grafo de transi¢oes temporizadas e

(¢) Automato (max,+).

Observacao: Quando se considera todos os tempos de vida dos eventos de um automato
(max,+) iguais a ‘e¢’, isto é, Vo € X.t, = e, tem-se a representagdo do automato de

estados finitos (ver Figura 0.1).

Autématos (max,+) e séries formais

Uma das formas de utilizar a dlgebra de didides para definir a evolugao dos automatos (max,+), é
usando as séries formais para descrever suas linguagens temporizadas. Assim, semelhantemente
as séries formais bindrias, definindo D = Ry, ((X)), representa-se uma linguagem temporizada
por uma série formal. Deve-se observar que uma linguagem temporizada [46, 38, 47, 48, 39]
é uma linguagem que apresenta em cada palavra s € L um valor numérico t, associado, que
representa um intervalo de tempo decorrido para a palavra ser reconhecida por um automato
temporizado [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 41].

Definicao 16 Uma linguagem temporizada L = {tss,t s, ...}, com {3, s, } € X" et ty,... €

Ruax, pode ser representada por uma série formal

Vi =@ ) s (033)

sEX*

’

em que (y|s) s € Ryax ((X)), com (y|s) € Ruyax denotando o datador da palavra s e Rpyay ((X)) €

o semi-anel das séries formais com coeficientes em Ry e varidveis nao comutativas em X3, tal
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que
(yls) # e ses€L, (0.34)
(yls) = € ses¢ L. (0.35)

Exemplo 16 Dado o alfabeto ¥ = {«, B}, a linguagem

L = {3¢, 40,208,380, 500, 233, B3}
¢ representada pela série formal

YL:36@404@2046693504@504@@266@66046@60[0404@~--@eﬁﬁﬁ@--;

seqliéncias de eventos
nao pertencentes a L.

ou
Y, =3 @ da d 208 ® 30a @ dbaa & 263 & efaf

Y, =3®4ad 2a0 ® 3Ba ® dbaa P 2606 @ faf
desde que e @ L = ¢, VL C ¥*. Esta série representa a linguagem reconhecida por um automato
(max, +). Neste contexto, (y|s) denota o coeficiente da palavra s que € igual ao zero ‘€’ se s nao

€ reconhecida por A(max,+)-

Com essa formalizagao, é possivel avaliar a evolu¢ao dinamica dos autématos (max,+), como
citado anteriormente.
Definicao 17 O mapa
@Y — RIGXIQL (0.36)
define a aplicagcao dos valores T, , o dos simbolos o € ¥ sobre RIUIC onde RIS ¢ o diside

(RU{—o0},max, +) sobre matrizes quadradas de dimensdo |Q)|.
Com a aplicacao deste mapa, constréi-se a matriz
1(0) gy = Thoq- (0.37)

Identificando # com um vetor linha contendo os arcos de entrada e os demais elementos iguais
a €, e ¢ com um vetor coluna contendo os arcos de saida e os demais elementos iguais a €, tem-se

que:

Definicao 18 Dado um automato Agmax+), com matriz

H (J)qq’ = T‘])”J]” (038)
e vetores linha 0 e coluna ¢, o datador da palavra s = o1 - - - 0, € descrito por
(415) = (Amascnls) = 01 (1) - 11(0) 6 = B () & (0.39)

em que i (s) € a matriz que contém os tempos de complementagio das palavras formadas por

01...0,4 € 2.
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Denomina-se de representacao linear do datador a condicao

(Amax.+ls) = 01 () 9. (0.40)

Também, a funcao datadora Y pode ser escrita como uma série formal sobre o alfabeto X

com coeficientes em R.. Isto é,

Definicao 19 A linguagem temporizada de um automato Amax4) € definida por uma série

formal como

L (Amax)) = €D (vls) s, (0.41)

sex*

em que (y|s) s € Ryax ((X)), com (y|s) € Ruax denotando o datador da palavra s e Ry, ((X)) €
o semi-anel das séries formais com coeficientes em Ry € varidveis nao comutativas em X2, tal

que

(yls) # e ses€L, (0.42)
(yls) = € ses¢ L. (0.43)

Assim, equipando a série formal com as operagoes de soma e produto de Cauchy (equagoes
(0.16) e (0.17)) e com a operagao estrela (Defini¢ao 10), e identificando o mapa datador Y com

a série formal Y7, define-se:

Definicao 20 A série formal Yy, € reconhecivel se existir um automato finito Amax,+), TEPTE-
sentado pela tripla (0,p,¢), com 0 € Rélé'}?', o € R‘rﬁﬂﬁl, T RIgI@l ¢ Q finito, tal

que

YL = @0u(s) s = P (wls) s, (0.44)

SEX* sex*

em que 011 (s) ¢ = (Apmax+)|5) € o datador da palavra s.

Exemplo 17 Considerando o automato da Figura 0.6, tem-se

e 1 € €
pla)=1e¢ e 4| pu@B)=12 € e
€ € € € 5 €

Calculando (y|s) em um caso particular, onde s = af3:

(ylaB) = Op (aB) ¢ = Op (o) 11 (B) ¢ = 5.

Mais geralmente, a série formal Yy identificada com a linguagem temporizada do automato

admite a expressao racional

L (Apmas ) = Yz = 2(3a (9a8)" B)" = 2 ® 506 @ 8afaf @ 14aafB & - - -
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Figura 0.6: Automato (max,+) deterministico.
1sto €,
L (Amaxs)) =Y = (] (aB)°) (aB)’ & (y] (aB)) (aB)" & (y] (aB)’) (aB)* & - -

L (A(max,—i-)) =Y, = @ (y|3) 8.

sEX*
Assim, L (A(max,+)) =Y, apresenta todas as palavras formadas por o e (3, iniciadas por «, e

reconhecidas pelo automato da Figura 0.6, com seus respectivos tempos de complementacgao.

Redes de Petri Temporizadas e Algebra de Didides

Assim como os automatos temporizados para modelar sistemas, existem também, as redes de
Petri temporizadas (RPT) [56]. Entretanto, para compreender as RPTs e aplicar a teoria dos
didides em sua descricdo dinamica, é necessario entender o que sao as redes de Petri. Aqui é

apresentada uma conceituacao basica destas para formalizar o que é de interesse.

Redes de Petri

As redes de Petri [57, 58, 59, 60] sao grafos direcionados, bi-partidos e ponderados, que apre-
sentam uma marcagao inicial. O conceito de grafo bi-partido define que uma rede de Petri tem
dois tipos de nds, os quais sao denominados lugares e transicoes. O termo grafo direcionado de-
termina a existéncia de arcos, os quais sao direcionados sempre de um lugar para uma transicao
e de uma transi¢ao sempre para um lugar. No primeiro caso, denominam-se lugar de entrada
da transicao e, transicao de saida do lugar, e vice-versa no segundo caso. Os arcos em uma rede
de Petri apresentam uma ponderacao associada, onde um arco com peso k representa k arcos
paralelos ligando dois nés. A marcacao inicial de uma rede de Petri representa o estado em que
a rede se encontra inicialmente.

Formalmente, uma rede de Petri é definida como a seguir:
Definigao 21 Uma rede de Petri é uma sextupla RP = (P, T, A, K, W, M), onde:
o P={p1,p2,..0m} € um conjunto finito de lugares;
o T = {ty,tla,....,t,} € um conjunto finito de transigoes;
e A, C(PxT)U(T x P) é um conjunto de arcos;

e K:P— NU{o0} € a funcio de capacidade;
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o W: A, — N €a funcao de ponderacao;
e My: P— N € a fungao de marcagdo inicial, que satisfaz¥p € P : My(p) < K(p).
Deve-se observar que, pela definicao de rede de Petri, as seguintes condicoes sao satisfeitas:

PNT=o (0.45)

PUT # @. (0.46)

Assim, pela condigao (0.45), os lugares e as transigoes sao nds distintos, o que formaliza o termo
bi-partido. Por outro lado, a condigao (0.46) refere-se a que em uma rede de Petri existe pelo
menos um lugar ou uma transicao.

Uma rede de Petri é formada, entao, por uma estrutura, formalizada pelos lugares e transigoes
conectados pelos arcos, e uma marcacao inicial.

Uma estrutura de rede de Petri é a rede sem a marcagao inicial, a qual é denotada por
E., = (P,T, A, K,W). Dessa forma, considerando a definicao da estrutura de rede de Petri, a
notagao de uma rede de Petri pode ser abreviada por RP = {E,,, My}.

A representagao grafica de uma rede de Petri é a seguinte:

Os lugares em uma rede de Petri sao representados por circulos;

A capacidade dos lugares sao representadas pela igualdade de K ao seu valor, junto ao

respectivo lugar. Quando este nao aparece, o lugar apresenta capacidade infinita;

As transigoes sao representadas por barras ou retangulos;

e A marcacao de uma rede de Petri atribui a cada lugar um nimero inteiro nao negativo m,
de onde se diz que o lugar com marcagao m tem m fichas, as quais sao representadas por
pequenos circulos pretos. A marcacao de uma rede de Petri é designada por um vetor

]T

M:[ml mo M3 ... 1M

Y
onde k£ é o nimero de lugares da rede, e m; o nimero de fichas no lugar ¢;

e Os arcos sao sempre direcionados de uma transi¢ao para um lugar e de um lugar para uma

transigao;

e Os pesos dos arcos sao representados por nimeros juntos aos mesmos. Quando em um

arco nao aparece seu peso, entao este arco tem, por definicao, peso 1.
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Exemplo 18 Na Figura 0.7, € apresentada uma rede de Petri. Nesta Figura, tem-se que os
lugares sao os circulos etiquetados por p1, P2, P3 € Py € as transicoes sao as barras etiquetadas

por tq, ty e tz. Pela definicio de rede de Petri, tem-se:

P = {p1,p2,p3,P4} ;

T = {tl, tg,tg} ;

A ={(p1,t1), (p1,t2) s (P2, 11) , (p3s t2) , (Pas ts) s (t1,p3) s (t2,p2) s (t2,p4) , (3, 2) } 5
K (p2) =4 K (ps) =5

Wip1,t1) = 2, W (p1,t2) = 3; W (p2, t1) = LW (ps3, t2) = L, W (pa, t3) = 2;

W (t1,p3) = LW (ta, p2) = 2, W (L2, pa) = 3; W (t3,p2) = 1;

My=[3 011 }T.

Observe que os arcos sao definidos por pares (p;,t;) ou (t;,p;), que determinam respectivamente

um arco saindo do lugar p; para a transicao t;, e saindo da transicao t; para o lugar p;.

Figura 0.7: Exemplo de rede de Petri.

As redes de Petri possuem uma evolucao dinamica determinada por disparos de transicoes
habilitadas em determinadas marcagoes e que modificam as marcagoes dos lugares. Assim, para
um lugar p; que contém um nimero n; de fichas e habilita uma transicao ¢, se esta transicao
dispara, hd uma redugao de fichas no niimero de fichas do lugar p; para n; —w (p;, t), com w (p;, t)
sendo o peso do arco que liga p; a t. Se hd um lugar p; com n; fichas, sendo lugar de saida
da transicdo t, entdo uma quantidade de fichas em p; é aumentada para n; + w (¢, p;), em que
w (t,p;) € o peso do arco ligando ¢ a p;. A evolugao dinamica de uma rede de Petri é formalizada

através de algumas regras, as quais sao apresentadas a seguir.

Definicao 22 A mudanca da marcacdo da rede de Pelri seque as sequintes regras de disparo

das transigoes:

1. Uma transi¢ao t € dita estar habilitada (pronta para disparar) em uma marcagio M se e

somente se
Vp € P que é entrada de t : W(p,t) < M(p)

Vp € P que é saida de t : M(p) < K(p) — W (t,p);
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2. Uma transi¢cao habilitada pode ou nao disparar;

3. O disparo de uma transicao t € T', habilitada na marcacio M, € instantanea e resulta em

uma nova marcacao M’ da rede dada pela equacao:
M'(p) = M(p) — W(p.t) + W(t,p),Vp € P; (0.47)
4. A ocorréncia do disparo det, que modifica a marcagao M da rede para uma nova marca¢ao
M’, € denotada por M [t) M'.
Exemplo 19 Na Figura 0.8, é visto um exemplo de uma rede de Petri com marcagao inicial
My=[2 0 0],

e sua nova marca¢ao, apos o disparo da transi¢cao t. Observa-se que apds o disparo de t, a nova
marcacao €
T
My=[1 2 1],

e que esta marcacao esta de acordo com a regra 3 de disparo das transicoes.

Figura 0.8: Exemplo de uma rede de Petri antes e apds o disparo de sua transicao.

Observagao: Utiliza-se também a notagao My, [t) significando que ¢ estd habilitada na marcagao
M,..

Define-se como grafo de eventos a rede de Petri que apresenta em cada lugar apenas um arco
de saida e um arco de entrada.

As redes de Petri, apresentam varias vantagens sobre os outros modelos quando modelando
sistemas. Dentre estas vantagens, podem ser citadas:
1. a facilidade para modelar as caracteristicas de um sistema, ou seja, concorréncia, sincronismo
e assincronismo, conflito, exclusao mutua, relacoes de precedéncia, nao determinismo e bloqueio;
2. excelente visualizagao de dependéncia de sistemas; focalizagao na informacao local;
3. abordagens de modelagem do tipo refinamento e do tipo composi¢cao modular;
4. possibilidade de gerar codigo de controle supervisorio diretamente de sua representacao
grafica;
5. possibilidade de testar propriedades indesejaveis para os sistemas, tais como bloqueio e

reinicializacao;
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6. andlise de desempenho sem simulagao é possivel para muitos sistemas, desde que taxas de
producao, utilizacao de recursos, seguranca e desempenho podem ser avaliadas;
7. simulacao dos eventos discretos diretamente a partir do modelo e informacao do estado atual
do sistema que permite monitora¢ao em tempo real [61, 62, 63, 43].

As redes de Petri possuem varias propriedades estruturais e comportamentais, além de
métodos especificos de andlise. Porém, as defini¢oes bésicas apresentadas sao as necessarias

para compreender as RPTs.

Redes de Petri Temporizadas

As RPTs sao redes de Petri que incluem em sua estrutura uma representacao temporal. Em uma
RPT os temporizadores estao associados a transicoes, similarmente aos automatos temporizados.
A utilizacao das RPTs tem sido ampla na modelagem de sistemas, como os sistemas a eventos
discretos, quando considerando sua temporizagdo. Entretanto, para utilizar a dlgebra (max,+)
na descrigao dindmica, é mais usado o grafo de eventos temporizado (GET). Para esta classe, a
algebra (max,+) descreve sua dinamica em termos dos tempos de ocorréncia dos eventos como
um sistema de equacoes lineares. Dessa forma, aqui serd apresentada esta classe de RPT que,
por conveniéncia, sera tratada como RPT, ao invés de GET. Deve-se observar que ha outras

classes de RPTs, mas aqui é tratada apenas esta classe especifica.

Definicao 23 Uma rede de Petri temporizada é uma dupla
RPT = (RP,0),

na qual RP € uma rede de Petri marcada e 6 ¢ uma fungao de tempo que associa a cada transicao

um valor 0 (t;) = d; que representa o tempo associado a transicao t;.

Assim, em uma RPT, estd associado a cada transigao t uma dura¢do minima de disparo 6 (t).
Com a habilitacao da transicao, fichas sao retiradas dos lugares de entrada e apds decorrido o

tempo 6 (t), fichas sdo colocadas nos lugares de saida.

Exemplo 20 Na Figura 0.9(a) € apresentada uma RPT antes do disparo da transi¢io t. Quan-
do a transi¢do t torna-se habilitada, as fichas sao retiradas dos lugares de entrada (Figura 0.9(b))
e, apds o disparo de t, transcorridos trés unidades de tempo (tempo associado a transicdo t), as

fichas sao colocadas nos lugares de saida (Figura 0.9(c)).

Geralmente, as RPTs sao representadas por outra forma, em que esta forma é construida
através de uma simples transformacao das transicoes. Este tipo de transformacao é visto no

exemplo a seguir:

Exemplo 21 Na Figura 0.10 é apresentada uma transi¢ao de uma RPT, com tempo associado

0(t) =t e sua transformagio em uma RPT com duas transicoes sem temporizagio (6 (t1) =



30

=
N
-
NGO
=
N

O
O
ge)
«wO
~O

oF
IS

(a) (b) (c)

Figura 0.9: Exemplo de uma rede de Petri temporizada antes e apds o disparo de sua transicao.

0 (t2) = 0) e com o valor da temporiza¢ao passado ao lugar introduzido como 6 (p;) = t. A
evolugao de uma RPT que apresenta temporizacao em p € similar a evolugao de uma RPT
semelhante (transformada) com temporizacdo em t. Isto porque o lugar introduzido simula o
desaparecimento da ficha quando t estd habilitada e sua guarda pelo tempo 0 (t) (para a rede com

temporiza¢ao em t), ety simula o término do tempo de guarda da ficha pela transi¢ao t.

e(t):ol
]

CIC)E

LIOE! l
|
0(t)=0l

!
Figura 0.10: Exemplo de transformagao de transi¢oes temporizadas.

A representacao usual de uma RPT é formalizada como uma transformagao, tal que a rede
se apresente com o tempo representado internamente aos lugares como um nimero de barras
verticais (as fichas também sao colocadas internamente aos lugares). Esta transformagao mo-
difica a estrutura da RPT onde representa-se por uma barra horizontal (com etiquetas x;) os

datadores ou tempos de ocorréncia das transicoes e os lugares por circulos com barras verticais
e fichas.

Exemplo 22 Na Figura 0.11 € apresentada a representacao usualmente utilizada para RPT,

onde sao colocados 6 (t) barras verticais definindo o tempo em que a ficha permanece quardada.

Devido as temporizacoes nas transicoes, a dinamica das RPTs necessita de uma descricao
especifica, onde duas estruturas concorrentes com uma tnica transi¢do final (que sé se torna
habilitada quando as fichas das duas estruturas chegam aos respectivos lugares de entrada da
transigdo) representa situagoes que exigem sincronizagao. Esta situagdo determina um formalis-

mo algébrico para descrever a sua dinamica.
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Figura 0.11: Representacao utilizada para GETs.

Descricao da Dinamica via Didides (max,+)

Situacoes como a de concorréncia entre sub-estruturas de uma RPT, em conjunto com transigoes
que exigem sincronizacao para que a transicao se torne habilitada, impoem um tratamento
especifico para descrever a evolugao dinamica da RPT.

Uma RPT que apresente condigoes como esta descrita anteriormente, exige que a transicao
final das estruturas concorrentes, s6 se torne habilitada no maximo tempo decorrido entre as
duas estruturas. Em geral, situacoes de sincronizacao sao encontradas na evolucao da RPT, tal
que o n-ésimo disparo de uma transigao t; ¢ uma fungao de disparos anteriores (n — i) de outras

transicoes. Por exemplo, na Figura 0.12 é vista uma RPT que apresenta esta situacao. Nela,

e C Ty,
L Ix

3

Figura 0.12: RPT.

pode-se ver que o lugar entre as transicoes x5 € x3 é temporizado em d = 3 unidades de tempo,
e o lugar entre as transigoes x; e x3, em d = 2 unidades de tempo. O tempo necessario para o
n-ésimo disparo da transigao z3 é dado por seu datador (representado por z3), o qual é maior
ou igual ao tempo méaximo decorrido entre o datador x; (anterior a x3 em um disparo, que é
definido pela quantidade de fichas no lugar) somado com o tempo de liberagao da ficha que é 2
unidades de tempo e o datador =, (também anterior a x3, sé6 que em 2 disparos, que é definido
pela quantidade de fichas no lugar) somado com o tempo de liberagao da ficha que é 3 unidades

de tempo. Em outros termos
x3(n) > max (1 (n — 1)+ 2,29 (n —2) + 3),

que implica em dizer que o n-ésimo tempo x3 é 0 maximo entre o (n — 1)-ésimo tempo x; e o

tempo de liberagao da ficha e o (n — 2)-ésimo tempo zs e 0 tempo de liberacao da ficha, nos
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respectivos lugares.
Com essa representacao, a funcao max e a funcao +, apresentam-se na descricao da evolucao
dindmica da RPT. Esta formula¢do pode ser escrita como um didide (max,+), que gera uma

equacao matricial nesta algebra.

Exemplo 23 Na Figura 0.13 encontra-se uma RPT, onde os circulos pretos dentro dos lugares
representam a marcacao inicial, e as barras representam os tempos associados para liberacao das

fichas nos lugares. Os datadores das transicoes satisfazem as sequintes desigualdades:

x1 (n) > max (uy (n) + 3,22 (n — 1))
xo(n) >max (1 4+uy(n—1),14 z1(n)) (0.48)
xz3(n) >max (2+x3(n—1),21(n), 22 (n) +1) .
y(n) > max (z3(n) + 3,22 (n —1)).
No didide Ry, escreve-se (0.48) como
x1(n) > 3u; (n) G ag(n—1)
xo(n) > lug (n — 1) ® lxq (n) (0.49)
x3(n) >2x3(n—1) ®xy(n) ® lzy (n)
y(n) > 3x3(n) @ xg(n—1)
que matricialmente pode ser escrita como
x1 (n) € € € x1 (n) € € € z1 (n-1) 3 € u (n)
zo(n) | = |1 € € xa(n) | ® e € € xo(n-1) | ® e 1 [ul(n—l)]
x3 (n) e 1 € x3 (n) € € 2 x3 (n-1) € € ?
x1 (n) x1 (n-
y(n) > [e € 3] x9 (1) @[e e e] x9 (n-1)
x3(n) x3 (n-1)
que € um sistema da forma
x(n) > Ax(n)®Ax(n—1)@Bou(n)®Biu(n—1) (0.50)
y(n) > Cox(n)®Cix(n—1). (0.51)

Deve-se observar que o operador > é utilizado aqui, desde que na dlgebra (max,+) ele
coincide com >, isto é, Va,b € Ry, a = b = a > b. Por exemplo, 3 = 2 = 3 > 2, desde que
max (3,2) = 3.
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Figura 0.13: RPT para formulagdo da equacao dinamica na algebra (max,+).

Algebra (min,+)

A dlgebra (min, +) é o caso dual da élgebra (max, +), na qual D = R, onde Ry;, denota o
conjunto R U {4+00}. Para um didide (D, ®,®), com D = R,;,, as operagoes @ e ® sdo: min
(minimo) e 4+ (soma), respectivamente. O elemento nulo é definido como € = 400 e o elemento
identidade é definido por e = 0.

Nesta algebra, +o0o ¢é utilizado como o elemento nulo da adigao, pois satisfaz:
VaeRia®e=a® (+00) = min{a,+00} = a =min{+00,a} = (+o00) Da=eda. (0.52)
Por outro lado, utiliza-se e = 0, como sendo o elemento identidade da multiplicacao, pois satisfaz
VaeRa®e=a+0=a=0+a=e®a. (0.53)

Essa estrutura algébrica, é um didide comutativo, pois a propriedade da comutatividade da
multiplicagao ® ¢é satisfeita.
No contexto da algebra (min,+), o conjunto D pode ser definido sobre matrizes quadradas

de dimensao n, isto é,

D =R, (0.54)
As propriedades do didide (min,+) sdao igualmente satisfeitas, quando se consideram matrizes
em RI:™.

A Algebra (min, +) pode ser utilizada de forma similar & dlgebra (max,+), tanto para os
automatos temporizados como para as RPTs. A diferenca é na formalizagao da descricao da
evolucao dinamica. Enquanto na dlgebra (max, +) utilizam-se os datadores x (n) para descrever a
evolucdo dinamica, na algebra (min, +) utilizam-se os contadores. Os contadores x (t) descrevem

o nimero de vezes que que uma transicao ocorre. Dessa forma, a evolucao dinamica do sistema
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(RPT) descrita na algebra (max, +) no Exemplo 23 pode ser reescrita na dlgebra (min, +) como

x1 (t) <min (uy (t —3), 22 () + 1)
To(t) <min (14 uy(t —1),21 (t —1))
( (21

(0.55)
x3 (t) <min(xq (8),29(t —1), 14+ x5 (t —2))
y(t) <min (1 +x9 (), 23 (t —3)),
que no didide R, escreve-se
T (t) i (51 (t — 3) D 1[132 (t)
x5 (t) >x1( )P ag(t—1) B las (t —2)
y(t) = loa (1) © a5 (1 — 3).

desde que a ® b = min (a,b) ea®b=a+b e a > bse e somente se a ® b = a se e somente se

a < b. Entao, pode-se escrever matricialmente como

x1 (t) e 1 ¢ x1 (t) € € € xq (t-1 ]
zo(t) | = | € € € zo(t) | D | e € € xo (t-1) | ®
x3 (t) 1 € € x3 (t) € € € x3 (t-1
€ € € x1 (t- e € .
1( (51 t-3
Dle € € zo(t-2) | ® | € 1
Uo (T-
e € 1 xg (t-2 € € -
x1 (1) xq (t-3
y(n)Z[e 1 e] xg (1) @[6 € e} xo (t-3
x3 (t) x3 (-3

que é um sistema da forma

x(t) > Ax(t)dAx(t—1)@D Ax(t—2)dBiu(t—1) @ Bsu(t —3)
y(n) > Cox(t)® Csx(n—3).

Consideracoes sobre as Matrizes

Como um sistema modelado por um automato temporizado ou por uma RPT apresentam matri-
zes especificas quando trabalhando com as dlgebras (max, +) ou (min, 4), caracteristicas préprias
das matrizes podem ser calculadas para analises dos sistemas que estao modelados por estes
paradigmas. Essas caracteristicas sdo os valores préprios (auto-valores e auto-vetores) e a peri-
odicidade da matriz. Entretanto, a formalizacao utilizada para esses calculos sao baseados na
algebra especifica para o qual o modelo dinamico foi construido (élgebra (max,+) ou algebra
(min, +)). Com base nessas caracteristicas das matrizes, podem-se calcular taxas de produgao
(em sistemas de manufatura), mais geralmente, fazer anélises de desempenho do sistema; anali-

sar e sintetizar controladores (que realimentem o sistema por meio de atrasos introduzidos em
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sua entrada de acordo com a saida) que realizem especificagdes de comportamento definidas,

entre outros. Isto serd discutido na segunda parte desta Apostila.



Parte 11

Aplicacao da Algebra de Didides aos

Sistemas a Eventos Discretos

36
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Introducao

Os Sistemas a Eventos Discretos (SEDs) [26, 28, 64, 65, 30, 66] sao sistemas que estao presentes
em varias aplicacoes do cotidiano, como a automacao de manufatura, a robotica, a supervisao de
trafego aéreo e ferroviario e as redes de computadores. Seu estudo tem crescido muito nos ultimos
anos devido a sua importancia industrial e sua complexidade e custo [67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74],
o que justifica o esforco despendido em sua andlise e projeto.

Os SEDs apresentam em comum a forma de interagir com o ambiente. Nessa interacao, véarias
ocorréncias, denominadas de eventos, causam mudancas na configuragao interna, ou estado do
sistema. Exemplos de eventos sao o inicio e o término de uma atividade em uma méquina; a
transmissao e a recepcao de dados em um sistema de comunicacgao; a partida e a chegada de
trens (ou avides) em uma estacao (ou aeroporto). Dessa forma, os eventos em um SED sdo, por
sua natureza, instantaneos, o que lhes confere um carater de sistema de transicoes discretas com
relagao ao tempo.

A evolugao dinamica caracteristica destes sistemas pode ser vista na Figura 0.14, onde os
eventos sao representados pelas letras gregas a, (3, v, d e €, e os estados do sistema sao repre-
sentados por qo, q1, G2, q3 € g4, €m que ¢p € seu estado inicial, que é o estado do SED antes
da ocorréncia do primeiro evento. Neste exemplo, apds a seqiiéncia de eventos observa-se que o
SED retorna ao estado inicial ¢y. Este processo é denominado reinicializacdo. Se uma seqiiéncia
de eventos resulta sempre o retorno do SED a um determinado estado, denomina-se este estado

de estado recorrente (home state).

Estado A
oo —
G 1,3\_=
T
qO : VS >
Lot L, L tempo

Figura 0.14: Trajetéria de um SED.

Os SEDs tém como caracteristicas fundamentais: 1) Ciclo de funcionamento descrito através
do encadeamento de eventos; 2) Ocorréncia de eventos em paralelo e 3) Necessidade de sincro-
nizacao.

Devido a sua natureza de tempo discreto e as suas caracteristicas, os SEDs nao podem
ser tratados adequadamente através dos modelos matematicos convencionais, como as equacoes
diferenciais. Porém, como sao sistemas de alta relevancia no mundo moderno, torna-se necessario

encontrar solugoes para problemas relacionados ao seu controle. Varios paradigmas podem
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ser usados na modelagem dos SEDs, como as cadeias de Markov [75], a teoria das filas [75],
os processos semi-markovianos generalizados [75], a dlgebra de processos [76, 77|, a teoria de
linguagens formais e os autématos [32], as redes de Petri [58, 59, 60, 78, 61] e a algebra de
didides [8, 79]. Cada um desses paradigmas se aplicam a problemas distintos e que necessitam
de uma descrigao especifica. Entretanto, nenhum deles se tornou um paradigma universal para
solucionar o problema de controle de SEDs, abrangendo suas mais variadas classes (SEDs ciclicos
e aciclicos, temporizados e ndo temporizados, estocéticos e outros).

O controle de um SED ¢ definido por inibi¢oes de eventos habilitados nos estados alcancados
em sua evolucao dinamica. Assim, esse controle determina a trajetéria que representa um
comportamento especificado. Geralmente, os SEDs apresentam em sua estrutura alguns eventos
que podem ser inibidos e outros que nao podem ser inibidos, o que classifica-os em duas categorias
distintas, denominados eventos controlaveis e eventos nao controlaveis. Um evento controlavel é
aquele em que se pode permitir ou inibir sua ocorréncia (o inicio de atividade de uma méaquina e
o envio de uma mensagem) e um evento é dito ndo controlavel quando sua ocorréncia nao pode
ser inibida, isto é, tal evento ocorre espontaneamente (a quebra de uma esteira, o término do
processamento de uma peca em uma maquina, a chegada de uma mensagem enviada).

Considerando essa particao, o controle do SED deve garantir que em nenhum dos estados
alcancados, haja possibilidades de ocorréncias de eventos nao controldaveis que nao estejam in-
cluidos no comportamento especificado. Isso, porque um evento nao controlavel em um estado
alcancado do SED pode sempre ocorrer, desviando a trajetoria do comportamento especificado.

Entre as formalizacoes de controle de SEDs, encontra-se a Teoria de Controle Supervisorio
(TCS) [28, 80, 31], que foi desenvolvida utilizando as linguagens formais e os automatos [35,
32, 81] como ferramenta de modelagem do SED. Na TCS, define-se que o supervisor é o agente
responsavel pela avaliacao dos eventos gerados pelo SED e pela determinacao da acao de controle
a ser aplicada para a execucao de uma tarefa. A formulagao genérica do problema de controle
no contexto da TCS visa a determinagao do automato supervisor a partir do modelo do sistema
a ser controlado e da especificacdo de comportamento requerida para o SED. A funcao do
supervisor é assegurar que a linguagem gerada pela sua composicao com o SED que se deseja
controlar, represente a especificacao de comportamento desejada, ou seja, fazer com que o SED
realize uma tarefa especifica. Esta teoria foi desenvolvida para construir supervisores para
SEDs nao temporizados. Dessa forma, sua aplicagao garante condicoes especificas para construir
supervisores onde é necessario apenas determinar a evolu¢ao do SED (comportamento 16gico),
nao definindo instantes de tempo exatos em que os eventos devam ocorrer, nem o tempo total
para a realizacao das tarefas.

A introducao de uma representacao do tempo permite um aperfeicoamento na modelagem e
um refinamento no estudo de controle desses sistemas, possibilitando solucionar esses problemas.
Para isto, a abordagem da sintese de supervisores para SEDs temporizados necessita de sua

descricao através de um paradigma que relacione o tempo as habilitacoes dos eventos.
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A representacao da evolugao dinamica dos SEDs através das linguagens formais prové uma
descricao similar em termos de estados alcancados. Assim, para uma seqiiéncia de eventos s =
afk, ha também uma seqiiéncia de estados p = ¢;q;+1¢i12Gi+3, que sao alcangados. Considerando
que existe um intervalo de tempo entre cada ocorréncia consecutiva de eventos, cada estado é
alcancado em um tempo determinado. A cada instante de tempo novos eventos podem se tornar
habilitados e sua ocorréncia, que ¢ instantanea, muda o estado do SED.

Para a descricao da evolucao dinamica do sistema, torna-se necessario incluir um mecanismo
de temporizagao. Neste mecanismo se considera a inclusao do reldgio global. Este relégio é
definido como um contador de tempo que estd constantemente sendo incrementado em uma
unidade de tempo. Também, este mecanismo associa a cada evento um intervalo de tempo
minimo entre duas ocorréncias sucessivas, denominado tempo de vida do evento.

Cada evento tem um contador especifico, que é inicializado com seu tempo de vida. Em
um estado, os eventos definidos na funcao de transicao tém seus contadores decrementados em
uma unidade de tempo, para cada unidade de tempo incrementada no relégio global. Quando o
contador de um evento é zerado, o evento torna-se habilitado. Este evento permanece habilitado
até sua ocorréncia, ou até a ocorréncia de um outro evento também habilitado. A ocorréncia de
um evento habilitado determina uma mudanca de estado no SED, e também, a reinicializagao
do seu contador.

Com a representacao do tempo nos SEDs, varios trabalhos foram desenvolvidos no intuito
de determinar formas de controle para estes sistemas. Dentre estes, encontra-se o formalismo
de Brandin e Wonham [45, 82|, que estende a TCS para tratar de SEDs que incluem uma
representacao temporizada. Neste trabalho é necessario definir os eventos for¢ados, proibitiveis,
prospectivos, remotos, ativos, elegiveis, entre outros, além da inclusao do evento denominado
‘tick’ que sempre ocorre sob o término de um ciclo do relégio global. Brandin e Wonham
utilizam os grafos de transi¢oes de atividades (GTA) [44] para modelar os SEDs, bem como para
construir composicoes sincronas. Entretanto, para a sintese do supervisor utilizam os grafo de
transigoes temporizadas (GTT) [83]. Embora esta abordagem se apresente como uma ferramenta
que soluciona o problema de controle de SEDs temporizados, a inclusao do evento ‘tick’ resulta
num aumento consideravel no nimero de estados e transicoes do sistema, além de ser limitada
a estudos de sistemas que nao apresentam sincronismo. Por outro lado, quando se modela um
SED, considera-se a situacao de que sempre que um evento estd habilitado, ele pode ou nao
ocorrer. Na abordagem de Brandin e Wonham, a modelagem utiliza eventos com tempo limite
superior no qual sua ocorréncia é obrigatéria (hard deadline), o que define uma aparente prévia
introducao de controle no modelo do SED.

Quando se considera a sincronizacao de eventos, a dlgebra de didides [79] se apresenta co-
mo ferramenta matematica para a descricao da evolucao dinamica do SED temporizado. Esta
algebra permite uma descricao da evolucao de SEDs temporizados ciclicos, em termos dos tem-

pos de ocorréncia dos eventos, por meio de um sistema de equagoes linear [7, 8]. Nesta forma de
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abordar o problema de controle, ha varios trabalhos desenvolvidos, utilizando como paradigma
de modelagem os autématos temporizados [51] ou os grafos de eventos temporizados (redes de
Petri temporizadas [56] que apresentam para cada lugar uma marcagao bindria, apenas uma
transigdo de entrada e uma transi¢ao de saida).

Na abordagem do controle de SEDs temporizados, utilizando a algebra de didides [1, 84,
85, 11, 68], o supervisor avalia a saida do sistema e determina a a¢do de controle para inibir
temporariamente os eventos [86, 87, 9] de forma a atrasar as entradas do sistema para que a
salda seja a especificacao dada.

Também, as séries formais [19, 20, 21, 88] sdo muito utilizadas para esta classe de SEDs
temporizados na descrigao da linguagem reconhecida de SEDs modelados por autématos (max,+)
[14, 42]. Estes automatos apresentam os tempos de vida definidos em seus arcos, representando
o menor tempo em que o evento pode ocorrer. Assim, o automato (max,+) se assemelha aos
GTAs [44], considerando que a representacao do tempo é definida diretamente no arco e restrita
aos casos em que os limites superiores dos tempos de vida dos eventos sao considerados iguais
a infinito. Dessa forma, com o autémato (max,+) pode-se descrever a abordagem de Brandin e
Wonham [45, 82], quando se consideram todos os eventos definidos como eventos remotos. Essa
restricao determina um modelo que se apresenta com total auséncia de controle. Para formalizar
esta descrigao e tornar seu tratamento semelhante a abordagem nao temporizada, a definicao
dos eventos forcados nao é obrigatoria. O supervisor apenas deve executar uma acao de controle
para o sistema realizar uma tarefa especificada num minimo tempo definido pela especificacao
de comportamento.

Dessa forma, devido a semelhancga entre os automatos (max,+) e os GTAs, pode-se utilizar
os autdmatos (max,+) para solucionar o problema de controle da classe de SEDs temporizados
descrita anteriormente. Sua utilizagao elimina o problema do aumento no nimero de estados
do sistema. Também, utilizando esta mesma formalizacao, pode-se reescrever o problema de
controle de SEDs nao temporizados utilizando a algebra de didides aplicada as linguagens ou
as séries formais [25]. A seguir é apresentada a TCS para que se compreenda o formalismo de
controle de SEDs, e logo apds, é apresentada a formalizacao de controle de SEDs temporizados

através desta algebra, e a especificagao que a torna aplicavel ao caso nao temporizado.

Teoria de Controle Supervisdrio

Para o tratamento dos SEDs via TCS, é necessario compreender a formalizacao basica da teoria
de automatos.

Como visto anteriormente, os automatos sao modelos matematicos de maquinas de estados
que tém entradas e saidas discretas e que reconhecem um conjunto de palavras sobre um dado
alfabeto Y. Os simbolos sao lidos seqiiencialmente e dessa forma, um automato pode ser visto

como uma entidade de controle que tem uma varidavel interna que representa seu estado. Assim,
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cada simbolo lido resulta na atualizacao desta varidavel de acordo com uma funcao de transicao
que associa um novo estado a cada par (evento, estado). O conjunto de todos os estados do
automato é representado por ). O estado inicial de um automato é designado por gg. Os
estados marcados, representados pelo conjunto @, C @, sao os estados que o autdmato atinge

ao processar palavras reconhecidas.

Definicao 24 Um automato finito deterministico, ou simplesmente um automato € uma quintupla

A= <Q7 27 57 qo, Qm); onde:

e Q={q,...,q} € um conjunto finito de estados;

Y ={o1,...,0m} € o alfabeto ou conjunto de simbolos;

0:2 X Q — Q € a funcao de transicao de estados, onde

é(e,q) =q e

0.57
§(c,q9) =4q, paraq, ¢ €EQNo€EL; (057)

e ¢y € Q) € o estado inicial;

Q. € Q € o conjunto de estados marcados.

Observando a funcao de transicao de estados, vé-se que ¢’ s6 serd um estado do autémato A,
se o for uma transicao definida no estado q.

Estendendo a funcao de transicao, permite-se descrever o processamento de palavras em um
automato. Assim, define-se a funcao de transicao estendida 0* como §* : ¥* — @, de tal forma
que:

Cled=a o (0.58)
0" (so,q) =0(0,0" (s,q)) parag€ QN s € X*

Geralmente, utiliza-se § ao invés de §*, desde que 6" (o,¢q) = 0 (0,0" (s,q)) = 0 (0,q) para o
caso em que s = €.

Conhecidas a funcao de transicao e o estado atual do automato, é possivel determinar seu
estado apds o processamento de um simbolo qualquer. Assim, processando uma palavra a partir
de um determinado estado, confirma-se se o estado alcangado pertence ou nao ao conjunto de

estados marcados Q).

Defini¢ao 25 Dado um autémato A = (Q,%,0,qo, Qm), a linguagem marcada ou reconhecida
de A, ¢ definida por:
Ly (A)={s|s€ X" AN0(s,q0) € Qm}- (0.59)

A linguagem reconhecida por um automato pode ser encontrada, seguindo os arcos orientados

de seu grafo, iniciando do estado inicial até os estados marcados, como visto na Figura 0.1.
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Geradores

Um gerador é um automato no qual a funcao de transicao é definida para um subconjunto
préprio de ¥, isto é, a funcao de transicao permite uma representacao de uma parte das palavras
contidas em >*. Os geradores sao mais compativeis com a representacao dos SEDs. Embora haja
esta diferenciacao, costuma-se utilizar a designacao de automato para definir geradores. Assim,
aqui sao apresentados os geradores, mas deve-se considerar que quando se falar de automato

modelando SEDs, estara tratando de geradores.

Definicao 26 Um gerador é uma quintupla G = (Q, %, 9, qo, Qm), onde os elementos Q, 3, qo,
Qm €6 tém a mesma defini¢ao do autémato (Defini¢ao 24), com 6 : Q X 3 — Q definida como a
fungao, geralmente parcial, de transi¢ao de estados. Isto €, para cada q € Q), 6 € definida apenas

para um subconjunto de elementos o € 2.

A diferenca existente entre os automatos e os geradores é o fato de que, no caso dos automatos,
a fungao de transi¢do nao pode ser parcial (definida apenas para um subconjunto de eventos
para cada estado do gerador).

Igualmente aos automatos, tem-se a funcao de transicao estendida, sua linguagem e sua

linguagem marcada, como mostram as seguintes definigoes:

Defini¢ao 27 Dado um gerador G = (Q,%,0, qo, Qm), associa-se a cada estado ¢ € Q o con-
junto de eventos definidos X (q), dado por:

Y (q) ={olc € XN (0,9)} (0.60)
com 0 (0,q)! identificando que 0 € definida para o par (o,q).

Definigao 28 Seja um gerador G = (Q, 3,9, qo, @Qm). Sua fun¢do de transi¢ao estendida, de-

notada por 6, € uma funcdo §* : X* x QQ — Q, tal que:

0" (e,9) = q
0" (so,q) =0 (0,0"(s,q)), paraq€ Q es € X* sempre que ¢ = 0" (s,q) (0.61)

e " (0,q") estiverem ambos definidos.

Defini¢ao 29 Seja um gerador G = (Q, %, 4, qo, Qm). Sua linguagem gerada L(G) é:
L(G)={s|lse€X"ANd(s,q)}. (0.62)

A fungao de transicao estendida pode ser denotada por ¢, ao invés de §*, igualmente aos
automatos.

Também é observado que a linguagem gerada L(G) pelo gerador é prefizo-fechada, isto é,

Y G = (Q; 2757(]07@m)7

(0.63)
L(G) = L(G)

Analogamente aos automatos, a linguagem marcada do gerador é definida como a seguir:
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Defini¢ao 30 Dado um gerador G = (Q,%,0, o, Qm), a linguagem marcada de G, denotada
por Ly, (G), é:
L (G)={s|s € X" N6 (s,q0) € Qm} - (0.64)

O comportamento de um SED é caracterizado pela ocorréncia de eventos, isto é, um SED gera
palavras de comprimento crescente, a medida que evolui. De acordo com o alfabeto gerado pelo
SED, podem-se encontrar seqiiéncias de simbolos, ou palavras que nao representam seqiiéncias
de eventos fisicamente possiveis. Assim, a linguagem gerada pelo sistema é um subconjunto
proprio de ¥* e inclui, para cada palavra, todos os seus prefixos. A linguagem prefixo-fechada

representa o comportamento logico de um SED, em que nao ocorrem eventos simultaneos.

Definigao 31 A linguagem prefixo-fechada que representa o comportamento légico de um SED

¢ denominada de linguagem gerada do sistema.
e?

Definicao 32 A linguagem que representa o conjunto de todas as tarefas que um SED é capaz

de executar, é denominada linguagem marcada do sistema.

Considerando que L** seja a linguagem gerada por um sistema e L3¢ sua linguagem marcada,
de acordo com as Definigoes 31 e 32, tem-se que a linguagem marcada L contém as palavras
geradas pelo SED, que também gera todos os seus prefixos. Ou seja, um SED produz as palavras
contidas em LTmfd. Desta forma, a linguagem marcada do SED nao é necessariamente prefixo-
fechada. Assim, vé-se que

L4 C Toed C [5ed = Tsed,

Dessa forma, um gerador pode representar um SED, devido a sua funcao de transicao restrita,

que é definida apenas para alguns pares (evento, estado) do conjunto ¥ x Q. Isto é, um SED

sed

sed_ é representado por um gerador, de tal

com linguagem gerada L**? e linguagem marcada L
forma que L(G) = L**¢ e L,, (G) = L.

Devido a possibilidade dos geradores poderem representar os SEDs, algumas defini¢oes sao
necessarias para sua analise. Essas defini¢oes sao de fundamental importancia para o conceito

de estrutura.

Definigao 33 A componente acessivel de um gerador G = (Q, %, d, qo, @Qm), denotada por Ac(Q)
é:
Ac(G) = (Qac» Xy bacy q0s Qac,m) ,  onde
Que = {dla € QAT €S NS (5,q0) = q} ;
Qac;m = Qac N Qs
ue = 6 | (5% Quo).
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Aqui, 6, € a funcao J restrita ao dominio > X Q... Assim, um gerador G é dito acessivel, na
condicao tnica de G = Ac(G). A componente acessivel de um gerador contém apenas os estados

que sao alcancados a partir do estado inicial, embora que nenhum seja marcado.

Definigao 34 A componente coacessivel de um gerador G = (Q,%,9,qo, Qm), denotada por
Co(QG) é:
CO(G> = (Qcoa Z; 5007 qo, Qco,m) 5 onde

Qo ={4qlg € QNI € NG (5,q) = G NG € Qu};
Qco,m = QcoQO;
deo =0 | (XX Qo) -

A componente coacessivel de um gerador apresenta apenas os estados em que, a partir deles,

¢é possivel atingir um estado marcado.

Definicao 35 Um gerador G = (Q, %, 9, qo, Q) € coacessivel se e somente se, toda palavra de

L(G) for um prefizo de uma palavra de L, (G), isto é:

L(G) C L, (G). (0.65)

Nessa definigao ve-se que em um gerador coacessivel, existe pelo menos uma seqiiéncia de
eventos que o leva a um estado marcado.
Os geradores que sao, ao mesmo tempo, acessiveis e coacessiveis, sao denominados ajustados

ou trim.

Exemplo 24 Na Figura 0.15(a), € apresentado um gerador G. Este gerador nao é acessivel
devido ao fato de que o estado 6 nao € alcangado em nenhuma seqiiéncia a partir do estado 0.
Na Figura 0.15(b), encontra-se o mesmo gerador sem o estado 6 e seus dois arcos retirados, o
que o torna um gerador acessivel, em que todos os estados sao alcancados. Por outro lado, para
encontrar o gerador coacessivel, € necessario identificar os estados de G que ndo sdo coacessiveis
para o estado marcado 2. FEstes estados sao: 3, 4 e 5. Retirando estes estados e as transi¢oes a
eles ligadas, o gerador torna-se coacessivel. Note que o estado 6 nao € retirado, desde que dele o
estado marcado 2 € alcancado. Este gerador coacessivel € visto na Figura 0.15(c). Finalmente,
o gerador trim, estd apresentado na Figura 0.15(d), onde € visto que, independentemente da
ordem em que as operacoes de acessibilidade e de coacessibilidade sao tomadas, o resultado
final ndo € afetado. Deve-se observar que os geradores das Figuras 0.15(b), 0.15(c) e 0.15(d)
sao, respectivamente, a componente acessivel, a componente coacessivel e a componente trim do

gerador da Figura 0.15(a).
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Figura 0.15: (a) Gerador e geradores (b) acessivel, (¢) coacessivel e (d) trim.

Composicao de Automatos

Uma das alternativas de modelagem de SEDs requer a decomposicao dos sistemas em sub-
sistemas e, para cada subsistema é definido um automato que representa seu comportamento
dinamico. Entretanto, para estudar o sistema como um todo é necessario remontar a decom-
posicao feita para simplificar o estudo. Neste caso, é necessario compor os automatos que
representam os sub-sistemas para obter o automato do sistema. A composicao de automatos,
constréi um automato que gera uma linguagem igual a intersecao das linguagens dos automatos

envolvidos na composicao.

Deﬁnigéo 36 Sejam Gl = (Qla E175176110762m1) € G2 = (Q27 227627QQ07 QTI’LQ) dois automatos.

O autémato G3 resultante da composi¢ao sincrona € definido por Gs = (Q3,%3,9,q3y, Qms) com
Qs =0Q1 X Qa, T3=21U%s, ¢3 = (q10:G2); Qms = Qm; X Qm, €

(61(0,q1,),02(0, q2,)) =(q1,,,q2,) se 30,61(0,q1,)=q1, € 62(0,q2,)=0qz,
(51 (07(111-);(121-) :(Q1i/ ) QQL) se 30-7 51 (07 Q1i):Q1i/ apenas em Gl
(Q1¢;52(07Q2¢)):(Q1m qu/) se EIO_? 52(0-7 Q2¢):QQ1-/ apenas em G2

indefinido caso contrdrio.

53(0-;((]12‘)(]22')): (0.66)
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Exemplo 25 A composi¢do sincrona dos automatos Gy e Ga, apresentados da Figura 0.16(a)
e 0.16(b), respectivamente, onde os elementos de X1 sdo os mesmos elementos de o, estd
apresentado na Figura 0.16(c). Pode-se ver que nos dois automatos G e Gy, sé se encontra
um unico arco (a) que sai do estado x para o estado x, em Gy e que, equivalentemente, sai do
estado 0 para o estado 1 no automato Go. Por outro lado, quando o automato Go encontra-se
no estado 1, so ha um arco saindo do mesmo, que € equivalente no automato G4, que também
¢ o arco . Também, o estado (z,0) do automato construido pela composicao sincrona de G
e G, nao € marcado porque o estado inicial do automato Gy, nao é. Porém, o estado (z,1)
do automato construido pela composicao sincrona de Gy e Gy € marcado, pois em ambos os
automatos, a funcao de transicao «, leva de um estado marcado para outro estado marcado.
Deve-se observar que a Figura 0.16(c) nao apresenta os outros estados da composi¢ao, desde que
a fungao de transigao € indefinida (ver equagao (0.606)). Naturalmente, a iltima condi¢ao da
equagao (0.66) pode ser vista como a aplicagao dos operadores de acessibilidade e coacessibilidade

sobre o automato G5 com todos os estados qc, = (e, 4G,)-
a
B
Cr——»
n an

B

a

Figura 0.16: (a) Automato G4, (b) Automato Gs e (¢) Composicao sincrona G = G1||G.

Exemplo 26 A composicao sincrona entre os automatos G1 e Go, apresentados da Figura
0.17a) e 0.17(b), respectivamente, onde somente o elemento n € X1 N Xg, estd apresentado

na Figura 0.17(c).

A composicao sincrona de autématos é utilizada na TCS para definir a linguagem do SED
acoplado em malha fechada ao supervisor, geralmente denotada por §/G, como serd vista adi-

ante.
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Figura 0.17: (a) Autémato Gy, (b) Automato G e (¢) Composicao sincrona G5 = G4||Ga.

A sintese do supervisor

Na TCS, os SEDs sao representados por geradores, onde sua linguagem gerada é L(G) e a
linguagem marcada é L,,(G). Nela, considera-se a existéncia de um agente externo para assegurar
que o sistema realize uma tarefa determinada. Nesta teoria, o alfabeto de eventos ¥ do gerador
¢ dividido em duas categorias distintas: os eventos controldveis e os eventos nao controlaveis,
representados pelos conjuntos X, e X,., respectivamente. Assim, tem-se que o alfabeto X é a
uniao de X, e ¥, ou seja X = .U X,.. Estes dois alfabetos definidos dentro do alfabeto X2,
nao tém eventos comuns, isto é, sua intersecao ¢ o conjunto vazio, ou 2. N X, = .

Os eventos controlaveis sao aqueles que podem ser habilitados ou desabilitados em qualquer
momento, enquanto que os eventos nao controlaveis nao sofrem acao de controle, como é o caso
da quebra de uma maquina, ou término de processamento de uma peca. Um evento controlavel
pode ser exemplificado pelo inicio da operacao da maquina.

Os eventos controlaveis sao habilitados ou desabilitados pela entrada de controle que é defi-

nida como a seguir:

Definicao 37 Dado um gerador G = (X,Q,6,qo, Qm), cujo alfabeto € particionado em ¥ =

Y Uy, 0 conjunto de entradas de controle associado a G € definido por:
F={yZ.CvyCX}. (0.67)

As entradas de controle definem quais os eventos que devem estar habilitados num determi-

nado estado. Assim, em um estado ¢ do gerador GG, onde ha eventos controlaveis e eventos nao
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controlaveis habilitados, uma entrada de controle v aplicada nesse estado define quais os tinicos
eventos que podem ocorrer. Como o0s eventos nao controlaveis nao sofrem acao de controle,
todos os eventos nao controlaveis definidos neste estado estao, por definicao, sempre habilitados.
Apenas os eventos controldveis definidos em v podem ocorrer (os demais eventos sao inibidos).

Um gerador controlado ¢ definido do seguinte modo:

Definicao 38 Dado I' C 2% como sendo o conjunto de entradas de controle, um gerador con-
trolado G. € um par (G,T") onde G € um gerador com alfabeto X, particionado em eventos
controldveis Y. e eventos nao controldveis Y., equipado com um conjunto de entradas de con-
trole T'.

Denomina-se planta, o modelo do sistema a ser controlado, semelhantemente a teoria classica
de controle. O comportamento do sistema na auséncia de qualquer acao de controle é definida

como linguagem da planta, a qual representa o comportamento do sistema.
Exemplo 27 Para o gerador apresentado na Figura 0.18(a), a linguagem €
L(G)=((aB+n)v+e).

Considerando que ¥, = {a,n} e X. = {B,v}, com a permanente desabilitacio de [ definida

pela aplicag¢ao da entrada de controle v = {a,n,v}, a linguagem torna-se
L(G)=a+(v+e),

que € representada pelo gerador visto na Figura 0.18(b).

Figura 0.18: (a) Gerador com todos os eventos habilitados e (b) Gerador com o evento [ inibido.

Este mecanismo de controle define um chaveamento nas entradas de controle. Dessa forma,
determina que a seqiiéncia definida na especificagao de comportamento, se possivel, seja seguida.

Isso remete as defini¢coes de supervisor e suas condigoes de existéncia.
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Supervisores e condicoes de existéncia

Com a fundamentacao dos geradores controlados, interessa chavear a entrada de controle em
resposta a cadeia de eventos previamente gerada pelo gerador GG. Este chaveamento é feito pelo

supervisor, que é o agente externo que determina a acao de controle.

Definicao 39 Um supervisor para um gerador controlado G. = (G,T') € um par § = (5,0),

composto de um gerador S = (X, X, £, xo, X;n) € de um mapa de controle ©, em que:

e X ¢ 0 mesmo alfabeto de G;

e X ¢ um conjunto de estados;

£ x X — X € uma funcao de transicao parcial estendida,

xo € X € o estado inicial;
e X,, C X € o conjunto de estados marcados;

e O: X — I'éuma fungao que associa a cada estado x € X uma entrada de controle v € T'.

Na Figura 0.19, é¢ mostrado como ¢é representado o sistema composto pelo gerador controlado
G, supervisionado pelo supervisor §, em malha fechada. Pode-se ver que o gerador controlado
recebe a acao de controle e gera os eventos que sao observados pelo supervisor. Essa composicao

determina que o gerador siga a linguagem do supervisor.
controle 'y
S Jq G

eventosgerados o

Figura 0.19: Supervisao de um SED.

De acordo com a defini¢ao de supervisor, tem-se que a acao de controle modifica a linguagem
gerada do sistema sob supervisao, pois pode inibir seqiiéncias de eventos que antes podiam

ocorrer. Logo, sua linguagem, pode ser assim definida:

Definicao 40 Dados um gerador controlado G. e um supervisor S, a linguagem gerada pelo

sistema supervisionado, denotada por L(S/G), € tal que

c€ L(S/G) e
so € L(S/G) se e somente se s € L(S/G) AN so € L(G) Ao € ©(&(s, xy)),

onde © é o mapa de controle que associa a cada estado x € X uma entrada de controle v € T,

que € aplicada a G.
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Deve-se observar que a composicao sincrona entre o supervisor e o gerador define a linguagem
do sistema supervisionado. Esta linguagem representa a trajetoria que o sistema deve seguir.
Os eventos habilitados em cada estado do supervisor sao os 1inicos eventos que podem ocorrer
no estado correspondente do gerador. Os outros eventos possiveis de ocorrerem no respectivo
estado do gerador sao inibidos, o que é determinado pela entrada de controle do supervisor.
Esta condig¢ao pode ser vista na composi¢ao sincrona do supervisor com o gerador, observando
os pares ¢s;c = (¢s,qq), onde gs)c é o estado ¢ da composigao sincrona S/G, gs é o estado ¢
do supervisor S e gg é o estado ¢ do gerador G. Isto é visto na Definicao 40, em que somente
os eventos que estao habilitados em cada estado, sao os que ocorrem sob supervisao.

Dada uma palavra s que pertenca a L(S/G), a mesma também pertence a L (G), o que

determina que a linguagem do sistema supervisionado satisfaz
L(S/G) C L(G). (0.68)
Assim, L(S/G) é uma linguagem prefixo-fechada, visto que uma palavra so € L(S/G) somente
se s € L(S/G).
Define-se a linguagem controlada do sistema supervisionado por
Le(S/G) = L(S/G) N Lm(G), (0.69)
ou seja, L.(S/G) é a parte da linguagem marcada original sob agao de controle que representa
as tarefas que sao completadas sob supervisao. Logo, isto implica nas condigoes:
L.(S/G) C L(S/G) e
Le(S/G) C Lin(G)
Dessa forma, a linguagem marcada do sistema é
Lin(8/G) = Le(§/G) N Lin(S) (0.70)
Assim, ve-se que
Lin(8/G) € L(S/G) € L(S/G) € L(G),

ou seja, a linguagem L(S/G), que é gerada pelo sistema composto pelo supervisor e pelo gerador
controlado pode ser interpretada como o conjunto de todas as possiveis seqiiéncias finitas de

eventos que tém possibilidades de ocorrer no sistema.

Supervisores proprios

E preciso garantir que os eventos no supervisor S s6 devem ocorrer, quando eles também ocor-

rerem em G, e estiverem habilitados por ©.

Definicao 41 Um supervisor S € dito ser completo, em relagao a um gerador G., quando o

sequinte € verdadeiro: para todo s € ¥X* e 0 € X as trés condicoes
s € L(S/G), so € L(G) e o€ 0 (&(s,m)),

Juntas implicam em £ (s, xo)!, isto €, & (s,x0) € definido.
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Esta é a condigao necessaria para considerar o supervisor S como completo em relagao a um
gerador controlado G.. Logo, se s é uma palavra que pode ocorrer no sistema supervisionado e
o evento ¢ é uma continuacao fisicamente possivel desta palavra, se o esta habilitado, entao a
palavra so deve estar definida na funcao de transicao do supervisor.

Torna-se necessario estabelecer duas restrigoes a serem satisfeitas pelas linguagens L(S/G),
L.(S/G) e L,,(§/G), para controlar um SED de maneira satisfatéria.

Definicao 42 Um supervisor S € dito nao bloquedvel se e somente se

L.(S/G) = L(S/G) (0.71)

Definicao 43 Um supervisor S € dito nao rejeitdvel se e somente se

Ln(S/G) = L(S]C). (0.72)

Assim, um supervisor é bloqueavel se existir pelo menos uma palavra fisicamente possivel
em L(S/G) que nao é prefixo de qualquer palavra em L.(S/G), isto é, o sistema nunca pode
completar uma tarefa especificada, e um supervisor é rejeitavel caso exista pelo menos uma pala-
vra em m representando uma palavra completada, contudo que nao pertence a linguagem
marcada L,,(S/G). Neste tltimo caso, é possivel atingir um estado em que nenhuma tarefa seja
completada.

Para que a sintese do supervisor seja completa, o supervisor nao deve apresentar nenhum

desses problemas. Isto leva a definicao de supervisor proprio.

Definicao 44 Um supervisor completo, isto €, nao bloquedvel e nao rejeitavel € dito supervisor

Proprio se

Ln(S]G) = L(S]G) = L(S/G). (0.73)

Com isso, chega-se ao problema principal da TCS, que estd definido em determinar mudancas
no comportamento de um SED G. As linguagens apresentadas anteriormente permitem a formu-
lacao de problemas abstratos de sintese de supervisores. De um modo geral, um problema desse
tipo supoe que se represente por linguagens o comportamento fisicamente possivel do sistema e
o comportamento desejado sob supervisao. O objetivo é construir um supervisor para a planta
tal que o comportamento do sistema em malha fechada se limite ao comportamento desejado.
Para tanto, definem-se os conceitos de fechamento e controlabilidade, onde se considera K como
a linguagem da especificacao de comportamento, ou o que se deseja que o SED realize e L a

linguagem gerada pelo SED:

Definicao 45 Sejam duas linguagens K,L C ¥*. K ¢€ dita fechada em relagao a L, ou L-
fechada, se e somente se

K=KnL (0.74)
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Definicao 46 Dadas duas linguagens K, L C ¥* e um alfabeto ¥ = X, U X, diz-se que K ¢é
L-controlavel se e somente se
KY,.NLCK. (0.75)

Para determinar as condigoes de existéncia do supervisor para a realizacao de uma tarefa

definida, é dada a seguinte proposicao:

Proposicao 2 Seja S um supervisor completo para G.. FEntio L(S/G) € prefizo-fechada e
L(G)-controldvel.

Também é necessario estabelecer as condigoes de existéncia de supervisores para os problemas
formulados em termos de linguagens geradas e marcadas. Para isto, apresentam-se os teoremas

a seguir:

Teorema 2 Dados um gerador G tal que L (G) represente seu comportamento fisicamente possivel
e uma linguagem especificada K C L (G), existe um supervisor completo S tal que L(S/G) = K

se e somente se K for prefivo-fechada e L (G)-controldvel.

Teorema 3 Dados um gerador G tal que L,,(G) represente as tarefas que podem ser completadas
pelo sistema na auséncia de qualquer agao de controle e uma linguagem especificada K C L,(Q)

entao

1. Existe um supervisor ndao bloquedvel S tal que L.(S/G) = K se e somente se K for L (G)-
fechada e L (G)-controldvel;

2. O supervisor S serd préprio somente se o gerador S = (X, X, &, xg, X,n) for tal que X, =
X.

Para problemas formulados em termos de linguagens marcadas, se K satifizer as condigoes

do Teorema 3, entdo o supervisor seré tal que L(S/G) = K, visto que nesse caso,
L(S/G) =K NL(G) =K. (0.76)

Estes resultados sé podem ser empregados quando a linguagem especificada K satisfaz as
condicoes exigidas. Quando a linguagem K nao satisfaz as condigoes exigidas a existéncia do su-
pervisor, ou seja, a linguagem especificada K nao é nem L,,(G)-fechada, nem L(G)-controldvel,
é necessario encontrar uma sublinguagem K C K, que satisfaca todas essas condicoes. Esta su-
blinguagem é conhecida por Suprema Sublinguagem Controldvel K, ou supC(L), que soluciona
o problema do supervisor, restritivamente. Sendo assim, se K solucionar de forma satisfatéria
o dado problema, isto é, se K O L4, onde L, é uma linguagem que representa o comportamento
mais restrito que pode ser tolerado, KT pode ser utilizada em substituicao & linguagem anteri-
ormente especificada. A solucao para este problema é um supervisor que implementa K'. Para

o caso dos geradores de estado finito, K é sempre computavel.
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Determina-se, entao, o seguinte: seja K C X* uma linguagem, e seja C'(K) a familia das
linguagens controlaveis de K. Entdao, C'(K) é sempre nao vazia pois a linguagem vazia é con-
trolavel.

Um importante resultado em relagao a controlabilidade das linguagens é que a familia C'(K)
¢é fechada em relagao a uniao de linguagens, ou seja, existe uma unica linguagem controlavel
maxima K tal que KT C K. Assim, nota-se que K pode ser a linguagem vazia.

Este problema pode ser enunciado da seguinte maneira: Dados um gerador G, uma linguagem-
alvo marcada E C X* e uma linguagem minima admissivel Lo C E, encontrar um supervisor
proprio S tal que

Ly CL(S/G)CE. (0.77)

Quando E é L,,(G)-fechada e L(G)-controldvel, a existéncia de um supervisor tal que L.(S/G)
E é garantida, o que significa que o problema tem uma solu¢ao nao restritiva, como visto an-
teriormente. Nos casos em que E nao satisfaz estas condicoes, é possivel obter uma solucao
minimamente restritiva. Esta solucao pode ser encontrada utiliando o algoritmo a seguir, on-
de se consideram um gerador de estado finito G descrito por L (comportamento do SED) e K

(comportamento desejado):
Algoritmo 1 Algoritmo para a Construcao de K' (/27])

e Dados o gerador G trim e o gerador H (composi¢ao sincrona do gerador G com a especi-

ficagdao desejada), faca:
1. Construir a matriz de transicoes A do gerador H, onde

o, sedo do estado v para o estado j;

A =laijl a5 = {

— caso contrdrio;

2. Incluir ao lado direito da matriz de transicoes A o vetor coluna que representa X (H (x)) N
Yue, em que X (H (z)) representa os eventos habilitados no estado q do gerador G corres-

pondente no estado x da composicao sincrona

3. Inclua ao lado direito da tabela o vetor coluna ¥ (x), representando os eventos habilitados

no estado x do gerador H;

4. Para cada estado x;, em A que ndo satisfaz X2 (H (x;)) N Xye C X (x;), remover a linha da

tabela e a coluna da matriz A referente ao estado x;;
5. Encontrar a componente coacessivel do gerador resultante;

6. Itere este processo até que todos os estados x; restantes satisfacam
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Exemplo 28 Sejam ¥ = {ay, a9, 8}, Xue = {8}, e em notagao de expressoes requlares

L(G) = (04152 + 042) G,
L (H) = 04152 + 0425*,

que sao a linguagem do gerador trim visto na Figura 0.20 e a especificacao de comportamento

H desejada para este gerador. Utilizando o algoritmo da sup C (L) apresentado por Ramadge

B@B@B

Figura 0.20: Automato gerador de L (G) = (a1ﬂ2 + 012) G,

B .B*)

Figura 0.21: Especificacio L (H) = a1/5* + asf5*.

e Wonham [27], inclui-se separadamente a matriz de transi¢ao do gerador da especifica¢io de
comportamento, visto na Figura 0.21, duas colunas: uma listando 3(H (x)) N, outra listando

Y (x). Isto define a sequinte tabela:

12 3 4 5 Y(H(x)NEye | X(x)
1 o o) o5e%)
| 2 8 8 8
3 B B B
4 5
5 6 g g

Desde que X(H (4)) N Xy € X(4), remove-se o estado 4 da tabela e encontra-se que o gerador

resultante € trim. O resultado é um gerador para a linguagem L (H,), apresentado na tabela a

Sequir:
1 2 3 5 |SHG@)NS| S@)
1 o1 o Q1Qo
Hy:| 2 5 5 8
3 g
5 g & p
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onde sua linguagem é L (H,) = a1 B + ao3*. Iterando

esse procedimento € produzida a sequinte
seqliéncia de tabelas:
1 2 5 Y(H(x)NXye | X(x)
1
H2 : a2 a0z L (HQ) = + Oégﬁ*
2 p
5 s g Z

1 5 | S(HG@)NSw | S()

%)

H3 : 1 1009 L (H3) = O‘Qﬁ*
5 5 s s

em que, L (H3) € a sup C (L), cujo supervisor estd apresentado na Figura 0.22.

&)

o)

Figura 0.22: Supervisor para a sup C'(L) = L (H3) = ax3".

Exemplo 29 Considere o automato apresentado na Figura 0.23 e a especificacao de comporta-
mento apresentada na Figura 0.24. A linguagem marcada do automato €

L (G) = ()" + (aurn)”

e a linguagem marcada da especifica¢ao de comportamento é

L(H)=(a+r) B(a+r)n.

Pode-se ver que L(H) ¢ L., (G), pois a* nao eziste em Ly, (G). Dessa forma, para calcular

Figura 0.23: Autoémato com linguagem L,, (G) = (a3)" + (arn)”.

a supC (L), constréi-se a composicao sincrona H||G, a qual é vista na Figura 0.25. Com

a linguagem L (H') = L(H/G) dessa composicio, utiliza-se o algoritmo para construc¢io da
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a,K

B
n

Figura 0.25: Composigao sincrona H||G.

supC (L), em que inclui-se separadamente a matriz de transicao do gerador da especifica¢ao de

comportamento e as duas colunas listando L(H (x)) N L. e N(x). Isto define a sequinte tabela:

12 3 45 6 |SH@))NZ| S
1 o o
2 k [ k3
Hy:| 3 n
4 « «
5 K
6 n n 1

Desde que S(H' (3)) N Sy & 32(3), remove-se o estado 3 da tabela e encontra-se que o gerador

resultante € trim. O resultado € um gerador para a linguagem L (Hi), apresentado na tabela a

Sequir:
12 45 6 |Z(H@))NZw | 2(z)
1 « o
/ 2

4 o o

) K K

6 1 1 1
onde sua linguagem € L (Hi) = afakn. Como todas as outras linhas satisfazem

S(H (2)) N Ewe C B(z),

e H, € coacessivel, entio, L (Hi) ¢ asup C (L) que € a linguagem do supervisor visto na Figura

0.20.
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!

Figura 0.26: Supervisor para sup C (L) = L (H;) = afarn.

Sintese de Supervisores de SEDs Temporizados modelados

por Autéomatos (max,+) Utilizando Didides

A aplicacao dos automatos (max,+) para o caso especifico de SEDs temporizados que apresentam
todos os tempos de vida definidos como os tempos minimos para sua habilitacao, considera
igualmente a TCS que ¥ = Y. U X,.. Para este formalismo, é necessario a definicao da matriz

de incidéncia associada a um autoémato (max,+).

Definicao 47 Seja Amax,+) um automato temporizado. Define-se a matriz de incidéncia tem-

porizada, denotada por At, como

t,o se do do estado i para o estado j;

€ caso contrdrio,

At = [atm-} ;atm- = {

em que t, € o tempo de vida do evento oque leva o automato Amax,+) do estado i para o estado
j. Se mais de um evento € definido do estado i para o estado j, at;; = @, txof, para of € %,
k=1,2, .., de modo que qualquer evento o* ocorrendo, provoca no autémato A(max,+) @ mudanca
do estado i para o estado j. O estado inicial € definido como sendo o estado 1, representado

pelo vetor linha
H(At):[tm - e},

com t;, representando o atraso inicial, e 0s estados marcados sao representados pelo vetor coluna

T
OAL) = |ty by oy |
com t,,, representando os atrasos finais.

Nessa representacao, cada termo at;; define a mudanca do estado designado pela linha i
para o estado designado pela coluna j. Se existe mais do que um evento causando a mudanga
de estado entre esses vértices, o termo at; ; ¢ uma expressao regular. Os vetores 6 (At) e ¢ (At)
definem as informagdes sobre o estado inicial e os estados marcados. Representa-se por §; (At)
o elemento da j-ésima coluna do vetor 6 (At) e por ¢, (At) o elemento da i-ésima linha do vetor

¢ (At). Os atrasos finais sao os valores t,,,, em que se um estado k ndo é marcado, t,,, = €.
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Exemplo 30 O automato Aax+) apresentado na Figura 0.27, tem sua matriz de incidéncia

temporizada construida de acordo com a Definicao 47, a qual é dada por

€ 3a ¢
At=1| 48 € 3a |,
25k € €

com o estado inicial definido por
O(At)=[2 € €]

e os estados marcados definidos pelo vetor coluna

la 4a
SONRONES
2 2B 58
Figura 0.27: Automato (max,+) deterministico para ilustrar a representagdo por matriz de

incidéncia temporizada e vetores de estados inicial e marcados.

Deve-se observar que a matriz de incidéncia temporizada pode ser construida por
n
At :@H<Ui> ® g
i=1

com p (0;) dada pela Definigao 17, e o; sendo o i—ésimo evento do alfabeto ¥. Sendo assim,
para a representacao de um automato A(max, 1) por uma matriz de incidéncia temporizada e pelos
seus vetores de estados, a descricao em termos das séries formais ¢é valida, podendo-se através
dessa representagao, determinar a linguagem temporizada reconhecida pelo automato A(max +)-

No caso da representagao matricial, define-se:

Definicao 48 A um autéomato Amax+) que tem sua linguagem reconhecida temporizada repre-

sentada pela série formal

v, = @ wls) s, (0.78)

sEX*
para a representacdao matricial de Amax,+) dada por At, 0 (At) e ¢ (At), define-se sua linguagem

marcada temporizada como sendo

Ly (At) = L (Apmax. 1)) = Y. (0.79)
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Semelhantemente a construcao das linguagens das matrizes de incidéncia nao temporizadas,

podem-se definir as linguagens da matriz de incidéncia temporizada. Para isto, define-se:

Definicao 49 Seja At uma matriz de incidéncia, cujos elementos at,; definem caminhos de
comprimento 1, que mudam o estado do automato que ela representa, do estado i para o estado

7, com um tempo de vida t,. Assim, a matriz
At" = At R At ® - - - ® At, (0.80)

¢ uma matriz de caminhos, onde cada elemento at; representa um ou mais caminhos de com-
primento n, formado de eventos controldveis ou nao controldveis, que levam o autéomato que ela
representa, do estado i para o estado j, com um tempo total ty =ty + ... +ten, s = 0'...0". Os

vetores de estado inicial e de estados marcados da matriz de caminhos At"™ sao os mesmos de

At.

Observa-se que, igualmente a matriz de caminhos nao temporizada, na matriz de caminhos
temporizada, quando nao ha um caminho com n eventos que muda o estado do automato do
estado 7 para o estado j, tem-se at}; = e. A matriz At" contém palavras s de comprimento
n, compostas de eventos controlaveis e nao controlaveis, que sao percorridas em um tempo

ts = to-l + +ta-n

Exemplo 31 Do autémato Agmax,+) mostrado na Figura 0.28, sua representacao matricial €

dada por
€ 4da € 3
At= | 56 € 2u |, G(At):[l € e}, o(At) = | €
e 20 2« 2

A matriz de caminhos At? desse autémato é
4a 2n
2a

5B 2B
Figura 0.28: Automato para exemplo da matriz de caminhos temporizada.

9a € 6o
AP =At@At= | ¢ 4ub+ 96a e
7608 da3 doa + 481

com 0 (At*) = 0 (At) e ¢ (At*) = ¢ (At). Sua matriz de caminhos At® é
€ 13afa + 8aup Sapa

At® = | 9uB6 + 14Bap 6o Guaa
9a 3 1180a + 6aaf + 68ul  6afu + 6aaa + 68ua
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com 0 (At?) = 0 (At) e ¢ (At®) = ¢ (At). Nessas matrizes de caminhos, cada seqiiéncia re-
presenta uma palavra de comprimento 2 e 3, respectivamente, que muda o estado do automato
A(max,+), do estado i para o estado j. Em At?, vé-se que do estado inicial para o estado inicial,

existe a palavra o3, com tempo tog =9, e que é uma palavra reconhecida, pois
(yleB) = 0 (At) @ pu (o) @ p(B) ® ¢ (At) =13 # €,
de acordo com a Defini¢ao 18.

Com essa definicao e utilizando a algebra de didides, tem-se que a linguagem da matriz de

incidéncia temporizada L (At) é definida por:

Definicao 50 Para uma dada matriz de incidéncia temporizada At, sua linguagem € definida

como

L (At) = @D (0 (At) ® At') @@ (6, (At) ®at} ;) , (0.81)

i

onde 1 (At) ¢ o elemento da primeira coluna do vetor de estado inicial § (At), at’ ; € o elemento

da linha 1, coluna j da matriz de caminhos temporizada At’.

Por outro lado, além das séries formais, a linguagem marcada da matriz de incidéncia At

também pode ser definida como sendo:

Definicao 51 Para uma matriz de incidéncia At, sua linguagem marcada € definida como

Ly, (At) = @D (0 (At) ® At'®¢ (At)) @@ (61 (At) ® at}; @ ¢; (At)) (0.82)

i %

onde 0, (At) ¢ o elemento da primeira coluna do vetor de estado inicial 6 (At), a} ; € o elemento
da linha 1, coluna marcada j da matriz de caminhos temporizada At® e ¢; (At) € o elemento da

j-€sima linha do vetor de estados marcados ¢ (At).

Exemplo 32 Seja o automato apresentado na Figura 0.29. Sua representacao matricial €

At:[g; 5:‘],9(At)=[1 e],qﬁ(At):[z].

Para determinar sua linguagem, calcula-se

K

e

3 3B

Figura 0.29: Automato temporizado para determinacao da linguagem temporizada.
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At — 8a3 Sak
3P 8fa+ kk
At? — S8ak 13afa + bakk
116ap 4+ 3kkfB 8kBa + 8Bak + kKkk
cujos elementos da primeira linha definem as palavras de comprimento 2, 3, ..., da linguagem

de At. Logo, multiplicando essas matrizes por 01 (At), encontra-se
L (At) = {1, 60,900, 6ak, 9ok, 14afa, 6akk, ...} .

Observe que a palavra vazia € estd presente em L (At), a qual tem um tempo de vida igual a
1 (tempo de atraso inicial do autémato), e que as palavras de comprimento i, encontram-se na

linha 1 das matrizes At'. A linguagem marcada desta matriz é determinada pelas palavras da

linha 1 de At', multiplicadas por 0, (At) e ¢, (At):
L., (At) = {4e,6a, 12a3, 6k, 120k, 14afa, 6akk, ...},
que € a mesma linguagem encontrada utilizando as séries formais, ou seja,
L, (At) =Y, =4e ® 6a & 12a0 & 6ak & 12ak0 & ldafa & 6akk, ...

Com essas defini¢oes, quando forem feitas referéncias as linguagens da representagao matricial
do automato Amax, ), utilizar-se-a L (At) e L, (At).
Para um automato Amax,+) representado por uma matriz de incidéncia At, a acessibilidade

e coacessibilidade sao definidas como a seguir:

Definicao 52 Uma linha j de uma matriz de incidéncia At é acessivel se para algum i € N*,
0(At) @ At' @ 7 # e,

em que T € um vetor coluna onde m; = e, e os demais elementos w, = €,k # j.

Assim, uma linha j é acessivel se, partindo da linha 1, existe pelo menos uma seqiiéncia s # €

que leva a linha j.

Definicao 53 Uma linha i de uma matriz de incidéncia At é coacessivel se para algum k € N*,
v AtF @ ¢ (At) # ¢,

em que v € um vetor linha onde v; = e, e os demais elementos vy = €,k # 1.

Dessa forma, uma linha i é coacessivel se, partindo da linha 7, existe pelo menos uma seqiiéncia
s # € que leva a linha marcada j. Tambam, uma matriz de incidéncia At é acessivel se toda
linha j é acessivel. Por outro lado, uma matriz de incidéncia At é coacessivel se toda linha i é
coacessivel. Uma matriz de incidéncia At é trim se todas as linhas forem acessiveis e coacessiveis

a0 mesmo tempo.
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Exemplo 33 No automato da figura 0.29, todos os estados sao acessiveis, pois
T
O(At) @ At' @ m = 6 # €, para T = [e e} :
que leva do estado 1 ao estado 2 e
) T
O0(At) @ At* @ m =9af # €, paraw = [e e} ,
que leva do estado 1 ao estado 1. Todos os estados sdo coacessiveis, pois para
T
oA =3 c| .

vRAt' @ p(At) =5a #e€, parav=|¢e e
VR At' @ ¢(At) =68 #¢, parav=|¢€ e
Logo, a matriz At representa um automato trim.
Similarmente a composic¢ao sincrona de automatos utilizada na TCS, considerando os automatos
(max, +), nessa abordagem ¢é formalizada considerando que os tempos de vida dos eventos sa-

tisfazem as operagoes de soma e produto de Cauchy (equagoes (0.16) e (0.17)) para D = Ryax.

Para isto, as seguintes defini¢oes sao necessarias:

Defini¢ao 54 Dado um didide D = Ry.x ((X)), 0 operador ® define a intersecao de elementos,

como
k
at ® bt = Pty ® )0, se tpio’ Cat Ato' Cbt. (0.83)
i=1
Vat,bt € D, onde
1,0 ®eE=c¢€
torot @t 0% =€, 0! # 0 (0.84)

teo @t o= (t, Dt))o,
Vo,ol,02 €2 eVi,, ty,t), t! 2 € Ryax. Para matrizes de incidéncia temporizadas, esse operador

¢ definido como
C=At ® Bt, Cij = ati,j ® bti’j, (085)

para at; ; ® bt; ; definido de acordo com 0.83, e
0(C)=0(At)®0(Bt) e ¢(C) =0 (At) ® ¢ (Bt).

Observa-se que, tornando 0 = ¢’ = e (palavra vazia), a interse¢ao satisfaz as condigao da
Definicao 54, ou seja,
te®e=1® € =k, e
te®te=(tdte=(tdt),

2

desde que a segunda equacao sé é valida para o' # o2. Dessa forma, para o caso dos vetores

de estados 6 e ¢, a operacao de intersecao ® s6 retorna um valor diferente de ¢ quando todos
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os elementos operados sao diferentes de €. No caso do vetor de estado inicial, esse operador
torna-se igual ao operador &, desde que apenas o primeiro elemento dos dois vetores é diferente
de €, o que satisfaz
0, (C) =0, (At) ® 0, (Bt) e
0 (C) =¢ 1<k<n.
Para o caso especifico de controle de SEDs, essa definicao deve ser restringida, devido ao fato

de nao se poder aplicar controle a eventos nao controlaveis, impondo atrasos. Assim, tem-se:

Definicao 55 Considerando que At representa uma especificagio de comportamento (tempos
dos eventos varidveis) para um SED temporizado modelado por uma matriz de incidéncia Bt
(tempos dos eventos ndo controldveis constantes), em que at;; e bt;; podem ser expressoes re-
gulares do tipo tyiot + ... + txo® e t;lal + ...+ t;kak, respectivamente, entao o operador de

interse¢do ® € definido de acordo com a equagdo (0.85), em que at;; ® bt; ; € definido como

Dty ®t )0 se (tpa’ Ca)A(t o8 Cb) Ao € 5.)
@le t o se (tyioc" Ca) A (t;iai C b) A(ch € Xye).

ot

atm ® btiJ’ = { (086)

Com a Defini¢ao 55, o operador ® pode ser utilizado para os procedimentos da sintese do
supervisor, como serd visto adiante. Isso, porque quando se considera > = ¥, U Y., tanto na
composicao sincrona de dois automatos quanto em outras operacoes, o tempo de um evento
controldvel pode ser modificado (apenas ampliado) através da interferéncia de um supervisor.
Porém, no modelo do SED, em hipo6tese alguma, pode haver variagao no tempo de vida de
um evento nao controlavel. Dessa maneira, o produto sincrono de duas matrizes de incidéncia

temporizadas é definido como a seguir:

Definicao 56 Dadas duas matrizes de incidéncia temporizadas At,,«m € Bt,x., as quais re-
presentam o automato A(max,+)1 construido com simbolos do alfabeto X1 e o automato A(max7+)2
construido com simbolos do alfabeto Yo, respectivamente, compde-se uma nova matriz de in-
cidéncia Pt, com dimensao m x n, construida com simbolos dos alfabetos Y1 e Yo, através da

composicao paralela definida como:

Pt = AtHBt,ptk,l = lisgjae ® bt

iBt,JBt?
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onde k = (ia¢, iBt) = ias + m (ie — 1) €l = (Jat, jBe) = Jas +m (Jme — 1), de tal forma que

bt171® [atm at1 9 ... ath] cee btl,m® [atm at1 ... atl,n]
bt171® [atml atnp2 ... atn,n] cee btl,m® [atn,l atp2 ... atnm]
bt271® [atm atLg ath] s bt27m® [atl,l at172 atl,n]
Ptmnxmn:
bt271® [atml atn2 ... atmn] ce. bt27m® [atml atn2 ... atn’n]
btm,1® [atm at12 ... atlyn] cee btm,m@) [atl,l at1 2 ... atl,n]
i bty 1® [aty 1 atyo...atyy] | -+ | blymm® [aty 1 aty o ... aty p) |

se ¥y = Y. Os estados marcados da composi¢do sio definidos por um vetor coluna ¢,,,, (Pt),

em que seu k-ésimo elemento é

¢ (Pt) =0, (At) ® ¢, (Bt)
] s (At) D @, (Bt) se dy, (At) # e A ¢y (Bt) # ¢
] e se ¢;, (At) = eV ¢, (Bt) =«

com k = (iag,iBt) = iag + m (i — 1). O vetor de estado inicial € definido por

Ql’an(Pt) = 91(At)®91(Bt) € ... €

Se Joay & 3o, ou Jopy & X1, de tal forma que X1 N Xy # &, entao,

onde ~ -
At P'oDt, Dt, 2! Dt, A"
Dt, 27 AtPteDE, AL | Dt, 2
Ct = Dt, At Dt, 2" '
: : | DAt
I Dt, A Dt, At | AP DL A |

"Bt ¢ & matriz dos elementos de 3, que ndo pertencem a

em que Ct™ tem dimensao m x n, At
Yo € Dt;t‘f‘; € uma matriz diagonal temporizada de dimensao m X m formada pelos elementos

bt; ; que nao sao definidos em At, na diagonal principal, e € nos demais elementos.

A definicao da matriz Pt = At||Bt é geralmente utilizada para construir a composi¢ao
sincrona do supervisor com o gerador. A matriz Ct~, quando todos os elementos de ¥; sao
diferentes de Yo, pode ser utilizada para a construgao do gerador do sistema, a partir da com-

posicao dos subsistemas que o compoem.
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Exemplo 34 Dadas

Atz[E 20‘], 0(At)=| e c|. ¢(At):[3]

33 € €
e
€ 2 € 2
Bt=1|28 ¢ 3n|, 0(Bt)= [ 2 € € ] , o(Bt)= |1
2\ 48 € €

que representam os autématos da Figura 0.30(a) e 0.30(b), seu produto sincrono determina

a matriz Pt, em que seus elementos ply; = Pliis,ine)Gasis): F = iar + m(ipye —1) el =

Jjat +m (Jee — 1), nos elementos a;,, jp, = big,.jpe 7 € SGo dados por:
e k=1+2x0=1,1=242x1=4, pt14=pta) 2 = ati2 ®bt;» =2a
¢ k=2+2x1=4,1=1+2x0=1, pty; = plog),a1 = aty; ® bty = 303
¢ k=2+2x2=6,l=1+2x1=3, ptes = pla3), 1.2 = ala; ® btss = 43

€ € € 2a € €
€ € € € € €

€ € € € € €

Pt =
30 € € € € €
€ € € € € €
€ € 40 € € €
com L
3
3
GPt)=12 ¢ € € € €|, ¢oPt)= (0.87)
€
€
€
Como A\,n € Bt, mas \,n ¢ At, entao
r -B -A A -A -
At t@Dtbtlfl Dtbtl,‘; Dttht3
€ € € € € €
€ € € € € €
-At -Bt -At -At
Dt AtTBEODE A Dt
Ct = € € € € 3n €
€ € € € e 3n
Dt;fg\fl Dt;t‘;"g A'theaDt;tfl*f1
2\ € € € € €
€ 2\ € € € €
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€ € € € 3n €

Pt=Pta Ct =
36 € € € € 3n
2\ € € € € €
€ 2\ 48 € € €

com 0 (Pt) e ¢ (Pt) dados por 0.87. Assim, Pt em conjunto com 6 (Pt) e ¢ (Pt) represen-
tam o autdmato Agmax,+); composto por Amax,+), € Agmax+). através do produto sincrono

Deve-se observar que a linha 2 contém todos os seus elementos

visto na Figura 0.30(c).

3 20
0

3B

(b)

Figura 0.30: Automatos (a) Amax,+)1> (0) Amax,4)s € (€) Amax,+); - composicao sincrona de

A(max,+)1 € A(max,Jr)g-

ptaj = €, mas esta linha € alcancada pela seqiiéncia s = 6 (Pt) QPt*@m = Pt aptapte s =
9anA, para
T

T=|€ e € € € €| ,

o que implica que esta linha representa um estado bloqueado na composi¢io de Anax,+),

com A(max,+)s -

Deve-se observar que a Definicao 56 constréi a composicao paralela de duas matrizes de
incidéncia temporizadas At e Bt, quando X o; N Yps = 9, através da construgao da matriz Ct .

Por outro lado, considerando todos os tempos de vida dos eventos t, = e, a Definicao 56 constroi
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a composicao sincrona para o caso nao temporizado. Também, deve-se observar que a Defini¢ao
56 utiliza o operador ® de acordo com a Definicao 54. Contudo, quando tratando de sintese de
supervisores de SEDs, deve-se considerar o operador ® de acordo com a Definicao 55.

Com este formalismo, o problema de controle de SEDs temporizados é enunciado como a
seguir: Dados um automato temporizado A(max,+), uma linguagem-alvo temporizada reconhecivel
E e uma linguagem temporizada minima admissivel Ly C E, encontrar um supervisor proprio
S tal que

LaC L.(S/G)CE. (0.88)

Para solucionar o problema, define-se:

Definicao 57 Dado um alfabeto de eventos X, e considerando ¥ = ¥. U, define-se a matriz

de incidéncia temporizada dos eventos nao controldveis At,. por

toOue S€ doy. do estado i para o estado j;

Ate= [ (ate) ] 5 (atue) ;= {

€ caso contrdrio,

em que t, € o tempo de vida do evento que leva o automato Agmax+) do estado i para o estado
Jj. Se mais de um evento ¢ definido do estado i para o estado j, (atuc); ; = D, tiol. Os vetores

de estado inicial e de estados marcados sao 0s mesmos da matriz At.

Exemplo 35 Considerando que o autéomato (max,+) da Figura 0.31 tem ¥, = {«a, 5} € Eye =

{n, Kk}, entao
€ € €
At = | 26 € 3n
2k € €

Os vetores de estado inicial e estados marcados sao

OAt) =2 ¢ e] e o(At,) =1

Figura 0.31: Automatos Agmax,+), para exemplificar a construcao da matriz At,..

Com essa definicao, o procedimento para a sintese do supervisor é semelhante ao procedi-

mento apresentado para SEDs nao temporizados. Assim, necessita-se definir a especificacao de
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comportamento e o supervisor para os SEDs temporizados. Neste caso, a especificacao de com-
portamento é uma tarefa que se deseja que o sistema realize, a qual inclui tanto o comportamento
l6gico (similar ao caso ndo temporizado), quanto os tempos minimos para os inicios das ativida-
des (que devem sempre ser iguais ou maiores que os do sistema, definindo atrasos), determinando

o comportamento logico e temporizado que o sistema deve apresentar sob supervisao.

Definicao 58 Uma especificagao de comportamento temporizada para um automato temporiza-

do Amax,+) que € um modelo de um SED temporizado, denotada por Et, ¢ definida por

teo se do do estado i para o estado j;
Et = [etm-] ) eti,j =

€ caso contrdrio,

em que t, € o tempo de vida do evento o que leva o automato da especificacao do estado i para
o estado j. Se mais de um evento € definido do estado i para o estado j, et; ; = P, tol, para
oglex, l=1,2, .. de modo que qualquer evento o' ocorrendo, provoca no autémato A(max, +)
a mudanca do estado i para o estado j. O estado inicial € definido como sendo o estado 1 e é
representado pelo vetor linha

Q(Et):[ti € ... e]

com t; representando o atraso inicial, e os estados marcados sao representados pelo vetor coluna

gb(Et)z[ztm1 tng o tmnr,

com t,,, representando os atrasos finais. Se um estado k nao é marcado, t,,, = €.
O supervisor é definido como a seguir:

Definicao 59 Um supervisor construido através de uma especificacao de comportamento Et
para um SED temporizado modelado por uma matriz de incidéncia temporizada At € definido

como sendo a matriz

too Cet;j set,o C et;; pode ocorrer em At;

€ caso contrdrio

St = [St@j] ,Sti’j = {

em que st; ; = € para at; j # €, implica em dizer que existe um controle para inibir o evento que
se encontra em at; ;, para at; ; = 0., ou que o estado (linha) j ndo € acessivel. Se mais de um
evento ¢ definido do estado i para o estado j, st;; = P, tyol, para ot € ¥, 1 =1, 2, ..., de
modo que qualquer evento o' ocorrendo, provoca no autémato da composicao sincrona St||At a
mudanca do estado i para o estado j.. O estado inicial é definido como sendo o estado 1 e é
representado pelo vetor linha

Q(St):[ti € .. 6]

com t; representando o atraso inicial, e os estados marcados sao representados pelo vetor coluna

(St) = [tml tmg - tm, }T,

com t,,, representando os atrasos finais. Se um estado k nao € marcado, t,,, = €.
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Na abordagem nao temporizada, o supervisor é o agente que recebe os eventos o gerados
pelo SED, e determina a acao de controle v a ser aplicada de forma ao SED realizar a tarefa
desejada, definida pela especificacao de comportamento. Para o caso da abordagem temporizada,
o supervisor é o agente que recebe os eventos o gerados pelo SED e seus respectivos tempos de
vida, e determina a agao de controle definida como uma inibicao com tempo determinado nos

eventos controlaveis. Este formalismo é apresentado na Figura 0.32.

SED
y=t o to

Super visor

Figura 0.32: Diagrama de um SED temporizado supervisionado.

Com essas defini¢oes, a contextualizacao com a TCS é determinada como um problema
de estados proibidos restrito ao controle de SEDs temporizados, onde os tempos de vida dos
eventos sao definidos como o tempo minimo para suas ocorréncias. Assim, o mesmo procedimento
apresentado na abordagem nao temporizada ¢ utilizado, onde devem ser consideradas as seguintes

denominagoes:

1. Um sub-automato A/( ) apresenta uma estrutura semelhante, mas apenas com parte

max,+
dos estados ou com parte das transicoes de A(max4), €m que o tempo de vida de cada

transicao de A/( ) deve ser maior ou igual ao tempo de vida da respectiva transicao em

max,+

A(max,—‘r);

2. Uma sub-linguagem temporizada L' apresenta parte das seqiiéncias da linguagem L, em
que cada evento de L apresenta um tempo de vida maior ou igual ao respectivo tempo de
vida do mesmo evento em L. Nao necessariamente L' C L indica que o autémato de L’ é

um sub-automato de L;

. / /7 . . . . .
3. Uma submatriz At é formada pelas primeiras m linhas e as primeiras m colunas de At e
4 ~ ’
mantém uma correlacao elemento a elemento, apresentando para cada evento de At um

tempo de vida maior ou igual ao respectivo evento de At.

Dessa forma, para realizar a sintese de supervisores de SEDs temporizados utilizando as
matrizes de incidéncia temporizadas, é necessario que a especificacao de comportamento sempre
seja uma submatriz da matriz de incidéncia At. Se Et nao é uma submatriz de At, torna-se
necessério transformar At em At?, e construir uma nova matriz Et¥ que se apresente como
uma submatriz de At¥, tal que L (At*) = L (At), L,, (At¥) = L,, (At), e L (Et¥) = L (Et),
L, (Et#) = L,, (Et). Assim, considerando que a especificacdo de comportamento Et seja
uma submatriz de At, ou seja transformada em Et#, sempre a relacio L (Et) C L (At) é

verificada. Esses dois casos representam uma especificagao de comportamento genérica. Quando
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uma especificacao de comportamento temporizada Et nao é submatriz de At, necessita-se do

seguinte procedimento:

1. Constroi-se a composicao sincrona de At com uma matriz qualquer que gera X*, para
determinar uma nova matriz At¥ que gera L (At#) = L (At). Transformando a espe-
cificacdo de comportamento Et em uma matriz de incidéncia Et* que gera ¥*, através
da inclusdo de um estado proibido (linha i./coluna j.), denominado de estado de erro,

utiliza-se Et* para construir a matriz At¥ = At||Et";

2. Da matriz At¥, substituindo todos os elementos das linhas/colunas que formam os pares
(iatsie); (jas,je) pelo simbolo €, encontra-se a matriz Et# tal que L (Et#) C L (At#) =
L (At) e Et* sendo uma submatriz de At¥;

3. Os tempos de vida dos eventos de Et, sio resgatados para Et* (que estao iguais aos tempos
de vida dos eventos de At) por t, ©t,, onde t, é o tempo de vida do evento o C et;; e t,

é o tempo de vida do evento etk#l, com k sendo o par (iag,igs) em que igg =i e [ sendo o

par (jas, jet) em que jee = J;

4. O vetor 0 (Et#) é construido através do resgate dos elementos do vetor de estado inicial
0 (Et), como 6; (Et¥) = 0, (Et*) @ 0, (Et), tal que L (Et*) C L (At*) e L(Et) =
L (Et%);

5. O vetor ¢ (Et#) é determinado pelos elementos resgatados do vetor original ¢ (Et), como
o (Et#) = ¢, (Et#) ® ¢, (Et) em que k é definido como o par (iat,igt) € i = igg, com
¢; (Et) # €, tal que L, (Et¥) = L,, (Et).

Observacao: Deve-se observar que no contexto das matrizes de incidéncia temporizadas, a
matriz que gera * deve ser considerada com todos os tempos de vida dos eventos t, = e.
Isto porque a composi¢ao sincrona At||X* deve ser uma matriz At que deve apresentar
a mesma linguagem da matriz At. Pela propria definicao da composicao sincrona, os
tempos de vida da matriz resultante da composicao ¢é t, @ t;, quando o € .. Assim,
considerando o C at; ;, para t; = e, a matriz resultante At||>* tem sempre os tempos de

vida satisfazendo t, ® e = t,, e dessa forma, garante-se que L (At#) = L (At).

Para os casos em que hé a necessidade da transformacio de Et em Et”, é apresentado a
seguir o algoritmo que transforma uma matriz de incidéncia temporizada qualquer para que sua

linguagem reconhecida seja >*.

Algoritmo 2 Transformagao de matrizes de incidéncia temporizadas Ft para reconhecimento

de >*

1. Tornar os elementos 01 (Ft) = e, ¢, (Ft) = e, sendo o indice o elemento da coluna/linha

do vetor respectivo, e Vft;; =tyol + ...+ t;mo" tor = €,k =1,...,n;



71

2. Para cada linha i de Ft, incluir os auto-lacos
ftii=%— {01,02, ...,a”}
tal que o ¢ fti ;i k=1,2,...n;
8. Incluir nos vetores 0 (Ft) e ¢ (Ft), o elemento 0;1 (Ft) = e ¢, (Ft) = e.

4. Incluir no final da matriz Ft uma coluna j. e uma linha marcada de ‘erro’i. representando

uma linha proibida, e fazer:

i) Parai < i, faca:
a) VJ,] < je7 fti,je =0, s€0 C ftj,i VocC ftj,j € ftz,k 7é 0—7Vk>k < je;
b) Vj,j < je, ftij. =0 se fti;#o

ii) Faca ft; ;, = X.

Exemplo 36 Dada a matriz de incidéncia temporizada sobre o alfabeto ¥ = {«, 5,n, A\, k, u}

At — € 2o+ 30
K b+ A

, e(At)z[z e], ng(At):[;]

a utilizagao do algoritmo 2 constréi a matriz

W oa+p K+n+ A e
At'=| & ptntA a+p C0(A) = e c ], oAt = | ¢
€ € a+fB+Kk+p+n+A e

que reconhece Y*. Os automatos que elas representam sao vistos na Figura 0.33(a), 0.33(D),

respectivamente.
5n,A
2a,3pB
A(max‘+) 2 3 (a)
K
M KA
o,B
' e
A(mang) €
e K (b)
K,N,A a,p
ao,B,K, 1,0,

Figura 0.33: Automatos (a) A(max,+) € (b) A

(max,+) construidos com o Algoritmo 2.
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Com a transformagao de uma matriz de incidéncia Et qualquer em uma matriz que gera ¥*, a
construcao de At? e Et¥, que satisfazem as condicoes L (Et#) CcL (At#), L (At#) = L (At),
L (Et#) = L(Et) e L, (Et#) = L,, (Et) é feita utilizando o seguinte algoritmo, em que se

consideram as dimensoes de Et e At iguais a n e m, respectivamente.
Algoritmo 3 Transformacdo da matriz de incidéncia Et em Et*

1. Transforme Et em Et*;
2. Construa At* = At||Et";

3. Parai e j =1 até n Xx m, faca:
a) Se atfj # ¢, faca etfj = atfj.
4. Fagca k=1 até n x m:

a) Se ¢, (At*) # ¢, faca ige = ((k— (kmodm)) /m) + 1, e ¢, (Et¥) = ¢, (Et*) &
¢z‘Et (Et);

5. Faga 01 (Et*) = 0, (Et*) @ 6, (Et).

Neste algoritmo, mod é o operador de médulo que retorna o resto da divisao k/m. O
passo 4 resgata os atrasos finais dos estados marcados e o passo 5 resgata o atraso inicial da
especificacdo de comportamento Et, para Et?, de forma a garantir que L (Et#) = L(Et) e
L., (Et*) = L,, (Et).

Observacao: Deve-se observar que o resgate dos tempos de vida dos eventos e dos atrasos
inicial e finais eliminam a possibilidade de se introduzir uma especificacao que defina uma

reducao no tempo de vida de um evento do sistema.

Exemplo 37 Considere a matriz

€ 201 3a9 € e
268, € € 3o

At = 43, € € 2 ,9(At):[3eee},¢(At)=

€ 4B, 206, €

w

e a especificagdo

ap + ﬁQ 561
4oy ay + [,

Et= ,Q(Et):[4 e},gb(Et):F]
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onde L. = {B1,B,}. Para construir a matriz Et*, tal que L (Et¥) C L (At¥) = L(At),

constrdi-se a matriz Et* que gera X, a qual € dada por

ar + B, B4 Qo e
Et" = Q9 a1 + 52 ﬁl s 0 (Et) = |: € € € ] ) d)(Et) = €
€ € ar + By +ax + 3y €

onde a linha/coluna de erro é a terceira. Construindo o produto sincrono At||Et", tem-se

[ ¢ 2000 € € € € € € € € 3ag € ]
€ € € e 208, € € € € € € 3ag
46, € € 201 € € € € € € € €
e 4B, € € € € 28, € € € € €
€ € 3ag € € 20q € € € € € €
At# — € € € 3ay € € € e 208, e € €
€ € € e 48, € € 207 € € € €
€ € € € e 48, € € € € 28, €
€ € € € € € € € € 207 3ag €
€ € € € € € € e 208, € € 3ag
€ € € € € € € e 48, € € 2m
G € € € € € € € € 4By 26, € |

Q(At#)=[3 € € € € € € € € € € E},
T
qﬁ(At#):[e € € 3 e € ¢ 3 e € € 3]

em que as linhas/colunas formadas por uma linha/coluna de At com a linha/coluna de erro de

Et* sao as quatro iltimas. Fazendo etfj = atffj,

(igual a fazer Et¥ = At™ e tornar todos os elementos que satisfazem os pares (iat,le), (Jat,Je)

nos elementos Vi, j, tal que i,7 < ((n—1) xm)
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iguais a €) e resgatando os tempos de vida dos eventos de Et, encontra-se

[ ¢ 2001 € € € € € € € € € €|
€ € € € 28, € € € € € € €
46, € € 20y € € € € € € € €
e 408, € € € € 20, € € € € €
€ € 4das € € 209 € € € € € €
€ € € 4oy € € € € € € € €
Et# =
€ € € e 4B, € € 207 € € € €
€ € € € e 408, € € € € € €
€ € € € € € € € € € € €
€ € € € € € € € € € € €
€ € € € € € € € € € € €
|« € € € € € € € € € € €|
0 (Et#) = [ 4 € € € € € € € € € € € } ;

T
[266666666666]

¢ (Et¥)

Observe que apenas ¢, (Et*) # €, desde que satisfaz ¢, (Et*) = ¢, (At) & ¢, (Et). A matriz
Et? ¢ uma submatriz da matriz At™, com linguagem L (Et#) = L (Et) e linguagem marcada
L., (Et*) = L,, (Et), tal que L (Et*) C L (At#).

Observacgao: A partir daqui, sempre que se citar a especificacdo de comportamento Et estara
sendo considerada a sua transformacio em Et?, para os casos em que Et nio é uma

submatriz de At. Da mesma forma, At implica em At
As seguintes defini¢oes sao também necessarias:

Definigao 60 O operador ACES € definido como

at;; sei € acessivel
ACES(At) = Bt, bt; ; = 7 _
€ caso contrdrio

onde At e Bt sao matrizes de incidéncia.
A operacao ACES(At) elimina os elementos at; ; de uma linha i nao acessivel.

Definigao 61 O operador COACES é definido como

COACES(At) = Bt,
ati’j se E|S|S = ati,jlatjhjé"'atjn—hjrﬂ
bti; = alijy, Alj gy s Qg g, 7 € € &5 (At) =€

€ caso contrario.
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A operagago COACES (At) elimina os elementos que levam para linhas nao coacessiveis,
tornando-as nao acessiveis.

Com as Definic¢oes 60 e 61, também define-se o operador T'RIM, como a seguir.
Definicao 62 O operador TRIM ¢é definido por

TRIM (At) = ACES (COACES(At)) = Bt.

O operador TRIM aplicado a uma matriz de incidéncia At devolve uma matriz Bt que é

acessivel e coacessivel.

Definigao 63 Dadas duas matrizes temporizadas At = [at; ;] e Bt = [bt; ;|, define-se o operador
g por
At < Bt < L (At) C L(Bt).

lgualmente, definem-se os operadores >, <1 e > como

At > Bt < L(At) D L (Bt),
At < Bt & L(At) C L(Bt),
At > Bt < L(At) D L (Bt).

Os operadores da Defini¢ao 63, sao utilizados considerando um elemento genérico o = o! +
...+0™. A condicao de At < Bt, implica em que toda seqiiéncia de At, que é formada por eventos
com seus respectivos tempos de vida (a soma desses tempos define o tempo da seqiiéncia) deve
ser executada em um tempo maior ou igual a execugao da mesma seqiiéncia em Bt. Em termos
de SEDs, isto implica em dizer que a linguagem que contém uma outra, ¢ executada em um
tempo menor [86, 9, 49, 51, 54, 41]. Entao, L (At) C L (Bt) significa que todas as seqiiéncias

da linguagem de At sao encontradas na linguagem de Bt, e estas seqiiéncias satisfazem

(ylsat) > (ylsmt)
onde cada evento tem um tempo de vida satisfazendo

t

Tipr — Jipt”

No caso destes operadores, deve-se observar que sua utilizacao garante a avaliacao dos vetores
0 e ¢ das amtrizes. Isto garante o reconhecimento das mesmas seqiiéncias em duas matrizes de

incidéncia temporizadas, de acordo com as Definicoes 13, 18, 15 e 51.

Exemplo 38 Considere o automato mostrado na Figura 0.34(a), que tem sua representa¢do

matricial dada por

20 6a € 5
At = | 48 2a € ,9(At1)=[4 € 6}, O(Aty) = | e

€ € € €
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Para o automato mostrado na Figura 0.34(b), que tem sua representa¢ao matricial dada por

20 3a € 5)
Aty = | 28 2o 5k |, O(Aty) = [ 2 € ¢ }, P(Atz) = | € |,
e 40 € e

onde verifica-se que Aty <1 Ats.

Amax,ﬂ 1 5 6a
4 (a)

2B 4B -
Ay ) > 3a 5k
; (0
b
2B 4B ¢/
2B 2a e

Figura 0.34: Automatos (max, +) para ilustrar a utilizacao do operador <.

Assim, tem-se que Et deve satisfazer a seguinte condicao:

Definicao 64 Uma especificacao de comportamento Et € vdlida para a matriz de incidéncia At

se Et # [e] e

/

veti,j; ta Z to’)
o (Et) > ¢, (At) V ¢, (Et) = e, Vo, (At) £ e, Vi =1 até N,

com t, sendo o tempo de vida de o C at;

em que [€] € a matriz nula, onde todos os seus elementos sio € e se Vi, j, Jo C et; jlo € L.
Assim, tendo Et valida, define-se sua condicao de controlabilidade como a seguir:

Definigao 65 Dada uma especificagao de comportamento Et vdlida, com ACES (Et) = Et,
e a matriz de incidéncia temporizada At que representa o automato Agmax4), @ condigdo de

controlabilidade para Et € definida por
ACES (Et & At,.) = Et. (0.89)

Essa definicao é uma extensao da Definicao 46 para o caso temporizado. Deve-se ver que o

operador < avalia os vetores de estado inicial § e de estados marcados ¢.

Exemplo 39 Considerando as matrizes de incidéncia:

€ 3a € 2
At= {33 € 2|, 9(At)=[2 ; e], S(AL) = | ¢ ¢
3N € € €
[ € 3a € 3

Et= |48 € ¢ ,9(Et)=[2 € e}, o(Et)=| €
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e sendo X, = {\}, entao

[ € 3a € ] € € €
ACES 4 € € | D | € € € =
€ € € 3\ € €
[ € 3a € | € 3 €
ACES 43 € € = |48 € € | =Et,
3N € € € € €

e os vetores de estados 0 (Et) = 0 (At) e ¢,(Et) > ¢,(At) (¢, e ¢5 sao iguais) garantem que

Et ¢ uma especificacao que gera uma linguagem controldvel.

Considerando uma especificacao de comportamento Et, e a matriz de incidéncia temporizada
At que modela o SED, a partir da condigao de controlabilidade (Definigdo 65), um supervisor

pode ser sintetizado.

Lema 1 Um supervisor St para uma matriz de incidéncia At € definido pela especificacao de

comportamento Et se e somente se
ACES (Et @ At,.) = Et.

Se Et define uma linguagem que satisfaz a condi¢ao de controlabilidade, o supervisor é a

componente trim de Et.

Corolario 1 Dada uma especificagao de comportamento Et vdalida e uma matriz de incidéncia

temporizada trim At que é o modelo de um SED, St = TRIM (Et) se e somente se

ACES (Et @ At,,) = Et.

Exemplo 40 Para o automato mostrado na Figura 0.35, onde ¥ = {«, B, k, pu}, Yue = {K} €

Y. ={a, B, u}, sua representac¢ao matricial € dada por

2a0 33 3 3
At=| o € 4u |, 0(At) = [ 2 € € } , 9(At) = | ¢
€ 3u DK 1
Para a especificacao
€ 40 € €

Et — e 5y ,e(Et):[zee},mEt): ’

€ € DK 2

[
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Figura 0.35: Automato para exemplificar a sintese do supervisor através do Lema 1. e do

Corolario 1.

mostrada na Figura 0.56(a), o supervisor € definido por St = TRIM (Et) = Et, pois

€ 43 € € € €
ACES € € bu D € € € =
€ € DK € € DK
[ € 43 € | € 40 €
ACES € € 5u =|e € 5u | =Et,
€ € DK € € DK

e os vetores de estados sao 01 (Et) > 01(At) (02 e 05 sao iguais) e ¢,(Et) = ¢, ¢o(Et) =
09 (AL) e ¢3(Et) > ¢5(At), que garante que Et € uma especificacao vdlida, e satisfaz o Lema 1.

Entretanto, considerando a especificacao de comportamento

3a 30 4u 5
Et=| ¢ ¢ 4u ,Q(Et)=[466}, P(Et) = | ¢
€ 3u HSK €

mostrada na Figura 0.36(b), tem-se que

-304 30 4u- € € €
ACES e € 4pu | D|le e € =
€ 3u Ok € € DK
[ 30 38 4y | 30 38 4y
ACES e € 4u =1| ¢ e 4u | =Et,
€ 3u Ok € 3u 5K

em que os vetores de estados sao 01 (Et) > 01(At) (0 e 05 sdo iguais) e ¢,(Et) =5, ¢y(Et) >
0o (At) e ¢5(Et) = €, que garante que Et é controldvel. Contudo, Et ndo € trim (veja que ao
sair da linha 1, a matriz nao mais retorna para ela, que € a unica marcada - ¢, (Et) = 5).

Assim, o supervisor € dado por

3a 30 4p
St =TRIM (Et) = TRIM e € 4du
€ 3u DK
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3o € € 5
St=1| € € e|, 0(St)= [4 € e], P(St) = | e
€ € € €

Por outro lado, para a especificacdao

e 30 4u 3
Et=| 20 ¢ 4u |, H(Et)=[3 € 6}, P(Et) = | ¢
€ 3u € 2

mostrada na Figura 0.36(c), tem-se que

[ e 30 4u ] € € €
ACES 20 € Ap | D | e € € =
e 3u € € € 9K
[ e 30 4p | e 30 4u
ACES 20 € 4pu = | 20 € 4u | > Et,
€ 3u OK € 3u Ok

0 que nao satisfaz o Lema 1.

an

=0 SO
3 2a

3u >

Figura 0.36: (a) e (b) Especifica¢oes controlaveis e (c) Especificagdo nao controldvel.

Da mesma forma que para a sintese de supervisores para SEDs nao temporizados, quando a
especificagao de comportamento nao é factivel por atingir estados onde eventos nao controlaveis
podem ocorrer, é necessario encontrar um supervisor que realize o comportamento especificado

restritivamente. Isto que dizer que para uma especificacao de comportamento valida, se

ACES (Et @ At,.) > Et,
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entdo, é necessario encontrar a suprema sublinguagem controlavel. A solucao desse problema
pode ser encontrada utilizando a Definicao 49 da matriz de caminhos temporizada.
Considerando que os eventos da matriz de incidéncia temporizada pertencem ao conjunto
Y = X .UX,., amatriz At" contém palavras de comprimento n, compostas de eventos controlaveis
e nao controlaveis. Entao, utilizando-se dessa definicao, é preciso avaliar quais os caminhos que
iniciam com um evento qualquer (controldvel ou nao controlavel), e que seja seguido apenas por

eventos nao controléveis.

Definigao 66 Seja ¥ = X.U X, e seja um automato Agmax.4+) construido com simbolos de 3.
A matriz de caminhos Ct,,., que define as palavras que mudam o estado do automato de i para
o estado j, iniciados por um evento qualquer (controldvel ou ndo controldvel), e sequidos sempre

de eventos nao controldveis, ¢ definida por
Ct" = At ® (At,.)" '.
O vetor de estados marcados ¢ (Ct...) e o vetor de estado inicial 0 (Ct),.) sao os mesmos de At.

Igualmente a matriz de caminhos nao temporizada, um determinado evento o, de (atyc), ;,

aparece como tltimo evento nas seqiiéncias dos termos de (ctll.), ;- Estes termos de Ct;,, sao

antecedidos pelos elementos de (ct”;1), ..

Exemplo 41 O autémato visto na Figura 0.37, com 3. = {a, Kk} e Xy = {5,n}, tem

At= | 2a04+3k € € 3n €

€ € 2n € €
L , .
€
9(At)=[2eeee], o(At)=| 4
3
L € .
€ — -
€ 20 € € €
on € € € €
At,e=| ¢ € € 3n ¢
In 26 € € €
| € € 2n € € |
com 0 (At,.) = 0 (At) e ¢ (At,.) = ¢ (At). Calculando Ct2_, tem-se
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Figura 0.37: Automato para construcao da matriz de caminhos temporizada Ct;,..

[ 706n € € e €
€ ™me e Gan e
Ct?, = 4nn daf + 56+ 5B € € €
761+ lan 3G + 2a6 Drkn € €

€ € € dmm e |

com 0 (Ct..) =0 (At) e ¢ (Ct2,) = ¢ (At). Nela, vé-se que o elemento (aty.); , = n aparece em
(ctzc)kA, para k =2 e k =5. Isto €, nas linhas k =2 ek =5, e na coluna 3 de At, encontram-
se os elementos que antecedem (atye)s, = n em (cti.), 4. Logo, os termos (at..),, e (ati.)s,

contém o elemento (atyc);, = n como sendo o iltimo evento de suas seqiiéncias. Calculando

Ct3_, tem-se
[ € 96n3 € € ¢ |
12n6n + Tann 8anl € € €
Ct. = | 9a8n+ 10k8n + 10081 6nn S € € €
8nBn + Tabn 9618 +3anB € 8knm ¢
6711 s € € €|

em que 0 (Ct2,) = 0(At) e ¢ (Ct..) = ¢ (At). Nessa matriz, o termo (at},.),, apresenta o

termo (cts,.), s, k =4, antecedendo o termo (atye)s, = 1.

Com isto, procede-se a construcao do supervisor quando o Lema 1 nao é satisfeito. A seguinte

definicao é de importancia fundamental para solucionar o problema:

Definicao 67 Dada a matriz de incidéncia Et, que é uma matriz de caminhos de comprimento

1, define-se a matriz de caminhos temporizada
Bt" = Et ® (At,.)" "

como sendo uma matriz de caminhos, em que o primeiro elemento de cada seqiiéncia € um
elemento de Et, e os demais sao elementos pertencentes a At,.. O vetor de estados marcados
¢ € definido por

¢; (Et) © ¢; (At), se ¢, (At) # ¢

€ caso contrdrio,

¢; (Bty,) = { (0.90)
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e o vetor de estado inicial é 0 (Bt..) = 0 (At) = 0 (Et).

Observagao: A utilizagdo da notagao de uma matriz Bt genérica citada anteriormente para
algumas defini¢oes de operadores nao deve ser confundida com a matriz Bt,,., que é uma
definicao especifica para denotar a matriz de caminhos em que os primeiros elementos de

cada caminho pertencem a Et, seguidos por elementos de At,,..

Na matriz Bt],. pode-se avaliar se existe algum evento nao controlavel do automato, em que
sua ocorréncia seja possivel a partir de uma seqiiéncia da especificacao. Se existir, este evento
aparece como ultimo evento em uma determinada seqiiéncia em Bt;,.. A avaliagao dos termos

de Bt determina uma condicao de teste semelhante a
Y(H(z)NEu C X(x),

contudo, utilizada para o caso temporizado especifico aqui apresentado. Também, deve-se ob-

servar que, para n = 1, tem-se
Bt! = Et ® (At,.)" = Et ® I = Et,

onde I é a matriz identidade formada por e na diagonal principal e € nos demais elementos.

n
uc?

Igualmente a matriz de caminhos Ct,,., para uma matriz de caminhos Bt ., um evento

Oue C (atuc)m ; que nao pertence a Et, pode aparecer finalizando uma seqiiéncia nos termos de

(bt7r.)y ;- Estes termos sao antecedidos pelos termos de (btj. ), ;-

Teorema 4 Dada uma especificacao de comportamento Et vdlida e a matriz de incidéncia tem-

porizada dos eventos nao controldveis At,., do automato Amax,+) trim, se
ACES (Et @ At,.) > Et,
entdo a sup C(L) serd determinada recursivamente por:

1. Para n =1, St' = Et.
2. Paran =n+1, enquanto (n < N) A Jo,. ¢ Et entao

Bt" = Et ® (At,.)"""
" st seolo?,...o", € Bt!. Ao", € Et;

St" = [st?j] , Stiy = 7
€ sea”. ¢ Bt Aol €3,

St" = TRIM(St")
onde ol € o n-ésimo evento da seqiiéncia de um termo de Bt! ., que pode ser o,. ¢ Et.

3. Se(n>N)A(Jou ¢ Et em St"), entdo St =[e].
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Vé-se nesse teorema que se o ultimo evento de uma seqiiéncia em Bt., nao pertence a
especificacao, a inibicao do primeiro evento elimina esta seqiiéncia. A existéncia de outros eventos
nao pertencentes a especificacao, ¢ eliminada recursivamente em Bt ., para n = 2,3,..., N,
construindo o supervisor. Se algum evento nao controlavel que nao pertence a especificacao Et
nao for eliminado de acordo com o Teorema 4, nao é possivel sintetizar um supervisor para a

especificacao desejada. De forma similar ao caso nao temporizado, se Vn, St" nao for coacessivel,

S =|[e].

Exemplo 42 Considerando que o autéomato mostrado na Figura 0.35 tem

20 33 3 3
At=| a € 4u |, Q(At)=[2 € 6]7 ¢ (At) = | €
€ 3u DK 1

em que ¥ ={a, B, p,k} e Xye = {k}, € dada a especificacao

e 48 3u 5
Et=|a ¢ 4u ,Q(Et)z[él € e], ¢(Et)=| ¢
€ 3u € €

a qual estd apresentada na Figura 0.38. Calculando ACES (Et ® At,.), encontra-se

3u
(1) o
S‘L o 3u
Figura 0.38: Especificacao nao controlavel para sintese do supervisor.
e 406 3u ] € € €
ACES a € 4y | Dl e e € =
€ 3u € € € OK
e 48 3u e 48 3u
ACES a € 4p =]l a € 4p | >Et
€ 3u dK € 3u dK
Entao,
€ 406 3u
St'=Et=| a ¢ 4u
€ 3u €
Calculando Bt2,, tem-se
€ € SUK

Bt} =Et @ At,.= | ¢ € Yuk

€ € €
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que, utilizando o Teorema 4, encontram-se os termos (bt2,), , = 8uk e (bt2.),, = ur, que
contém o evento controldvel p sequido do evento nao controldvel k, que nao pertence a especi-
ficagao. Como p € controldvel, entdo fazendo sti, = st3, = ¢, elimina-se o estado 3. Logo,

tornando-se o estado 3 nao acessivel, st3, = st2, = €. Assim, o supervisor é determinado por

€ 43 € 5
St=TRIM (St)=| a ¢ €|, H(St):[él € e}, o (St)=| €
€ € € €

o qual estd mostrado na Figura 0.39. Este supervisor determina que o SED reconhe¢a a lingua-

gem temporizada

Ly (St]|At) = (y| (8)°) (Ba)° @ (y] (Ba)") (Be)' & - - -
L., (St||At) =9 + 146a + 196a + - - -

4 ; Zi : :
5 o
Figura 0.39: Supervisor para a especificagao nao controlavel.

Observe no Exemplo 42 que, se ¢, (Et) = ¢, entao S = [¢].
O algoritmo para a sintese do supervisor de SEDs temporizados utilizando a &lgebra de

didides é apresentado a seguir.
Algoritmo 4 Constru¢ao da sup C(L)

1. Se Et<1At, Construa At" e Et¥ a partir de At e Et, e faca Et = Et¥ ¢ At = At#.
2. Faca Dt = ACES (Et @ At,.).
3. Se Dt = Et, faca St = TRIM (Et) e pare.

4. Se Dt > Et, facan = 1:

a) St" =Et, zdif (k,n—1) =ieydif(k,n—1) = j (onde At,. # Et,.), parak =1,.... M
(M ntmero de elementos diferentes entre At,. e Et,.).

b) Calcule Bt,..

c) Faga para k =1 até M

i. Procure os elementos em Bt (i, ydif(k,n—1)), onde o, ¢ Et (¢7. sendo o tltimo

elemento da seqiiéncia).
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(1) Seo”, ¢ Etec! € 3, faca St™ (i, zdif(k,n—1)) = € e calcule COACES(St")
e ACES(St");
(2) Se o™ ¢ Eteo! €%y, faca adif(k,n) =1 e ydif(k,n) =ydif(k,n—1).
d) Se Vk =1 até M, St"(xdif(k,n — 1),ydif(k,n — 1)) = € pare. Caso contrario, faga

n =n+ 1 e retorne ao passo 4.b.

i) Se n > N pare (Et nao é factivel).

Nesse algoritmo, as matrizes xdif e ydif guardam os valores de 7 e 7 de Et, respectivamente,
para os eventos o,. acessiveis, mas que nao devem ocorrer em Et. Sempre que uma seqiiéncia
em Bt tem o ultimo evento o, acessivel, porém nao pertencente a Et e o primeiro evento nao
controldvel, estas matrizes sdo atualizadas com os valores de i e j de Bt".'. Enquanto n < N
(dimensao de At), o algoritmo é repetido, buscando a sup C'(L). Neste algoritmo, considerando
que todos os tempos de vida dos eventos sao t, = e, resolve-se o problema de Ramadge e
Wonham [28], isto é, o caso nao temporizado.

A seguir sao apresentados dois exemplos da sintese do supervisor: um para o caso temporizado

e outro para o caso nao temporizado.

Exemplo 43 Considere o FExemplo 37, que € uma extensdao do exemplo cldssico do sistema das
duas maquinas e um buffer de Ramadge e Wonham (a mdquina 1 € representada pelo autémato
G e a maquina 2 € representada pelo automato Go, apresentados na Figura 0.40, e a composi¢ao

sincrona € apresentada na Figura 0.41) Sendo ¥ = {ay1, a9, (1,05} € Xue = {51, 02}, para a
Gy a, G,
B, B,

Figura 0.40: Automatos G e Gs.

Figura 0.41: Automato G3: composicao sincrona de Gy e Gbs.

especificagio expandida Et* em forma de submatriz de At¥ (vista na figura 0.42), encontra-se

ACES(Et* @ At") > Et*,
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Figura 0.42: Especificacao temporizada para o exemplo das duas maquinas e um buffer.

em que os elementos etzfg e et}fn ndo pertencem & Et*, e ndo devem ocorrer. Assim, faz-se
St' = Et#, 9(St') = 0(Et#) e ¢(St') = ¢(Et#), e calculando Bt?, = Et¥ @ At?., encontram-

uc’
se os elementos (bt2.)s9 = 4By, (bt2.)711 = 418, e (bt2.)so = 6053,, que sio os termos
resultantes das multiplicagoes et§6® (at? oo, etﬁfg ® (atf)s 11 € etgfﬁ ® (at# )9, respectivamente.
Assim, a inibi¢ao dos eventos que antecedem 3, em st} ¢ e styg tornam a linha 8 nao acessivel,

ndo necessitando avaliar o termo (bt2.)sg. Isso define a matriz St*, dada por

€ 201 € € € € €
€ € € e 28, € €
468, € € 201 € € €
Se2 — e 48, € € € € 20
€ € 4das € € € €
€ € € 4oy € € €
€ € € e 48, € €
€ € € € e 48, €

GEStZ)Z[éL € € € € € € E],
¢(St2):[2 € € € € € € E]T

Fazendo St*> = COACES(St?), para eliminar os estados ndo coacessiveis e St> = ACES(St?),

para eliminar os estados nao acessiveis, encontra-se

€ 207 € € € € €
€ € € € 28, € €
48, € € 20 € € €
St?=| € 48, e € € € 203
€ € 4oy € € € €
€ € € 4oy € € €
| € € € e 48, € €

9(St2):[4 € € € € € 6},
gb(StQ):[Z € € € € ¢€ E]T

que € o supervisor apresentado na figura 0.43. FEste supervisor garante que os eventos sejam

atrasados para so ocorrerem apos os tempos determinados, definindo que a linguagem do sistema
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supervisionado seja sua propria linguagem temporizada, isto €

L(St||At") = L (St).

Figura 0.43: Supervisor.

Exemplo 44 No autémato visto na Figura 0.44, com ¥ = {«a, B, k,m, A\, u} e Yye = {a, A}, as
matrizes de incidéncia At e At,. sao dadas por

€ a € € € € €
A B K I € € €
€ € € K+ € € n
At=| ¢ ¢ € a f €

€ € 14 A € Q@ n
a € n Kk B+A €
e pontA € € € a+ 3
Q(At)z[e € € € € € 6],

At,.=| € € €

«
o € € € € N €

€ € A € € € «

0 (At,.) = 0 (At)
¢ (Aty.) = ¢ (At)

onde deve-se entender que cada estado marcado define um arco de saida com o valor ¢, =0=e,

o estado inicial € um arco de entrada com o valor 0, = 0 = e e todos os arcos se apresentam com
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Figura 0.45: Especificacao para o automato do Exemplo 44.

1q
[ ¢ a ¢
A € K
€ € €
Et=| ¢ ¢ ¢
€ € €
a € €
| € € A
0(Et) = | e e

€

€

€

o}
A

€

«

oqrrime = 0 = e. Assim, definindo a especificacao de comportamento pela matriz de incidéncia

€

e

eeee],

qu(Et):[e e € € € € e]T

a qual estd mostrada graficamente na figura 0.45, Vé-se que E € valida, e que E < A, mas a

condi¢ao de controlabilidade falha, desde que

ACES(E® A,.) > E.

O termo que nao pertence a E € (auc)574 = \. De acordo com o Teorema 4, faz-se S' = E

e calcula-se B2, = E ® A,. para avaliar quais os eventos que devem ser desabilitados para



89

encontrar uma linguagem restrita para o Supervisor.

[ o)« € € € € e |
€ A € € € € €
€ € € J1%e! € € €
Bt = € na € aa+PA € fa €
ao € MA € € a\ N
A ao € € € A\ €
| € € al € € € aq |

com 0(Bt2,) = 0 (At) = 0 (Et) e ¢(Bt2,) = ¢ (At) = ¢ (Et) Essa matriz de caminhos define
as palavras de comprimento 2, que terminam com um evento nao controldavel e que levam o
automato do estado i para o estado j iniciando com eventos da especificagao. Como o interesse
¢ inibir o evento que antecede o evento que torna a condicao de controlabilidade falsa, vé-se que
o termo (bt2.)s4 contém a seqiéncia BN, que leva o automato através do evento controldvel 3
do estado 4 para o estado 5, e depois retorna para o estado 4 pelo evento nao controlavel \, que

nao faz parte da especificacao Et. Tornando o elemento st}l,g) = ¢ determina-se St*. Calculando
COACES(St?), encontra-se a matriz

€ O € € € € € € € a € € € € € | €

A € K € € € € e A € € € € € € e

€ € € [ € € €| € € € € € € € €| €

St?=COACES € € € a € € € e | =€ € € € ¢ € € €

€ € € € € an| € € € € € € a n| e

a € € € € N € € a € € € € A €

| e € A e € € a] e | e € A e e e a]e

Calculando ACES(St?), encontra-se
St = ACES(St?) = [ ‘ O‘] ‘ (0.91)
A€ e

e estd mostrado na figura 0.46. Observe que a matriz St se apresenta com uma dimensao 2,

contudo sua dimensdo é a mesma de St*, em que os elementos de todas as linhas e colunas

;R
(e
Figura 0.46: Supervisor que gera a sup C'(L) construido através da especificacao dada no Exem-
plo 21.

k=3,..,7 sao iguais a €.
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Aplicacao da Algebra de Didides aos SEDs Temporizados
Modelados por RPT

Como visto anteriormente, a descricao da dinamica de uma RPT pode ser formalizada através
de um sistema matricial baseado na algebra de didides. Dessa forma, essas matrizes permitem
fazer andlises sobre as caracteristicas da rede como periodicidade, anélise de desempenho, etc.
Considerando que a RPT seja um modelo de um SED temporizado, é possivel avaliar suas
caracteristicas, de maneira a determinar seu desempenho (por exemplo, a taxa de produc¢ao em
sistemas de manufatura) e construir supervisores para melhorar sua performance.

As caracteristicas das matrizes das RPT sao: o circuito critico, os auto-valores e auto-vetores
e a periodicidade. Para analisar estas caracteristicas, a seguir é apresentado um exemplo de um

sistema de fila modelado por uma RPT para tornar mais simplificada a descri¢cao do problema.

Exemplo 45 Considere a Figura 0.47. Esta figura é um modelo de um simples sistema de
fila com conjunto de lugares P = {Q,1,B}. O estado inicial , isto é, x = [0 1 0], indica
que a fila estd vazia e o servidor estd inativo. Nesse caso, as unicas transicoes temporizadas

sao a e d, correspondentes a chegada e a saida de clientes do servidor. A transicao s, sendo

Figura 0.47: Modelo de um sistema de fila utilizando RPT.

nao temporizada, nao tmpoe atraso em seu disparo, o que implica que 0 SETVICO 1NICIA ASSIM,
que um cliente chega na fila. A estrutura de tempo desse modelo consiste das seqiiéncias @1 =
{011,012,...} €0y ={021,022,...}, com 0, ; significando o j-ésimo tempo 6;. Para descrever sua
evolugcao dinamica, tem-se que ay € o k-ésimo tempo de chegada, dy. € o k-ésimo tempo de saida,
sk € 0 k-ésimo tempo de inicio de servigo e, tg € o tempo quando ) recebe sua k-ésima ficha,
trr € o tempo quando I recebe sua k-ésima ficha e tpy € o tempo quando B recebe sua k-ésima

ficha, com a condi¢ao inicial dada port;; =0 (I recebe sua primeira ficha no tempo 0). Assim,
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encontra-se que
ar = ax—1 + 01, k=1,2,.. ag=0
sy =max (tor trg) k=1,2,.. (0.92)
dip =tpi + 02k k=1,2,..

tor=ag, k=12 ..
trr=dey k=12.. t;,=0 (0.93)
tpr =5, k=12 ..
Combinando a sequnda equacao de (0.92) com a terceira equagao de (0.93) para eliminar to .,
trr e tpyr, encontra-se
sy =max (ag,dg1) k=1,2,... dy=0
di, = si + Oa k=1,2,..
que da
dp = max (ag,dy—1) + 02 k=1,2,... dy=0

que € uma simples relacao recursiva caracterizando os tempos de saida dos clientes. Pode-
se observar que a k-ésima saida ocorre oy unidades de tempo apds a (k — 1)-ésima entrada,
exceto quando ap > di_1. FEssa tultima condi¢ao ocorre quando a saida em di_1 leva a uma fila
vazia. Neste caso, o servidor deve esperar o proximo tempo de chegada no tempo ap e gerar a

proxima saida no tempo ay, + 0sy. Disso, tem-se que, para k = 2,3, ...

ar = ag—1 + 01 ap =0

(0.94)
dy = max (ap—1 + 01, dp—1) + 02 do =0

que determina o espago de estados do modelo. O sistema evolui com a seqiiéncia de tempos 01
e Oy, € sua saida consiste das seqiiéncias de tempo de chegadas e saidas {a1, az, ...} e {dy,ds, ...}
geradas através das equagoes (0.94). Considerando por simplicidade que 01 = C, e O3 = Cy,
Vk=1,2,..., onde C, e Cyq sao constantes, e assumindo que C, > Cy, esse sistema de equagoes

pode ser escrito na dlgebra (max, +) como

A1 = (&k ® Ca) ©® (dk,1 &® —L) a; = Oa

(0.95)
dr, = (ar ® Cq) © (dp—1 ® Cy) do=0

onde —L representa um numero negativo suficientemente negativo, tal que
(ar, @ Cp) ® (dp—1 ® —L) = (a, @ C) .

Em notacao matricial, encontra-se

(41 o Ca —L Qe
dy, Ca Cqy dy—1
Definindo
—L
Xk = et 7A - Ca )
dk Cd Cd
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tem-se

Ca

. (0.96)

X1 = AXy, Xg =

Utilizando esse exemplo serao estudadas as caracteristicas das matrizes.

Circuito Critico de uma Matriz

A uma matriz A associa-se um grafo direcionado como o mostrado na Figura 0.48. O nimero

Cam(:d

Cd

Figura 0.48: Grafo de uma matriz.

de nés é igual & dimensao da matriz A. Cada arco corresponde um termo (i,7) da matriz,

denominado peso. No caso do Exemplo 45, a matriz do grafo da Figura 0.48 ¢é

C, —L
Cqa Cy4

A:

Quando a; ; = €, indica a inexisténcia de um arco apontando do né 7 para o né j.

Todo laco fechado no grafo forma um circuito. Na Figura 0.48, um exemplo de circuito é
dado por (1,2, 1), representando o conjunto de vértices que o forma.

O comprimento de um circuito é o nimero de arcos formando o circuito, cujo peso é a soma
dos arcos que o forma. Assim, o comprimento do circuito (1,2,1) é 2. O peso do circuito (1,2, 1)
¢ Cy— L.

O peso médio de um circuito é seu peso dividido por seu comprimento. Para o caso do
circuito (1,2,1), tem-se que seu peso médio é (Cy — L) /2.

O circuito critico de uma matriz é, entao, o circuito com maximo peso médio. Considerando
que na Figura 0.48, C, > Cy, o circuito critico é (1,1), desde que C, > Cy > (Cy — L) /2. Note

que o peso médio desse circuito é C,/1 = C,, e que o peso médio do circuito (2,2) é Cy/1 = Cj.

Auto-Valores e Auto-Vetores

A determinacao de auto-valores e auto-vetores utiliza o mesmo formalismo da teoria de controle
classico. Isto é, dada uma matriz A, encontrar A (auto-valor) e u (auto-vetor), tal que a seguinte
relacao seja satisfeita:

AQu=A®u,

em que o vetor u, nao tenha todos os seus elementos iguais a .
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Para o caso do Exemplo 45, tem-se

)\®U1
)\®U2

C, —L
Ca Cy

Ca®u1
Cd®u1®u2

AQ@u= , A@u=

Uy
Uz

Se u é um auto-vetor de A, e A é um auto-valor, tem-se que

A=0C,
Us QN = Cyq ® uyp D us.

Assim, colocando u; = us ® Cy, @ Cy4, onde C, > Cy, encontra-se para um u € R .,

U®Oa®0d

u

u =

sendo um auto-vetor, com A = C, sendo um auto-valor. Deve-se observar que A é precisamente

o peso médio do circuito critico. Isto é sempre verdadeiro para o caso da édlgebra (max,+).

Periodicidade

A periodicidade é um valor para o qual uma dada matriz multiplicada por ela mesma nao altera
os valores de seus elementos. Em termos de sistemas, ela representa a repeticao da realizacao
de uma tarefa determinada. Para avalid-la, serda retomado o Exemplo 45.

Assim, tomando a equagao (0.96), pode-se escrevé-la como:

Ca
Xy = Axp_1 = A%xp_0 = AFx, x¢ = [ 0 ] , (0.97)

onde A =A®A®..2A (kvezes).
Para calcular A* e, entdo solucionar Xy, reescreve-se a matriz A como
e L

CooC, Cy00C,

C, —L
Ca Cy4

(0.98)

em que —L' = —-L®C,eCy@C, <0. Coloca-se entao, A =C, ® B, com

e —
c;oC, C,00C,

e calcula-se B¥ k= 2,3, ...

e -L
C,0C, by

B’=

,bg:—L/®(Cd®0a)@2(0d®0a)a

com 2 (Cq0C,) = (Cq@C,y) @ (Cq @ C,). Procedendo assim, encontra-se

e —
C,oC, by

BF=

e =—L @ (Ca0C,) @ k(C,0Cy).
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Para o valor de by, que é o inico que muda na poténcia de B, pode-se observar que para algum

valor k', encontrar-se-a o valor k ® (C, @ Cy) tdo pequeno que garante que
by=—-L®(Cy0C,),Vk > k.
Entao, para um valor de k suficientemente grande, tem-se

L e L
B" = =P
cC,oC, —-L'® (Cd %) Ca)

em que P é uma matriz fixa. Assim, define-se:

Definicao 68 Uma matriz M € dita ser n-periddica na dlgebra (max, +) se e smente se existe
um inteiro k' tal que
M = MF VE > K.

Observe que estas caracteristicas podem ser utilizadas para analise de desempenho (por

exemplo, a taxa de producao em um sistema de manufatura) em SEDs.

Consideracoes sobre o Formalismo de Controle para as RPTs

Quando se utlizam as RPTs no formalismo de controle de SEDs temporizados descrevendo-se

sua evolucao dinamica através de uma equacao de estados do tipo

Xk+1 = Axk@Buk (099)
yi = Cxy, (0.100)

utiliza-se o formalismo apresentado da algebra de didides e as caracteristicas das matrizes pa-
ra encontrar os valores de entrada para u, tal que a saida satisfaca os pré-requisitos de uma
especificacao de comportamento dada, similarmente ao formalismo usado na teoria classica de
controle. Dessa forma, a especificacao desejada para o sistema é definida pela saida y e, por
meio dela, determina-se valores especificos para o controlador u que atrasa os valores da entrada
x (inibe temporalmente eventos), de modo que o sistema siga o comportamento requerido. Este

formalismo é apresentado na Figura 0.49.

y
gl w oo

u

Figura 0.49: Controle de SEDs temporizados utilizando o formalismo dos didides.

Também, esta mesma fundamentagao tedrica pode ser utilizada para descrever o comporta-

mento de automatos (max, +).
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Deve-se levar em consideracao que as RPTs em conjunto com a 4lgebra de didides podem ser
utilizadas para modelar sistemas que exibem sincronizagao de agoes, enquanto que os automatos
podem ser utilizados para sistemas nao deterministicos. Assim, nem todos os casos que podem ser
tratados quando modela-se o SED por meio de uma RPT podem ser tratados com os automatos,
e vice-versa.

De forma semelhante, a dlgebra (min, +) é utilizada para os mesmos designios, considerando

a formulagao da evolugao dinamica do sistema definida através dos contadores.
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