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Introducao

A élgebra de didides é uma algebra definida sobre um conjunto, denotado por D, e que
utiliza duas operagoes especificas: @ (soma) e ® (multiplicagao), cuja principal carac-
teristica é a idempoténcia, isto é, a soma de dois elementos iguais é igual ao préprio
elemento. O conjunto D apresenta-se com uma notacao genérica para definir de uma
maneira ampla esta dlgebra. Dependendo da particularizacao do conjunto D, a dlgebra
de diodides apresenta caracteristicas especiais para o tratamento de variados tipos de
problemas da engenharia e da matematica. As operacoes de soma e multiplicagao utili-
zadas sao formalizadas como operagoes especificas que podem apresentar similaridades
com operagoes usuais das algebras comuns.

Em geral, esta dlgebra é utilizada na anélise de sistemas lineares [1, 2, 3, 4], na
andlise de sistemas cldssicos de controle [5, 6], para descrever o comportamento de
sistemas a eventos discretos temporizados ciclicos cuja dinamica é caracterizada por
aspectos de sincronizacao [7, 8, 9, 10, 11, 12], na avaliacdo de desempenho de SEDs
temporizados [13, 14, 15, 16, 17, 18], descrever linguagens utilizando as séries formais
(19, 20, 21, 22, 23, 24, 25], entre outras.

A versatilidade desta dlgebra determina uma formulagao de grande importancia
para formalizagoes de andlises de modelos temporizados ou nao temporizados de siste-
mas que podem ser descritos de uma forma matricial, grafica, por meio de linguagens
formais. Especialmente para modelos de sistemas que apresentam caracteristicas dis-
cretas, cuja evolucao dinamica é descrita através da ocorréncia de transicoes de estados
(como é o caso dos sistemas a eventos discretos [26, 27, 28, 29, 30, 31]), sejam elas tem-
porizadas ou nao temporizadas, a algebra de didides tem sido muito aplicada.

Na algebra de didides a operagao de soma, isto é, @, nao contém inversa. Porém,
esta situacao é contornada por meio de estruturacoes matematicas especiais para solu-
cionar tal problema, garantindo sua ampla utilizacao no estudo de sistemas.

Sendo assim, o conhecimento do formalismo desta estrutura matematica, por ser
de grande utilidade atualmente nas areas de engenharia, é de incontestavel necessi-
dade. Aqui serd apresentada a algebra de didides em sua formalizacdo generalizada,
bem como algumas fundamentagoes algébricas particulares sobre o conjunto D, que
definem a dlgebra (max,+), a dlgebra (min,+), a dlgebra de caminhos e algumas de

suas aplicagoes.



Algebra de didides
Um didide é definido como a seguir:

Definicao 1 Um conjunto D dotado com duas operagoes internas @ (soma ou adi¢do)
e ® (produto ou multiplicacao) é chamado um didide, denotado por (D,®,®), se 0s

sequintes axiomas sao verificados:
Axioma 1: Comutatividade de ®, Ya,b € D
a®b=b®a;
Axioma 2: Associatividade de @, Ya,b,c € D
(a®b)dc=a® (bDc);
Axioma 3: Associatividade de ®, Ya,b,c € D
(a®b)@c=a® (b c);

Axioma 4: Distributividade de @ sobre &, Ya,b,c € D

a direita:  (a®b)@c=(a®c)® (b c);
a esquerda: c¢® (a®b) = (c®a)® (c® b);

Axioma 5: FElemento nulo de &, denotado por €, Va € D

adbe=ecDa=a;

Axioma 6: Absorcao pelo elemento nulo de & por ®, VYa € D

aR®e=€cR®a=c¢

Axioma 7: FElemento identidade de ®, denotado por e, VYa € D

aRQe=eRQa=a;



Axioma 8: Idempoténcia em @, Ya € D

a®Pa=a.

Pode-se observar que todas as propriedades da algebra comum sao definidas pa-
ra a algebra de didides, isto é, a associatividade, a distributividade, a existéncia do
elemento nulo e do elemento identidade. Contudo, a comutatividade para um didide,
por definicao, s6 é valida para a soma. Neste caso, o didide é dito nao comutativo.
Também, a propriedade da idempoténcia é a principal caracteristica dos didides, onde
a soma de dois elementos iguais é igual ao préprio elemento. O elemento nulo desta
algebra ¢ denotado por ¢, tal que, sua adicao com qualquer elemento de D ¢é o préprio
elemento, e sua multiplicacao por qualquer elemento de D é sempre o elemento nulo.
O elemento identidade é o elemento denotado por e, tal que sua multiplicacao com
qualquer elemento de D é o proprio elemento.

Quando um didide satisfaz a propriedade de comutatividade da multiplicacao ®, o

didide ¢é dito ser comutativo.

Defini¢ao 2 Seja (D, ®,®) um didide. Se a multiplicagao ® € comutativa, isto €,
para Ya,b € D
a®b=>b®a,

o didgide (D, ®,®) € dito ser comutativo.
Na algebra de didides, geralmente, o sinal da multiplicacao ® é, de modo geral,

omitido. Desse modo, sempre que nao houver ambigiiidade, utiliza-se a seguinte sim-

plificacao:

ab=a®b.

Em algumas particularizagoes do conjunto D, define-se a inversao da operacao ®,

como sendo a divisao, denotada por ©@. Esta operacao satisfaz a condicao costumeira:
a®b=c=a=c0b

seb#e, e
b=coa
se a # €, Va,b,c € D.

Também, define-se o didide completo como a seguir:



Definicao 3 Um didide é dito integral se
a®b=€e=>a=¢coub=c¢Va,beD.

Quando a # €, b # € e ab = ¢, entao a e b sdo chamados de divisores de zero. Assim,
num didéide completo nao sao admitidos divisores de zero.
Quando se define o didide como um conjunto de matrizes, isto é, D™*"  as operagoes

d e ® tém as mesmas caracteristicas da Definicao 1, mas satisfazendo o seguinte:
VA, B eD™",
(AeB),

Z?j

AZ'J' S¥) Bi,j (01)

(A X B)‘ = (Ai,k X Bk,j) . (0.2)

Zvj
k=1

Ou seja, as operagoes de soma e multiplicagao sobre as matrizes apresentam as mesmas

formalizacoes da soma e da multiplicacao da algebra usual.

Exemplo 1 Considere a,b € D, tal que a @b =c eb® a =d, e sejam as matrizes

A a € B — a b
e b a €
Entao, tem-se
A@B:ae@ab:a@ab@e:ab
€ b a € eDa bDe a b
e —
A9B - a € . a b _ aRaDeRa aRQRbDeRe
€ a € _e®a@b®a ERQLDOR e
B abe che
_e@d eDe
_|a c
_d €




O problema da inversao de @

Nos didides, a operacao ¢ nao tem inversa. Porém, este problema é contornado pela
relacao de ordem induzida pela propriedade da idempoténcia, denotada por =<, definida
como:

a<b&sadb=0b.

A relacao de ordem = é dita ser total se
V(a,b) € D*, a®b=a oub.

Isto é, para todo par de elementos no didide, a soma é sempre verificada para o primeiro,
ou para o segundo elemento do par.

Esta relagao de ordem é compativel com as operacoes & e ®. Ou seja,

a X b=a®dcbdc,VceD,

a 2 b=a®cb®cVceD.
Deve-se observar que

adbb=ce=>a=ceb=¢Va,be D.
O conjunto (D, <) apresenta um limite superior, denotado por V, tal que

aVb=adb.

Ou seja, a soma de dois elementos de um diéide D é sempre o limite superior entre os
dois.

Com a formalizac¢ao da relagao de ordem, define-se o didide completo como a seguir:

Definicao 4 Um didide é dito ser completo se sao verificadas as propriedades de dis-

tributividade para somas infinitas. Isto €, VX C D, eVa € D,

(@x) ®a = PEr®a),



Um didide completo admite um elemento superior, denotado por 7', definido por

T:@a.

a€eD

Este elemento satisfaz as propriedades

Teb=T,VbeD

T®e=c¢.

Também, define-se para um didide completo um limite inferior, denotado por A,
por
aNb=V{clc2aec=b}. (0.3)

O conjunto D munido das operacoes V e A satisfaz a seguinte equivaléncia:
a=bsadb=bsaNb=a, Va,be D. (0.4)

Isto é, para uma relacao de ordem definida entre dois elementos a e b, sua soma é o
elemento b, tal que existe um limite inferior entre os dois, que é a.
Todo o formalismo apresentado sobre a relagao de ordem é utilizado para funda-

mentar a solucao de problemas de equacgoes lineares sobre os didides.

Equacoes lineares nos didides

O problema da residuacao é utilizado para solucionar equacoes e inequacgoes do tipo

r=axr®b (0.5)

rr=axr®b (0.6)

que aparecem como equacoes implicitas de grafos de eventos temporizados que modelam
determinados tipos de sistemas, como é o caso dos SEDTs.

Uma outra classe de equagoes que sao estudadas igualmente, é da forma

axr = b.



Para este caso especifico, a maxima sub-solucao é dada por
boa=V{zr|laxr < b}, (0.7)

onde b © a é chamado de residuo de b por a. Essa nocao é utilizada para solucionar
problemas mais complexos como as equagoes (0.5) e (0.6), seja utilizando elementos
singulares ou matrizes.

Para o caso de elementos singulares, tem-se o seguinte:

Teorema 1 A inequacdo x = ax @b num didide completo admite uma infima solucdo,
tgual a a*b, onde a* € definido por
a*:@a”:e@a@a2@-~-. (0.8)
neN

Em outros termos, T = a*b soluciona a igualdade (T = aT & b).
Demonstracao: Apresentada em [12]. ¢

Quando utilizando matrizes, esses resultados sao similares. Entretanto, devem ser
consideradas as operagoes de multiplicacao e adigdo matriciais (equagoes (0.1) e (0.2)).

Assim, tem-se:

Proposicao 1 Seja D um didide completo. Sendo dadas duas matrizes A € D™P e
B € D™™ o residuo de B por A, denotado por B @ A, é uma matriz de dimensdo

p X m, obtida por

(BoA),; = \ By @ Ax. (0.9)

k=1

Utilizando este resultado e considerando a desiguladade:
z = Ax b, (0.10)

onde x,b € D" e A € D" a solucao para um didéide completo é dada da mesma

forma que o Teorema 1, isto é, z = A*b, sendo x um vetor e

Ar=PAa-IodeAe- .- (0.11)

neN



com I sendo a matriz identidade

[ ¢ ¢ ¢ € |
€ e € €

I=1]¢ ¢
e e €
G € e |

Para cada aplicacao especifica dos didides, sao estudadas caracteristicas particula-
res, como auto-valores e auto-vetores, séries formais, séries racionais, entre outras. No
decorrer desse texto, serao apresentadas as caracteristicas proprias de alguns didides

particulares.

Linguagens Formais e Didides

Para entender o contexto das linguagens formais nos didides é necessario conceitua-las.
As linguagens formais sao representadas por alfabetos nao vazio de simbolos, o qual,
geralmente é representado pela letra grega . A concatenacao finita de simbolos, define

uma palavra. Esta operacgao é definida por
caty, 1 2 X X — 2F

onde ¥* é o conjunto de todas as palavras construidas com os simbolos de X..

Assim, uma palavra de dois simbolos, denotada por s, é definida por s = cats(a, ) =
af, onde a, § € 2.

O comprimento de uma palavra, representado pela cardinalidade |s|, é igual ao
nimero de simbolos que a compode. Define-se na Teoria de Linguagens Formais a
palavra nula, representada por €, a qual é a tnica palavra de comprimento nulo, isto
é, le| = 0. Desta forma, ¢ ¢ ¥ pois é uma palavra, e nao um simbolo do alfabeto .

A operacao de concatenacao de simbolos é estendida para palavras como na defi-

nicao a seguir.
Definicao 5 A concatenagdao de palavras é a operacao

catg : 37 X ¥ — ¥



onde
cats(e, s) = cats(s,e) = s, se€ L

caty(sy, 82) = 8182 = 8, 51,89 € XT.
Assim, pela Definicao 5, dadas duas palavras u e v sobre um alfabeto ¥, com

u = cats(0y,...,0%) = 01...0%,

v = cats(Ogs1y ey On) = Og1---Op,

sua concatenacao define uma nova palavra que é
s = cats(u,v) = UV = 01...05041...0p. (0.12)

Observa-se que a palavra vazia ¢ é o elemento identidade na concatenacao, ou seja,
toda palavra s concatenada com a palavra vazia € é sempre igual a mesma palavra.

Também, observa-se que a operacao de concatenacao ¢ uma operagao associativa, pois

cats(cats (01, 09),03) = cats(oy, cats(02,03)) e

cats(cats(sy, S2), S3) = cats(sy, cats(sq, S3)).

Um conjunto de palavras é definido como:

Definicao 6 Dado k € N, denota-se por ¥ o conjunto de todas as palavras s sobre

Y cujo comprimento € igual a |s| = k.

Como conseqiiéncia desta definicao, definem-se dois conjuntos especiais, que sao X T
e X*, dados por

st= U =slus?usiu.-.

o = :Ljozkzzmz:luz?uz?’u---:20u2+,

isto é, X1 é um conjunto composto de todas as palavras construidas dos elementos do
alfabeto X, cujo comprimento é maior que zero e ¥* é a unidao de ¥ com a palavra
vazia €.

Um conjunto de palavras define uma linguagem, ou seja:

Definicao 7 Dado um alfabeto X2, L € uma linguagem sobre 32 se e somente se, L C X%,



10

Uma linguagem tanto pode ser L = ¥* como L = { } (linguagem vazia, a qual é
diferente da linguagem X%, composta apenas da palavra vazia €).

Define-se o prefixo de uma palavra s, como sendo uma parte inicial de comprimento
arbitrario de uma palavra s. Em outras palavras, um prefixo de uma palavra s é
qualquer palavra u € X* que possa ser completada com outra palavra v € »* para
formar s. Todos os prefixos de uma dada palavra s incluindo a palavra vazia ¢, formam
o conjunto denotado por Pre(s).

O conjunto que inclui todas as palavras de uma linguagem L C »* e todos os seus

prefixos é definido como prefixo-fechamento, ou fechamento de L, o qual é dado por:
L={u3ves* Auv e L}. (0.13)

Assim, para uma linguagem L C X*, existe uma linguagem associada, denotada por
L, a qual é formada pelas palavras de L e por todos os seus prefixos. Disto, conclui-se
que L C L. Uma linguagem é dita ser prefixo-fechada se e somente se L = L.

Outras operagoes definidas para as linguagens, sao o fechamento- Kleene

L*={¢}ULULLULLLU---

que é uma operacao idempotente, isto é, (L*)* = L*; uniao
L1UL2:{8‘S€L1\/SEL2};

intersecgao

L1 OLQ = {8‘ (S S Ll) VAN (8 S LQ)}
e complemento
Lf={seX*s¢ L}.

Com a definicao de linguagem, estende-se a operacao de concatenacao para as
linguagens como
caty : X x X — ¥,
onde
cat,({e},L) = cat,(L,{e}) =L, L C *
catp (L1, Ly) = {s182|s1 € L1 A\ s9 € Lo} .
No estudo das linguagens formais, algumas linguagens, podem ser representadas

através de uma expressao regular, utilizando a &algebra convencional e os simbolos
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do alfabeto. Assim, linguagens complexas podem ser representadas em termos de

expressoes simples, como apresentado por Hopcroft e Ullman [32]:

e 0* - representa a repeticao do simbolo o, por um nimero arbitrario de vezes;
e s* - representa a repeticao da palavra s, por um nimero arbitrario de vezes;

e + - simbolo empregado como o operador légico ou, indicando uma opgao entre

duas ou mais possibilidades.
As expressoes regulares sao definidas recursivamente da seguinte maneira:

1. @ é uma expressao regular denotando o conjunto vazio, € é uma expressao regular
denotando o conjunto {} e o é uma expressao regular denotando o conjunto {o}

para todo o € ¥;

2. Se s1 e s 840 expressoes regulares, entao s189, 7, 5 € (51 + S2)” sdo expressoes

regulares;

3. Toda expressao regular é construida através da aplicagao das regras 1 e 2 um

numero finito de vezes.

As expressoes regulares provéem uma representacao compacta para linguagens com-
plexas formadas por um ntmero infinito de palavras. A palavra vazia ¢ e a linguagem
vazia @, também sao consideradas nas expressoes regulares para as quais tém-se as
seguintes propriedades [33]:

£§ =S¢ = 8,

e =g,
e
g+ L =1L,
oL =1L0 =0,
g*=¢

Exemplo 2 Para X = {«, 8} e uma linguagem prefizo-fechada L na qual os simbolos

aparecem alternadamente, com todas as palavras iniciando sempre por a, tem-se:

L= {e,a,a8, 08,0808, ..} = (aB)° (¢ +a). (0.14)
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O termo apresentado depois do sequndo simbolo de igualdade pode ser lido da sequinte
maneira: «af pode ndao ocorrer, e ocorrer € ou «, ou «fF pode ocorrer um numero
arbitrdario de vezes e, logo apds, a ocorre, ou € (nada). Observe que L contém uma
parte das palavras contidas em ¥* = {a*3*}*, isto €, L é um subconjunto prdprio da

linguagem X*.

As linguagens formais apresentam uma representacao grafica denominada de automato,
que é um grafo orientado formado por vértices (circulos) e arcos etiquetados pelos
simbolos de ¥. Os automatos sao utilizados para representar maquinas de estados
finitos, e apresentam em sua estrutura um estado inicial (representado por um vértice
com uma seta que nao é saida de nehum lugar) e estados marcados (representados por
dois circulos concéntricos). Assim, os automatos apresentam uma linguagem associada,
que representa todos os caminhos que podem ser seguidos, e uma linguagem marcada,
que representa apenas os caminhos que levam do estado inicial a um estado marcado.
Ambas sao formalizadas através das linguagens formais. Na Figura 0.1, é apresentado

um automato, cuja linguagem é

L(A) ={a,aaqa,..,3,80,...,a8,aB08,...,aba, Ba, Baa, fa, ...} = ((a+ 8%)(a* + 5%))",

e cuja linguagem marcada é

L, (A) ={a,aq, ..., Ba, afa, faa, BBa, ...} = (o + % a)".

Figura  0.1: Autémato  com  linguagem  marcada L, (A) =

{a, aa, o, afa, faa, BPa, ... }.
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Representacao das Linguagens Formais nos Didides

Para aplicar a algebra de didides as linguagens formais, define-se que o conjunto D
é P(X*), onde P(¥X*) é o conjunto de todas as linguagens formadas com simbolos do
alfabeto ¥ [34]. Assim, um elemento de P(X*) é uma linguagem, e as operagoes @ e

® sao definidas como segue:

Definicao 8 Seja (D, ®,®) um dicide. Sendo D = P(X*), os operadores & e ®, sdo
definidos como as operagdes de unido e concatenagdo, respectivamente, de forma que

dados dois elementos Ly, Ly € D,

Ll (%9 L2 == {8152‘81 € Ll,SQ < L2} €
Ll@LQI{S|SEL1\/S€L2}.

O elemento nulo ‘€’ denota a linguagem vazia & e o elemento identidade ‘e’ denota a

linguagem 3° = {e}.

Assim, de acordo com essa definicao, duas linguagens L; e L, formam uma nova
linguagem L3, através de seu produto na algebra de didides, isto é Ly = L; ® Loy, ou

através de sua soma, se Li # Lo.
Exemplo 3 Dadas as linguagens Ly = {a,b} e Ly = {bbc}, tem-se que

Ly =Ly & Ly = {a,b,bbc} e
L4 = L1 X L2 = {abbc, bbbC}

Como definido para as linguagens formais [35, 32, 33|, tem-se como conseqiiéncia

da Defini¢ao 8 que a concatenacao de uma linguagem L com ‘e’, é
LRe=e®L=1L

e a concatenacao de uma linguagem L com € é
LRe=e®L=c¢.

Exemplo 4 Seja L = {S\}. Entao,

L@e=e®L={Be} ={efA}={B\} =L

LR e=eR L =c¢.
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A operacao @ aplicada a linguagens regulares permite representar uma linguagem
através de expressoes regulares. Esta representacao é definida pela substituicao da
operacao + pelo operador @ para definir a possibilidade de escolha entre dois ou mais

caminhos.

Exemplo 5 A linguagem L; = af" somada com a linguagem Ly = v, €
Li=L1®Ly=af da=af +a=a(f +e)

que 1mplica na uniao de L1 e Lo.

Todos os axiomas da Defini¢do 1 sdo validos quando D = P (¥*) [36]. Também,
deve-se observar que D = P (X*) é um didide ndo comutativo, desde que para dois

simbolos quaisquer «, 3 € ¥, af # Pa.

Séries Formais

As séries formais provéem um formalismo para tratar as linguagens formais, sejam elas

temporizadas ou nao temporizadas. Uma série formal é definida como [19, 24]:

Definicao 9 Uma série formal Y sobre um alfabeto 3 com coeficientes em um didide
D € um mapa
Y : ¥ — D.

Para toda palavra s € ¥*, sua imagem Y (s) € denotada por (y|s), com (y|s) € D,

representando o coeficiente da palavra s em Y .
Exemplo 6 Dado o alfabeto ¥ = {a}, tem-se
¥ ={e,a,a0, 000, ...} .

Considerando D = {¢,e}, como um exemplo especifico pode-se definir

como o0s coeficientes das respectivas palavras de *.
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E usual denotar o mapa Y pela série

Y =P yls)s. (0.15)
No caso do Exemplo 6, o mapa definido pode, portanto, ser reescrito como:

Y =eec®ead caa Pealfad - -

Denota-se D ((X)) o conjunto das séries formais sobre ¥ com coeficientes em D.
Para
Y1 : ¥— D,
Y, ¢ ¥ =D

e para toda palavra s € ¥*, esse conjunto é munido das seguintes operacoes:

(11 @ y2ls) = (yils) © (vals) (0.16)
(Y1 @ yals) = @ (11]u) @ (y2|v) (0.17)

onde a soma em (y; ® ys|s) é finita. Essas operagoes sao denominadas respectivamente

de soma e produto de Cauchy.

Exemplo 7 Considerando D = {¢,e}, ¥ ={a, 5} e

Y1 *— D
Y5 *—D
tem-se que, se
(1le) = e, (plaf) =e,
(1118) = e, (y1]Ba) =,
(y2la) =€, (y2|aB) =,
(1218) = e, (y2|Ba) = e,

entao, verifica-se

(11 @ ele) = (yila) ® (y2|la) =e®e=e,
(11 ©ylB) = (1lB) © (12|B) =eDe=ce,
(11 @ yelaf) = (nlaf) ® (|af) =e@e=ce,

D
D
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(11 @ yp2laB) = (yi|a) @ (1|B) =e®@e=ce,
(11 @ ya|fa) = (11]F) ® (y2]a) =e®@e =e.

Observe que a soma de Cauchy representa a uniao das linguagens e o produto representa
a concatenagao de linguagens, de acordo com a Defini¢io 8. A soma garante que uma
palavra pertencente apenas a uma das linguagens, sempre existe nela. O produto garante
que so existe uma linguagem se existir o sufizo em uma linguagem e o prefixo na outra
linguagem, que devem ser concatenados (a inexisténcia de um deles é definida pelo

valor do coeficiente (y|s) = €).

A equacgao (0.16) define que para uma mesma palavra s € 3* que apresenta coe-
ficientes diferentes, o coeficiente da soma é igual a soma dos coeficientes. Em termos
praticos, uma mesma palavra que tem coeficientes diferentes pode ser vista como uma
tnica palavra com um unico coeficiente. Similarmente, a equagao (0.17) determina que
o coeficiente de uma palavra construida pela concatenacao de duas outras palavras, é
determinado pela soma da multiplicacao dos coeficientes das palavras concatenadas.
Isto é, o coeficiente de uma palavra pode ser dividido em partes com as subpalavras
que a compoe.

Também, define-se para as séries formais a operacao estrela:
Defini¢ao 10 A operagdo estrela para uma série Y € D ((3)) € definida como
YVi=edYOY’0®Y’ D .
onde ‘e’ € o elemento identidade.

As séries formais permitem descrever linguagens através da equagao (0.17). Uma

linguagem nao temporizada pode ser descrita por meio de uma série formal definindo
D =B ={¢e},

que denota o semi-anel bindrio. Assim, tem-se:
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Defini¢ao 11 Uma linguagem reqular L = {s,s',...} C X*, é representada pela série
formal

v = P wls)s (0.18)

seX*
onde (yls) s € B((X)), e B((X)) € o semi-anel das séries formais com coeficientes em

B e variaveis nao comutativas em X2, tal que

(yls) = e ses€L, (0.19)
(yls) = € ses¢ L. (0.20)

Exemplo 8 Dado o alfabeto > = {«, 5}, a linguagem L = {e, o, a3, Bav, acy, B3, Baf}

¢ representada pela série formal

Y =ecdea®eaf ®efa®eaa®effdefafdeana® - @efB@ - (0.21)

~
YX*—L

onde (y|s) = e,Vs € L, e (y|s) = €,Vs € ¥* — L. A série formal da equagdo (0.21)

pode ser escrita como

Y, =ee®ea®eal @ eladeaad el D efas o
Yi=ce®a®aB® Ba®aa® (6@ Baf

desde que e @ L=¢€¢,e® L =L, VL C X*.

Deve-se observar que uma linguagem L é descrita por uma série formal Y. Assim,
as operagoes de uniao e concatenagao de linguagens (ver Definigao (8)) se apresentam
como a soma e a multiplicacao de suas respectivas séries formais.

Quando se considera D = Ry, (X)), as séries formais permitem descrever uma

linguagem temporizada. Isto serd visto adiante.

Algebra (max, +)

A &lgebra (max, +) é um caso particular da dlgebra de didides na qual D = Ry,.y, onde
Rpax denota o conjunto R U {—oo}. Para um didide (D, ®,®), com D = Ry, as
operagoes @ e ® sdo: max (maximo) e + (soma), respectivamente. O elemento nulo é

definido como € = —o0 e o elemento identidade é definido por e = 0.
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Nesta algebra, —oo ¢ utilizado como o elemento nulo da adicao, pois satisfaz:

VaeRade=a® (—o00) =max{a,—c0} =a=max{—o00,a} = (—o0) B a=eda.

(0.22)
Por outro lado, utiliza-se ¢ = 0, como sendo o elemento identidade da multiplicagao,
pois satisfaz

VaeRa®e=a+0=a=0+a=e®a. (0.23)

Essa estrutura algébrica, é um didide comutativo, pois a propriedade da comutati-

vidade da multiplicagao ® ¢é satisfeita. Por exemplo,
1®2=14+2=3=24+1=2R® 1.

No contexto da édlgebra (max,+), o conjunto D pode ser definido sobre matrizes
quadradas de dimensao n, isto é,

D =RM" (0.24)

max *

As propriedades do diéide (max,+) sao igualmente satisfeitas, quando usando matrizes,
isto é, dadas duas matrizes A, B €R'*" as equagoes (0.1) e (0.2) sao verificadas.

Também, vé-se o problema da inversao da operagao &, desde que esta é a operacao
usual max. As condigoes apresentadas para a solucao de equagoes lineares sao utilizadas
para encontrar os residuos.

No caso da operacao ®, que é usualmente a operacao +, a solugao para a equacao
(0.7) pode ser entendida como o valor que somado (usual +, que nos didides é ®) com

o elemento a, tem solucao dada por b. Em outros termos,
boa=V{zjaxr b} =a+r b=z =<b—a.

Estes valores devem ser utilizados na equagao (0.9) para encontrar o residuo para

sistemas matriciais.

Exemplo 9 Considere as matrizes com coeficientes em R dadas por

2 2
A:[ ] e B=
1 e

3
1

Entao, tem-se que, de acordo com a equagao (0.9), a mdzima solugdo é:
Bo2)A(1ol) | | 1Ae| |e
I 1|

BoA= 302 A(10e)
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Pode-se verificar que B © A satisfaz

2@ed2®1

ABoA)=
( ) 1®ede®l

1]

o que determina que efetivamente ela € a solucdo que satisfaz a igualdade. Assim, a

equacao AX = B admite uma solucao que € X =B @ A.

A solucao para x = Az @& b no caso de D = R,,,,, pode ser vista no exemplo a

seguir:

Exemplo 10 Seja A €R%**2 definida por

max

ebe R?

max

dado por

Calculando A*, tem-se:

. e € € € e e e e
€ e e e e e e e
Calculando A*b, tem-se
e e € e
A*b = ® = )
e e € €
que € o valor de x que satisfaz a igualdade
e
r=Arxdb= ® &) = .
e e e e e

A 4lgebra (max,+) é muito utilizada para descri¢ao de reconhecimento de linguagens
temporizadas em automatos temporizados e redes de Petri temporizadas. Dessa forma,

torna-se necessario compreender esses formalismos para apresentar sua utilizacao.
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Autématos temporizados (max,+)

Um automato temporizado é um automato que inclui uma representacao explicita do
tempo na sua estrutura de transicao. Em um automato temporizado, um intervalo de
tempo esta relacionado com cada fungao de transicao, denominado tempo de vida do
evento. Este tempo de vida expressa o menor tempo que deve transcorrer para que o
evento se torne habilitado e possa ocorrer. Um automato temporizado reconhece uma
linguagem temporizada [37, 38, 39, 40, 41], que é uma linguagem formalizada sobre
pares (evento, tempo).
Dentre as estruturas de automatos temporizados, como os GTAs e os GTTs, encontra-

se a formalizacdo do automato (max,+) [14, 42]:

Definigao 12 Um automato finito Agmax.4+) sobre um alfabeto ¥ ¢ uma quddrupla
Amax+) = (Q,0,T,9), onde Q é um conjunto finito de estados e 0, T e ¢ sio ma-

pas

0 : Q— Ry, (0.25)
T @ QxXxXQ— Ry, (0.26)
¢ Q= Rpax (0.27)

denominados atraso inicial, tempo de transicao e atraso final, respectivamente.

Um autémato A(max,+) ¢ representado graficamente por um multigrafo valorado,

definido por vértices, formados pelo conjunto de estados ) e por trés tipos de arcos

1. Os arcos internos, i = j, Vi,j € Q e o € ¥ tais que Ti»j # €. O arco i %4, é

valorado pelo escalar T; ; ;;
2. Os arcos de entrada — 4, valorados por 0;, Vi € () tal que 0; # ¢;

3. Os arcos de saida i —, valorados por ¢,, Vi € ) tal que ¢; # e.

Deve-se observar na representacao grafica do autémato (max,+) que apenas sao
apresentados os arcos de entrada e de saida em que 6; # € e ¢; # €. Ou seja, os atrasos
iniciais e finais finitos sao os que sao representados graficamente, o que determina os

estados inicial e marcados do automato (max,+).



21

Exemplo 11 Seja X = {«,5}. O autémato com conjunto de estados Q = {0,1,2},
tempos de transicoes Ty o1 =1, Toa2 =3, Tia2 =4, Topo =1, Top1 =5, Topgo =17,
Tig1=1eTi 50 =2, atrasos final e inicial ¢, =2 e Oy = e = 0, respectivamente (os

outros valores de ¢, T e 0 sdo iguais a €) estd representado na Figura 0.2. Os arcos

Figura 0.2: Automato (max,+).

valorados com zero (ou ‘e’) podem ser omitidos, isto €, o arco de entrada — 0, ndo

valorado, define 6y = e.

Comparando o autémato (max,+) com o automato nao temporizado, observa-se que
as fungoes de transigdo dos automatos (max,+) sao incluidas no mapa 7. O estado
inicial é definido pelo estado ¢ € ), em que 0, # €. Os estados marcados sao os estados
q € Q, em que ¢, # €.

A semantica do automato (max,+) é a seguinte:

1. Ha um relogio global que esta sempre sendo incrementado;

2. O tempo de vida de um evento, denotado por 7,,, € T, é o tempo minimo

necessario para sua habilitagao;

3. Para iniciar a execugao do automato (alcancar o estado inicial) é transcorrido um

tempo 6,4, no relégio global,

4. Estando no estado inicial (ou em qualquer outro), os contadores dos eventos

definidos neste estado vao sendo decrementados;

5. Quando um contador de um dos eventos definidos no estado é zerado, o evento

torna-se habilitado, podendo ocorrer a qualquer instante;
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6. Se com a incrementacao do relégio global, for zerado o contador de um outro
evento definido neste estado, ele também torna-se habilitado;

7. A ocorréncia de um evento habilitado reinicializa seu contador e muda o estado

do automato, desabilitando os outros eventos;

8. Ao atingir um estado marcado, ao transcorrer o tempo de atraso final, o automato
(max,+) reconhece este estado, reconhecendo assim a palavra que o levou do

estado inicial até ele;

9. Eventos iguais com diferentes tempos de vida definem nao determinismo no

automato (max,+).
Exemplo 12 A evolugio do automato Amax+) da Figura 0.3 é descrita como a sequir:

i. Iniciando o relogio global, apds decorridas 2 unidades de tempo, o automato alcanca

o estado inicial.
ii. Apds uma unidade de tempo o automato pode reconhecer a palavra 3e.
ili. Apds mais uma unidade de tempo, o evento o torna-se habilitado.

iv. Estando o evento « habilitado, ele permanece habilitado indefinidamente até sua
ocorréncia que muda o estado do automato para o estado 2, reinicializando seu

contador.

v. No estado 2, apds 3 unidades de tempo, o contador do evento 3 € zerado, habilitando-

0.
vi. A ocorréncia do evento (3 no estado 2, leva o autémato ao estado 1.

vii Novamente no estado 1, a passagem de mais uma unidade de tempo permite o

reconhecimento da palavra 8af3.

viii. Considerando que (3 nao ocorre no estado 2, a passagem de mais uma unidade de
tempo habilita k. Dessa forma, tanto o evento 3, como o evento k permanecem

habilitados indefinidamente, até a ocorréncia de um deles.

ix. Se ocorre k, o automato alcanca o estado 3.
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X. Estando no estado 3, a passagem de 2 unidades de tempo habilita 3, que permanece

habilitado até sua ocorréncia.
xi. Se ocorre 3 no estado 3, o automato alcanca o estado 1.

xii. Novamente no estado 1, a passagem de mais uma unidade de tempo permite o

reconhecimento da palavra 11ak(.

1
2a

3B

2p 4K

Figura 0.3: Autémato (max,+).

O reconhecimento de um caminho em um autémato (max,+) é descrito como a

seguir:

Definigao 13 Seja um automato Amax,+) € Q" o conjunto de todas as seqiiéncias de

estados de comprimento n, definido por

Define-se que uma palavra s = o4...0, € reconhecida no caminho

b= (QO7' : 7QTL) € Qna

Se

P (p7 S) = GQO + TQO7U1,<11 +o+ an—17Un7Qn + ¢qn 7é €, (029)

onde P € a func¢ao peso do caminho p.

De acordo com esta definicao, pode-se observar que o reconhecimento de uma pala-
vra se dd quando um estado marcado é atingido e o tempo de atraso final é transcorrido
(ver Exemplo 12). O reconhecimento de um caminho pode também ser descrito por

meio das seqiiéncias de eventos através dos datadores. Estes sao definidos a seguir:
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Definicao 14 Um datador é um mapa
Y ¥ — Ryax (0.30)
onde Y € o tempo que um automato Amax+) leva para percorrer uma seqiiéncia
§$ = 0109...0p, € 2.

Dessa definicao, vé-se que a funcao datadora define os tempos das palavras da
linguagem ¥*. Assim, o automato Agmax+) leva um tempo Y para sair de um estado
g para um outro estado ¢’, seguindo uma seqiiéncia s, onde (y|s) denota o valor de Y’

na palavra s [19].

Definigao 15 Um datador Y € dito reconhecivel se existir um automato Amax+) tal
que

(yls) # e (0.31)

Exemplo 13 No Ezxemplo 12, vé-se que s = a3 é uma palavra reconhecida, pois

(ylaB) = P(p,s) = (01 +Tia2+Top1+dy) =5F#c€

comp=(1,2,1).

Com as defini¢oes anteriores, a evolugao dinamica do autoémato (max,+) pode ser
representada por um vetor x de tempos das ocorréncias dos eventos, igualmente ao
automato temporizado descrito em Cassandras e Lafortune [43]. Isto é, o i-ésimo
elemento de x é um mapa

i N — Rpax, (0.32)

que ¢ interpretado como o instante de tempo da n-ésima ocorréncia do evento etique-

tado por 1.

Exemplo 14 Na Figura 0.4(a), € apresentado uma parte do diagrama de ocorréncias
dos eventos do automato (max,+) apresentado na Figura 0.4(b), onde ¥ = {a, B}.

Neste diagrama, vé-se que os menores tempos de ocorréncia do evento o sao 2, 7 e
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2a

3B

Figura 0.4: (a)Autémato (max,+) e (b) Diagrama temporal de ocorréncia de seus

eventos a e (3.

12, enquanto que os menores tempos de ocorréncia do evento 3 sao 5, 10 e 15. Dessa

forma, encontram-se as sequéncias

To (1) = 2,2,
2 (1) =5,25(2) =

Logo, o vetor x ¢ definido por

x(n)=[

o qual contém as informacoes a respeito dos tempos de ocorréncia de o e (3, dados por

2 . 7 . 12
) 10 15
z (1) z (2) x (3)

A evolucao dinamica do automato (max,+) pode ser descrita por meio de um sis-
tema linear através da matriz de tempos de transicao A, e pelo vetor x, utilizando
a algebra de didides [7, 8]. Também, as séries formais podem ser utilizadas para a
descricao de sua evolucao dinamica e determinacao de seus estados reconhecidos.

Deve-se observar que o automato (max,+) tem uma formaliza¢do similar ao GTA
[44], considerando que a representacao do tempo é definida diretamente no arco e os

tempos de vida sao definidos como os tempos minimos para habilitacao dos eventos,
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isto é, o limite superior é sempre infinito. Dessa forma, os SEDs temporizados descritos
em Brandin e Wonham [45], considerando apenas os eventos remotos, apresentam a

mesma descricao da evolugao dinamica.

Exemplo 15 Os automatos apresentados na Figura 0.5 reconhecem as mesmas lingua-
gens temporizadas. O autémato da Figura 0.5(a) € um grafo de transi¢oes de atividades,
em que os eventos sdo definidos por (o44,ts,00) € X, onde o indice q,q" do evento
o define o estado q onde o evento estd habilitado e o estado ¢’ que é alcancado apds
sua ocorréncia, respectivamente, como descrito em [45]. Assim, especificamente para
este exemplo, tem-se (o 2,2, 00), (ﬁ273,2, oo), (5374,2,00), (ag1,3,00), (Kas5,1,00) €
(X51,2,00). O automato da Figura 0.5(b) € um grafo de transi¢oes temporizadas, que €
uma representacao da semantica do grafo de transi¢oes de atividades da Figura 0.5(a),
construido de acordo com Brandin e Wonham [45]. O autémato da Figura 0.5(c) é
um automato (max, +). A semantica desses automatos € a mesma. Para qualquer um
deles, a evolugao dinamica € descrita semelhantemente ao Eremplo 12. No caso do
grafo de transicoes temporizadas (Figura 0.5(b)), cada arco que apresenta um evento
‘tick” (representado port), determina a passagem de uma unidade de tempo no relégio
global. Observa-se que o nimero de estados do automato (max,+) € bem menor que
o numero de estados do grafo de transicao temporizada, e apresenta uma forma visual

dos tempos direta, em relacao ao grafo de transicoes de atividades.

Autoématos (max,+) e séries formais

Uma das formas de utilizar a algebra de didides para definir a evolucao dos automatos
(max,+), é usando as séries formais para descrever suas linguagens temporizadas. As-
sim, semelhantemente as séries formais binarias, definindo D = Ry, ((£)), representa-
se uma linguagem temporizada por uma série formal. Deve-se observar que uma lingua-
gem temporizada [46, 38, 47, 48, 39] é uma linguagem que apresenta em cada palavra
s € L um valor numérico t, associado, que representa um intervalo de tempo decorrido
para a palavra ser reconhecida por um automato temporizado [49, 50, 51, 52, 53, 54,
55, 41].

Definicao 16 Uma linguagem temporizada L = {tss,tys, ...}, com {5,3', } €EXre
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(a)

(c)

Figura 0.5: (a) Grafo de transigoes de atividades, (b) Grafo de transi¢oes temporizadas

e (c¢) Automato (max,+).

s, € Ruax, pode ser representada por uma série formal

V=D ls) s (0.33)

sEXF

U

em que (y|s)s € Ruyax ((X)), com (y|s) € Ruax denotando o datador da palavra s e
Runax ((X)) € 0 semi-anel das séries formais com coeficientes em R,y € varidveis nao

comutativas em X, tal que

(yls) # e ses€L, (0.34)
(yls) = € ses¢ L. (0.35)

Exemplo 16 Dado o alfabeto ¥ = {«a, B}, a linguagem

L = {3¢,4a,2a03, 30, 5aa, 263, faS}
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¢ representada pela série formal

YL:38@4@@2@5@36@@5aa®2ﬁﬁ@eﬁaﬁ@eaaa@--~®eﬁﬁﬁ€9~;

seqliéncias de eventos
nao pertencentes a L.

ou
Y, =3¢ @ 4a ® 2a8 & 3Pa d baa @ 288 @ efal

Y, =3®4ad 2a8 @ 3Ba ® baa P 2606 & Paf
desde que e @ L = €, VL C ¥*. FEsta série representa a linguagem reconhecida por um
autéomato (max,+). Neste contexto, (y|s) denota o coeficiente da palavra s que € igual

ao zero ‘e’ se s nao ¢ reconhecida por Amax,+)-

Com essa formalizacao, é possivel avaliar a evolugao dinamica dos autématos (max,+),

como citado anteriormente.

Definicao 17 O mapa

e Y — RIGIQL (0.36)
define a aplicagao dos valores Ty, o dos simbolos o € ¥ sobre REX'Q‘, onde Rl{%‘?m é
o didide (RU{—o0},max, +) sobre matrizes quadradas de dimensao |Q)].
Com a aplicacao deste mapa, constroi-se a matriz
H (U)qq’ = Lgo,q- (0.37)

Identificando # com um vetor linha contendo os arcos de entrada e os demais ele-
mentos iguais a €, e ¢ com um vetor coluna contendo os arcos de saida e os demais

elementos iguais a €, tem-se que:
Definicao 18 Dado um autéomato Amax,+), com matriz
11(0) 4 = Tooas (0.38)
e vetores linha 0 e coluna ¢, o datador da palavra s = oy - - - o, € descrito por
(ls) = (Amax)ls) = Ou(o1) - p(00) o = O (s) (0.39)

em que i (s) € a matriz que contém os tempos de complementagdo das palavras forma-

das por o1...0, € 2.
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Denomina-se de representacao linear do datador a condigao

(Atmax,)]8) = 0pe (s) . (0.40)

Também, a funcao datadora Y pode ser escrita como uma série formal sobre o

alfabeto X com coeficientes em R, ... Isto é,

Definicao 19 A linguagem temporizada de um automato Amax+) € definida por uma

série formal como

L (Amax) = D (yls) s, (0.41)

sEXF
em que (y|s)s € Ruyax (X)), com (y|s) € Ryax denotando o datador da palavra s e
Rinax ((X)) € 0 semi-anel das séries formais com coeficientes em R,y e varidveis nao

comutativas em X3, tal que

(yls) # € ses€L, (0.42)
(yls) = e ses¢ L. (0.43)

Assim, equipando a série formal com as operagoes de soma e produto de Cauchy
(equagoes (0.16) e (0.17)) e com a operagao estrela (Defini¢cdo 10), e identificando o

mapa datador Y com a série formal Y7, define-se:

Definicao 20 A série formal Y, é reconhecivel se existir um automato finito Amax +),
representado pela tripla (0, p, ¢), com 0 € ernéLQ‘, € Rﬁfl, oo X — RI@XIQN ¢ Q
finito, tal que

YL = Pou(s) ¢s = P (yls) s, (0.44)

SEX* SEXN*

em que 0 (s) ¢ = (Amax,)|s) € o datador da palavra s.

Exemplo 17 Considerando o automato da Figura 0.6, tem-se

2
92[666] o= ¢
€

e 1 € € € €
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1a 4a
2 2B 53

Figura 0.6: Automato (max,+) deterministico.

Calculando (y|s) em um caso particular, onde s = af3:

(ylaB) = Op (aB) ¢ = Op (o) 1 (B) ¢ = 5.

Mais geralmente, a série formal Y identificada com a linguagem temporizada do

autémato admite a expressio racional
L (Amax+)) =Y =2 (Ba(9ap)" B)" =2 ® 508 ® 8afaff ® 14 @ - - -
isto ¢,
L (Aax) = Yo = (yl(aB)°) (aB)’ @ (4] (aB)') ()" @ (y] (a)’) (aB)’ & - - -

L (A(max,+)) =Y, = @ (yls) 8.

SEX*
Assim, L (A(max,—‘,-)) =Y, apresenta todas as palavras formadas por o e (3, iniciadas
por «, e reconhecidas pelo automato da Figura 0.6, com seus respectivos tempos de

complementacao.

Redes de Petri Temporizadas e Algebra de Didides

Assim como os automatos temporizados para modelar sistemas, existem também, as
redes de Petri temporizadas (RPT) [56]. Entretanto, para compreender as RPTs e
aplicar a teoria dos didides em sua descri¢ao dinamica, é necessario entender o que sao
as redes de Petri. Aqui é apresentada uma conceituacao basica destas para formalizar

o que é de interesse.

Redes de Petri

As redes de Petri [57, 58, 59, 60] sao grafos direcionados, bi-partidos e ponderados,

que apresentam uma marcagao inicial. O conceito de grafo bi-partido define que uma
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rede de Petri tem dois tipos de nos, os quais sao denominados lugares e transicoes.
O termo grafo direcionado determina a existéncia de arcos, os quais sao direcionados
sempre de um lugar para uma transicao e de uma transicao sempre para um lugar. No
primeiro caso, denominam-se lugar de entrada da transicao e, transicao de saida do
lugar, e vice-versa no segundo caso. Os arcos em uma rede de Petri apresentam uma
ponderacgao associada, onde um arco com peso k representa k arcos paralelos ligando
dois nds. A marcacao inicial de uma rede de Petri representa o estado em que a rede
se encontra inicialmente.

Formalmente, uma rede de Petri é definida como a seguir:
Definigao 21 Uma rede de Petri é uma sextupla RP = (P, T, A,, K, W, My), onde:

o P ={p1,p2,...0m} € um conjunto finito de lugares;

T ={ty,ts,...,t,} € um conjunto finito de transi¢oes;

A, C(PXT)U(T x P) é um conjunto de arcos;

K : P — NU{oo} € a fungdo de capacidade;
e W:A, — N* €a funcao de ponderacdo;
e My: P — N €a fungdo de marcagdo inicial, que satisfaz¥p € P : My(p) < K(p).

Deve-se observar que, pela definicao de rede de Petri, as seguintes condicoes sao

satisfeitas:

PNT =g (0.45)

PUT # @. (0.46)

Assim, pela condicao (0.45), os lugares e as transi¢oes sao nés distintos, o que formaliza
o termo bi-partido. Por outro lado, a condigao (0.46) refere-se a que em uma rede de
Petri existe pelo menos um lugar ou uma transicao.

Uma rede de Petri é formada, entao, por uma estrutura, formalizada pelos lugares

e transigoes conectados pelos arcos, e uma marcacao inicial.
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Uma estrutura de rede de Petri é a rede sem a marcacao inicial, a qual é denotada
por E,, = (P, T, A,, K,W). Dessa forma, considerando a defini¢ao da estrutura de rede
de Petri, a notagao de uma rede de Petri pode ser abreviada por RP = {E,,, My}.

A representacao grafica de uma rede de Petri é a seguinte:

e Os lugares em uma rede de Petri sao representados por circulos;

A capacidade dos lugares sao representadas pela igualdade de K ao seu valor,
junto ao respectivo lugar. Quando este nao aparece, o lugar apresenta capacidade

infinita;

As transigoes sao representadas por barras ou retangulos;

e A marcagdo de uma rede de Petri atribui a cada lugar um nidmero inteiro nao
negativo m, de onde se diz que o lugar com marcagao m tem m fichas, as quais
sao representadas por pequenos circulos pretos. A marcacao de uma rede de Petri
¢é designada por um vetor

M=1[m; my mg .. my],

onde £ é o nimero de lugares da rede, e m; o nimero de fichas no lugar ;

e Os arcos sao sempre direcionados de uma transi¢ao para um lugar e de um lugar

para uma transicao;

e Os pesos dos arcos sao representados por ntiimeros juntos aos mesmos. Quando

em um arco nao aparece seu peso, entao este arco tem, por definicao, peso 1.

Exemplo 18 Na Figura 0.7, é apresentada uma rede de Petri. Nesta Figura, tem-se
que os lugares sao os circulos etiquetados por py, p2, P3 € ps € as transicoes sao as

barras etiquetadas por ti, to e tz. Pela definicao de rede de Petri, tem-se:

P = {p1,p2, 3,4} ;

T = {t1,ta, 3} ;

A =A{(p1,t1), (p1,t2) , (P2, 1), (P3, t2) , (Past3) , (t1,p3) , (t2, p2) , (t2,p4) , (t3,02) }
K (p2) =4, K (p3) =5

W (p1,t1) = 2, W (p1,ta) = 3;W (pa, t1) = L; W (3, ta) = L, W (pa, t3) = 2;
Wi(t1,p3) = LW (ta, p2) = 2, W (ta, pa) = 3; W (t3,p2) = 1;

My = [ 301 1 ]T.
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Observe que os arcos sdo definidos por pares (p;,t;) ou (tj,p;), que determinam respec-
tivamente um arco saindo do lugar p; para a transicdo t;, e saindo da transi¢do t; para

o lugar p;.

Figura 0.7: Exemplo de rede de Petri.

As redes de Petri possuem uma evolucao dinamica determinada por disparos de
transicoes habilitadas em determinadas marcagoes e que modificam as marcacoes dos
lugares. Assim, para um lugar p; que contém um numero n; de fichas e habilita uma
transicao t, se esta transicao dispara, ha uma reducao de fichas no nimero de fichas do
lugar p; para n; —w (p;,t), com w (p;, t) sendo o peso do arco que liga p; a . Se hd um
lugar p; com n; fichas, sendo lugar de saida da transicao ¢, entao uma quantidade de
fichas em p; é aumentada para n; +w (t,p;), em que w (¢, p;) é o peso do arco ligando
t a pj. A evolucao dinamica de uma rede de Petri é formalizada através de algumas

regras, as quais sao apresentadas a seguir.

Definicao 22 A mudanca da marcacdo da rede de Petri seque as sequintes regras de

disparo das transicoes:

1. Uma transicdao t € dita estar habilitada (pronta para disparar) em wma marca¢do

M se e somente se

Vp € P que € entrada de t : W(p,t) < M(p)
Vp € P que € saida de t : M(p) < K(p) — W(t,p);
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2. Uma transi¢ao habilitada pode ou nao disparar;

3. O disparo de uma transicao t € T, habilitada na marcagao M, é instantanea e

resulta em uma nova marca¢ao M’ da rede dada pela equagdo:

M'(p) = M(p) — W(p,t) + W(t,p),Vp € P; (0.47)

4. A ocorréncia do disparo de t, que modifica a marcacao M da rede para uma nova

marcagao M', € denotada por M [t) M.
Exemplo 19 Na Figura 0.8, € visto um exemplo de uma rede de Petri com marcacdo
mnicial

e sua nova marcacdo, apos o disparo da transicao t. Observa-se que apds o disparo de
t, a nova marca¢ao €
T
Mi=[1 2 1],

e que esta marcagao estd de acordo com a regra 3 de disparo das transigoes.

p2 p2

R O RO
%Ké %K@

@ (0)

Figura 0.8: Exemplo de uma rede de Petri antes e apds o disparo de sua transigao.

Observacgao: Utiliza-se também a notagdo My [t) significando que ¢ estd habilitada

na marcacao M.

Define-se como grafo de eventos a rede de Petri que apresenta em cada lugar apenas
um arco de saida e um arco de entrada.
As redes de Petri, apresentam varias vantagens sobre os outros modelos quando

modelando sistemas. Dentre estas vantagens, podem ser citadas:
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1. a facilidade para modelar as caracteristicas de um sistema, ou seja, concorréncia,
sincronismo e assincronismo, conflito, exclusao mitua, relagoes de precedéncia, nao
determinismo e bloqueio;
2. excelente visualizagao de dependéncia de sistemas; focalizagao na informagao local;
3. abordagens de modelagem do tipo refinamento e do tipo composicao modular;
4. possibilidade de gerar codigo de controle supervisério diretamente de sua represen-
tacao grafica;
5. possibilidade de testar propriedades indesejaveis para os sistemas, tais como bloqueio
e reinicializagao;
6. andlise de desempenho sem simulagao é possivel para muitos sistemas, desde que
taxas de producao, utilizagao de recursos, seguranca e desempenho podem ser avaliadas;
7. simulacao dos eventos discretos diretamente a partir do modelo e informacao do
estado atual do sistema que permite monitoracao em tempo real [61, 62, 63, 43].

As redes de Petri possuem varias propriedades estruturais e comportamentais, além
de métodos especificos de andlise. Porém, as definicoes basicas apresentadas sao as

necessarias para compreender as RPTs.

Redes de Petri Temporizadas

As RPTs sao redes de Petri que incluem em sua estrutura uma representagao tem-
poral. Em uma RPT os temporizadores estao associados a transicoes, similarmente
aos automatos temporizados. A utilizacao das RPTs tem sido ampla na modelagem
de sistemas, como os sistemas a eventos discretos, quando considerando sua tempori-
zacdo. Entretanto, para utilizar a dlgebra (max,+) na descrigdo dinamica, é mais usado
o grafo de eventos temporizado (GET). Para esta classe, a dlgebra (max,+) descreve
sua dinamica em termos dos tempos de ocorréncia dos eventos como um sistema de
equagoes lineares. Dessa forma, aqui sera apresentada esta classe de RPT que, por con-
veniéncia, sera tratada como RPT, ao invés de GET. Deve-se observar que ha outras

classes de RPTs, mas aqui é tratada apenas esta classe especifica.

Definicao 23 Uma rede de Petri temporizada é uma dupla

RPT = (RP,6),
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na qual RP € uma rede de Petri marcada e 60 é uma fungao de tempo que associa a

cada transi¢ao um valor 6 (t;) = d; que representa o tempo associado a transi¢do t;.

Assim, em uma RPT, estd associado a cada transicao ¢ uma duracao minima de
disparo 0 (t). Com a habilitagao da transicao, fichas sao retiradas dos lugares de entrada

e ap6s decorrido o tempo € (t), fichas sdo colocadas nos lugares de saida.

Exemplo 20 Na Figura 0.9(a) € apresentada uma RPT antes do disparo da transi¢do
t. Quando a transicao t torna-se habilitada, as fichas sao retiradas dos lugares de
entrada (Figura 0.9(b)) e, apds o disparo de t, transcorridos trés unidades de tempo

(tempo associado a transi¢ao t), as fichas sao colocadas nos lugares de saida (Figura

ek
dh dh dh

(a) (b) (c)

Figura 0.9: Exemplo de uma rede de Petri temporizada antes e apds o disparo de sua

transicao.

Geralmente, as RPTs sao representadas por outra forma, em que esta forma é
construida através de uma simples transformacao das transicoes. Este tipo de trans-

formacao é visto no exemplo a seguir:

Exemplo 21 Na Figura 0.10 é apresentada uma transi¢ao de uma RPT, com tempo
associado 0 (t) =t e sua transformagao em uma RPT com duas transi¢oes sem tempo-
rizag¢ao (0 (t1) = 6 (t2) = 0) e com o valor da temporizacao passado ao lugar introduzido

como 0 (p1) =t. A evolugao de uma RPT que apresenta temporizagdo em p é similar a
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evolugao de uma RPT semelhante (transformada) com temporiza¢ao em t. Isto porque
o lugar introduzido simula o desaparecimento da ficha quando t estd habilitada e sua
guarda pelo tempo 0 (t) (para a rede com temporizacao em t), ety simula o término do

tempo de guarda da ficha pela transicao t.

G(t):Ol
1
CIOE l
] e®)=
0 (=0 l
}

Figura 0.10: Exemplo de transformacao de transicoes temporizadas.

A representacao usual de uma RPT é formalizada como uma transformacao, tal
que a rede se apresente com o tempo representado internamente aos lugares como um
ntimero de barras verticais (as fichas também sao colocadas internamente aos lugares).
Esta transformacao modifica a estrutura da RPT onde representa-se por uma barra
horizontal (com etiquetas z;) os datadores ou tempos de ocorréncia das transigoes e os

lugares por circulos com barras verticais e fichas.

Exemplo 22 Na Figura 0.11 € apresentada a representacao usualmente utilizada pa-
ra RPT, onde sdo colocados 0 (t) barras verticais definindo o tempo em que a ficha

permanece quardada.

Devido as temporizagoes nas transigoes, a dinamica das RPTs necessita de uma
descricao especifica, onde duas estruturas concorrentes com uma tnica transicao final
(que s6 se torna habilitada quando as fichas das duas estruturas chegam aos respectivos
lugares de entrada da transigao) representa situagoes que exigem sincronizagao. Esta

situagao determina um formalismo algébrico para descrever a sua dinamica.
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t barras
verticais

[

Figura 0.11: Representacao utilizada para GETs.

Descricao da Dinamica via Didides (max,+)

Situacoes como a de concorréncia entre sub-estruturas de uma RPT, em conjunto com
transicoes que exigem sincronizagao para que a transicao se torne habilitada, impoem
um tratamento especifico para descrever a evolucao dinamica da RPT.

Uma RPT que apresente condicoes como esta descrita anteriormente, exige que a
transicao final das estruturas concorrentes, sé se torne habilitada no maximo tempo
decorrido entre as duas estruturas. Em geral, situacoes de sincronizagao sao encontra-
das na evolucao da RPT, tal que o n-ésimo disparo de uma transicao t; é uma funcao
de disparos anteriores (n — i) de outras transi¢oes. Por exemplo, na Figura 0.12 é vista
uma RPT que apresenta esta situacao. Nela, pode-se ver que o lugar entre as transicoes
Ty e x3 é temporizado em 3 unidades de tempo, e o lugar entre as transicoes x; e x3,
em 2 unidades de tempo. O tempo necessario para o n-ésimo disparo da transicao
xg é dado por seu datador (representado por x3), o qual é maior ou igual ao tempo
maximo decorrido entre o datador x; (anterior a 3 em um disparo, que é definido
pela quantidade de fichas no lugar) somado com o tempo de liberagao da ficha que é 2
unidades de tempo e o datador xs (também anterior a x3, s6 que em 2 disparos, que é
definido pela quantidade de fichas no lugar) somado com o tempo de liberagao da ficha

que ¢ 3 unidades de tempo. Em outros termos

zz3(n) > max (1 (n—1)+2,29(n—2)+3),
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X
Figura 0.12: RPT.

que implica em dizer que o n-ésimo tempo 3 é o méximo entre o (n — 1)-ésimo tempo
x1 e o tempo de liberagao da ficha e o (n — 2)-ésimo tempo x5 e o tempo de liberagao
da ficha, nos respectivos lugares.

Com essa representacao, a funcao max e a fungao +, apresentam-se na descrigao da
evolugao dinamica da RPT. Esta formulagao pode ser escrita como um didide (max,+),

que gera uma equacao matricial nesta algebra.

Exemplo 23 Na Figura 0.13 encontra-se uma RPT, onde os circulos pretos dentro
dos lugares representam a marcacao inicial, e as barras representam os tempos associ-
ados para liberagao das fichas nos lugares. Os datadores das transi¢oes satisfazem as

sequintes desigqualdades:

(ug (n) + 3,25 (n—1))
(

1+us(n—1),1+z (n) (0.48)

(0.49)
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que matricialmente pode ser escrita como

z1(n € € € x1(n) € € € x1 (n-1) 3 € ()
zo(n) | = |1 € € zo(n) | ® | e € € Ty (n-1) | ® | € [ ' ]
ug (n-1)
x3 (n) e 1 ¢ x3 (n) € € 2 x3 (n-1) € €
T1 (Tl) T (Tl—l
y(n)Z[e € 3] x9 (n) EB[G e e} xg (n-1)
x3 (n) x3 (n-1)

que € um sistema da forma

"
S
V

Apx(n) @ Aix(n—1)®Byu(n) ®Bju(n—1)
y(n) > Cox(n)@Cix(n—1).

Figura 0.13: RPT para formulacao da equacao dinamica na élgebra (max,+).

Deve-se observar que o operador > é utilizado aqui, desde que na &lgebra (max, +)

ele coincide com >, isto é, Va,b € R.x, a = b= a > b. Por exemplo, 3 > 2= 3 > 2,
desde que max (3,2) = 3.
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Algebra (min,+)

A &lgebra (min, +) é o caso dual da dlgebra (max,+), na qual D = R, onde Ry,
denota o conjunto R U {+o0}. Para um didide (D, ®,®), com D = Ry, as operagoes
@ e ® sd@o: min (minimo) e + (soma), respectivamente. O elemento nulo é definido
como € = +00 e o elemento identidade é definido por e = 0.

Nesta algebra, +oo é utilizado como o elemento nulo da adigao, pois satisfaz:

Va e R,a®e=a® (+00) = min{a,+00} = a =min{+00,a} = (+00) Da = e D a.

(0.50)
Por outro lado, utiliza-se e = 0, como sendo o elemento identidade da multiplicacao,
pois satisfaz

VaeRa®e=a+0=a=0+a=e®a. (0.51)

Essa estrutura algébrica, é um didide comutativo, pois a propriedade da comutati-
vidade da multiplicacdo ® é satisfeita.
No contexto da dlgebra (min,+), o conjunto D pode ser definido sobre matrizes

quadradas de dimensao n, isto €,
D =R (0.52)

min

As propriedades do didide (min,+) s@o igualmente satisfeitas, quando se consideram
matrizes em RS

A &lgebra (min, +) pode ser utilizada de forma similar & dlgebra (max,+), tanto
para os automatos temporizados como para as RPTs. A diferenga é na formalizacao da
descrigao da evolugao dinamica. Enquanto na dlgebra (max, +) utilizam-se os datadores
x (n) para descrever a evolucao dinamica, na dlgebra (min, +) utilizam-se os contadores.
Os contadores z (t) descrevem o nimero de vezes que que uma transigao ocorre. Dessa

forma, a evolugao dinamica do sistema (RPT) descrita na algebra (max, +) no Exemplo

23 pode ser reescrita na algebra (min, +) como

21 (t) < min (uy (t—3), 29 (t) + 1)

2o (t) <min(l4wug (t—1),21 (t — 1))

x3 (t) <min (xy (t),22 (t —1),1 4+ 23 (t — 2))
y(t) <min (1 + 22 (t),z3(t —3)),

(0.53)
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que no didide R,;,, escreve-se

z1 () = uy (t—3) @ 1oy (2)

2y () = Tug (t = 1) @ wy (¢ — 1)

s(t) =@y (t) Dy (t—1) B las (t — 2)
y(t) = 1oy (t) ® s (t — 3).

(0.54)

8

desde que a ® b = min(a,b) ea®b =a+bea = bseesomente se a®b=asee

somente se a < b. Entao, pode-se escrever matricialmente como

x1 (t) e 1 € x1 (t) € € € xy (t-1
za(t) | = | € € € T (t) | @ e € € xo (t-1) | @
x3 (t) 1 € € x3(t) € € € xg (t-1)
€ € € x1 (t-2) e € [u1 (-3) ]
Sle € € 22 (t-2) | ® | e 1
U2 t—l)
€ € 1 x3 (1-2) € €
xq (1) xq (t-
y(n)Z[e 1 e} xo (1) @[ee e} xo (t-
x3 (t> 3 (-3

que é um sistema da forma

x(t) > Ax(t)DAx(t—1) P Axx(t—2)®Biu(t—1) @ Bsu(t —3)
y(n) > Cox(t) @ Csx(n—3).

Consideracoes sobre as Matrizes

Como um sistema modelado por um automato temporizado ou por uma RPT apresen-
tam matrizes especificas quando trabalhando com as algebras (max,+) ou (min, +),
caracteristicas proprias das matrizes podem ser calculadas para andlises dos sistemas
que estao modelados por estes paradigmas. Essas caracteristicas sao os valores proprios
(auto-valores e auto-vetores) e a periodicidade da matriz. Entretanto, a formalizagao
utilizada para esses cdlculos sao baseados na algebra especifica para o qual o modelo
dinédmico foi construido (élgebra (max, +) ou élgebra (min, +)). Com base nessas ca-

racteristicas das matrizes, podem-se calcular taxas de produgao (especificamente em
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sistemas de manufatura), mais geralmente, fazer anélises de desempenho do sistema;
analisar e sintetizar controladores (que realimentem o sistema por meio de atrasos
introduzidos em sua entrada de acordo com a saida) que realizem especificagoes de

comportamento definidas, entre outros.
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