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Ferramentas Básias
• Série de Fourier.
• Transformada de Fourier.
• Noções de Proessos Estoástios (média,variânia).
• O estudo de sistemas de omuniação pode serdividido em duas partes:1. omo os sistemas funionam → Ténias deFourier2. qual o desempenho deles na presença do ruído

→ Proessos Estoástios.
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Série de Fourier
• Sendo g(t) um sinal periódio (período T0)podemos esrever:

g(t) = a0 +

∞
∑

n=1

(an cosnω0t+ bn sinnω0t)om
a0 =

1

T0

∫ t1+T0

t1

g(t)dt,

an =
2

T0

∫ t1+T0

t1

g(t) cosnω0tdteg
bn =

2

T0

∫ t1+T0

t1

g(t) sinnω0tdt

• a0 é o termo independente e fornee a média dosinal.
• ω0 é a frequênia fundamental e nω0 são asharm�nias.
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Série de FourierExemplo: Trem de pulsos quadrados:

a0 =
1

T0

∫ T0/4

T0/4

dt = 1/2,

an =
2

T0

∫ T0/4

T0/4

cosnω0dt =
2

nπ
sin
(nπ

2

)

=















0 n par

2
πn

n = 1, 5, 9, 13, ...

− 2
πn

n = 3, 7, 11, 15, ...e
bn =

2

T0

∫ T0/4

−T0/4

sinntdt = 0Finalmente
g(t) =

1

2
+

2

π

(

cosω0t−
1

2
cos 3ω0t+

1

5
cos 5ω0t...

)
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Transformada de Fourier
g(t) =

1

2π

∫

∞

−∞

G(ω)ejωtdω (1)
G(ω) =

∫

∞

−∞

g(t)e−jωtdt (2)Simboliamente G(ω) = F [g(t)] e g(t) = F−1[G(ω)]ou g(t) ↔ G(ω).É um operador linear, isto é se g1(t) ↔ G1(ω) e
g2(t) ↔ G2(ω) então

ag1(t) + bg2(t) ↔ aG1(ω) + bG2(ω)Se g(t) é uma função real de t
•

| G(−ω) |=| G(ω) | é par
•

θg(−ω) = −θg(ω) é ímpar
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Transformada de FourierExemplo 1 Seja a função porta
Π(t) =







1 | t |< 1/2

0 | t |≥ 1/2Calule a transformada de Fourier de Π(t/τ)

Como
Π

(

t

τ

)

=







1
∣

∣

t
τ

∣

∣ < 1/2

0
∣

∣

t
τ

∣

∣ ≥ 1/2logo
F

[

Π

(

t

τ

)]

=

∫ τ/2

−τ/2

e−jωtdt = −
1

jω
[e−jωτ/2 − ejωτ/2]

=
1

jω
[ejωτ/2 − e−jωτ/2]

=
2

ω
sin(ωτ/2)

= τ
sin(ωτ/2)

ωτ/26



Fazendo
Sinc(x) =

sin πx

πx
(3)Tem-se:

Π(t/τ) ↔ τSinc(ωτ/2π).A função Sinc(x), tem um papel importante na Teoriade Comuniações e tem as seguintes araterístias:1. Sinc(x) é uma função par de x.2. Sinc(x) = 0 quando sin x = 0, ou seja,
x = ±π,±2±,±3π, ....3. Sinc(0) = 1
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Transformada de Fourier -Propriedades
Simetria ou DualidadeSe

g(t) ↔ G(ω)então
G(t) ↔ 2πg(−ω).Ex.:Seja g(t) = 1, nesse aso δ(t) ↔ 1 e

1 ↔ 2πδ(−ω) = 2πδ(ω).
EsalonamentoSe

g(t) ↔ G(ω)então para um valor a real e onstante
g(at) ↔

1

| a |
G
(ω

a

)

.Compressão no domínio do tempo implia emexpansão no domínio da frequênia e vie-versa.
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Desloamento no TempoSe
g(t) ↔ G(ω)então

g(t− t0) ↔ G(ω)e−jωt0 .Mostre que g(t− t0) + g(t+ t0) ↔ 2G(ω) cosωt0

Desloamento na FrequêniaSe
g(t) ↔ G(ω)então

g(t)ejω0t ↔ G(ω − ω0).

g(t) cosω0t =
1

2
[g(t)ejω0t + g(t)e−jω0t]usando a propriedade aima, segue

g(t) cosω0t↔
1

2
[G(ω + ω0) +G(ω − ω0)] (4)
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Difereniação e Integração no TempoSe g(t) ↔ G(ω) então
dg(t)

dt
↔ jωG(ω)e

∫ t

−∞

g(x)dx↔
G(ω)

jω
+ πG(0)δ(ω) (5)

Difereniação em FrequêniaSe g(t) ↔ G(ω) então
−jtg(t) ↔

d

dω
G(ω) (6)

Teorema da ConvoluçãoTeorema da onvolução no tempo e na frequênia, se
g1(t) ↔ G1(ω) e g2(t) ↔ G2(ω)então

g1(t) ∗ g2(t) ↔ G1(ω)G2(ω) onvolução no tempo (7)
g1(t)g2(t) ↔ G1(ω) ∗G2(ω) onvolução na frequênia(8)
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Exemplo 2 Convolução de uma função om umimpulso
g(t) ∗ δ(t) =

∫

∞

−∞

g(t)δ(t− x)dx = g(t)ou de outra forma g(t) ↔ G(ω) e δ(t) ↔ 1 donde
g(t) ∗ δ(t) = g(t).
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Transmissão sem DistorçãoAtravés de Sistemas Lineares
Uma transmissão é sem distorção se a entrada e asaída tem a mesma forma de onda:

r(t) = ks(t− td)sendo td um atraso que não altera a forma de onda dosinal transmitido.Pela propriedade do desloamento
R(ω) = kS(ω)e−ωtd = ke−jωtdS(ω) = H(ω)S(ω)logo

H(ω) = ke−jωtd .

• | H(ω) |= k: todas as omponentes de frequêniadevem sofrer a mesma atenuação ou ampli�ação.
• θH(ω) = −ωtd: a fase é proporional a ω, deforma que todas as omponentes de frequêniasofram o mesmo atraso td(cosω(t− td) = cos(ωt− ωtd)).
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Transmissão sem DistorçãoAtravés de Sistemas Lineares
Exemplo 3 Determinar a função de transferênia
H(ω) e desenhar | H(ω) | e θh(ω) de um iruito RCmostrado na Figura 14. Para transmistir semdistorção, que restição devemos impor na largura defaixa de g(t)? Qual é o atraso de transmissão? Ahe
y(t) quando g(t) = A cos 100t.
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Filtros Ideais
• Filtros são equipamentos que eliminamfrequênias de um sinal.
• Podem: passa-baixas (FPB), passa-altas (FPA),passa-faixa (FPF) ou rejeita-faixa (FRF).
• Módulo e a fase de um �ltro passa-baixas ideal:

• As frequênias abaixo 2πB passam sem distorçãoe todas as omponentes aima de 2πB sãosuprimidas.
• A função h(t) para o �ltro passa baixas ideal(resposta a um impulso unitário), é dada por
h(t) = F−1[H(ω)]

H(ω) = Π
( ω

4πB

)

e−jωtd
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sendo
Π
( ω

4πB

)

=







1 | ω |< 4πB/2

0 | ω |≥ 4πB/2logo h(t) = 2BSinc[2B(t− td)]:
t

2

h(t)

t d
−1

2Β/

2Β

• h(t) existe para t < 0: A resposta aparee antesda entrada ser apliada.
• Conluí-se que um �ltro ideal apesar de serdesejável não é �siamente realizável.
• Pode-se fazer ĥ = h(t)u(t) que é �siamenterealizável porque é ausal. Tal �ltro no entantonão é ideal e distore o sinal limitado em BHz.
• Aumentarmos a atraso td (teoriamente se
td → ∞) teríamos um �ltro ideal �realizável�. ĥ(t)pode ser uma réplia aproximada de h(t) exetopelo atraso. O �ltro resultante Ĥ(ω) é umaaproximação de H(ω).
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• Na prátia temos uma variedade de �ltros, porexemplo, os �ltros Butterworth são desritospelas funções de transferênia
| H(ω) |=

1
√

1 +
(

ω
2πB

)2nsendo n a ordem do �ltro.
ω

1

H(   )ω

2  Βπ

n=1

n=16
n=2n= 8

• | H(ω)| e a fase θh(ω) são interdependentes: paraum dado n pode ser que o módulo se aproxime dovalor ideal, mas a fase se afaste do valor ideal.

16



Filtros Digitais
• Sinais analógios também podem serproessados por meios digitais:

A/D
Analogico

Sinal Sinal

Digital
DSP

Sinal

Digital
Processado

A/D D/A
Sinal

Analogico
Processado

• Proessadores Digitais de Sinais (DSP, doinglês, Digital Signal Proessor).
• Vantagens do proessamento digital são:� pode ser ompartilhado;� em geral o usto é onsideravelmente maisbaixo;� a preisão dos �ltros digitais é dependenteapenas do tamanho da palavra proessada,dos intervalos de quantização e da taxa deamostragem;� �ltros de mais alta ordem são failementerealizáveis;� podem ser failemente modi�ados,alterando-se apenas o algoritmo.
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Exemplo: Filtros Digitais deReposta FinitaProduzem uma saída, y[n], que é uma somaponderada das entradas atuais e passadas, x[n],ou seja:
y[n] = b0x[n]+b1x[n−1]+b2x[n−2]+....+bqx[n−q]ou

y[n] =

q
∑

i=0

bix[n − i]sendo bi, i = 0, ..., q os oe�ientes quedeterminam o tipo do �ltro.Dado o omportamento esperado de um �ltro emfreqüênia, H(ω), pode-se alular a transformadade Fourier inversa e assim determinar osoe�iente do �ltro (bi).Exemplo onsidere um �ltro passa-baixas dadopor
H(ω) =







1 ω ≤ ωc

0 c.c.
(9)
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pode-se alular
bn =

1

2π

∫

∞

−∞

H(ω)ejnωdω =
1

2π

∫ ωc

−ωc

ejnωdω

=
1

2π

[

1

jn
ejnω

]ωc

−ωc

=
sin(nωc)

πn
(10)

Apesar da implementação do �ltro ideal om ouso de todos os oe�ientes ser impossível,pode-se trunar a quantidade de oe�ientesutilizado e obter uma aproximação do �ltro ideal.
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Transmissão om DistorçãoAtravés de Sistemas Lineares
• Distorções podem ser ausadas por araterístiasnão ideais de magnitude, fase ou ambas.
• Seja o pulso x(t) no intervalo de tempo (a, b).
• Se | H(ω) | não é onstante o espetro seráperturbado e a soma de todas as omponentes defrequênia pode não ser zero fora do intervalo

(a, b).
• O mesmo raioínio pode ser empregado parafase não ideal, θh(ω) 6= −ωtd. Esse espalhamentoé hamado de dispersão.
• Altamente indesejável nos sistemas demultiplexação no tempo omo o TDM (TimeDivision Multiplexing)pois provoa �rosstalk�.
• Nos sistemas de multiplexação em frequêniaomo o FDM (Frequeny Division Multiplexing),o sinal é distorido mas não afeta os anaisvizinhos. 20



Exemplo
Exemplo 4 Considere a função de transferênia deum anal dada por

h(ω) =







(1 + k cosTω)e−jωtd | ω |< 2πB

0 | ω |> 2πBque está representada na Figura 1, e que um pulso
x(t) om largura de banda limitada a BHz é apliadoa entrada desse anal, vamos analisar que sinal éobtido na saída.

h

ω

|H(   )|ω

ωθ  (   )= −    ωtd

−2Bπ 2Bπ

1+k

Figura 1:
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Equalização
• Em tese pode-se eliminar a distorção linear noreeptor pela apliação de um função de sejainversa a do anal.
• Esse proesso é onheido omo equalização.
• Sendo HC(ω) a resposta ao impulso do anal e
Heq(ω) a resposta ao impulso do equalizador se�zermos

HC(ω)Heq(ω) = Ke−jωtdsendo K e td onstantes tem-se o sinal reebidosem distorção.
• Um exemplo simples de equalizador são os �ltrostransversais
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Equalização
Entrada

∆ ∆

linha de atraso

c
1

c0−1cGanhos ajustaveis

++

Saida

Figura 2:O sinal de saída será dado por:
r(t) = c−1x(t) + c0x(t− ∆) + c1(t− 2∆)e

Heq(ω) = c−1 + c0e
−jω∆ + c1e

−jω2∆

= (c−1e
jω∆ + c0 + c1e

−jω∆)e−jω∆.(11)Que pode ser generalizada para um onjunto de
2M + 1 atrasos por

Heq(ω) =

(

m=M
∑

m=−M

cme
−jωm∆

)

e−jωM∆

a série de Fourier exponenial om período 1/∆.
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Exemplo 5 Sendo x(t) a entrada de um sistemalinear e y(t) = k1x(t− t1) + k2x(t− t2) sua saída,obtenha a expressão do equalizador baseado em linhasde atraso para ser oloado na saída do sistema paraque se obtenha uma transmissão sem distorção.Sendo y(t) = k1x(t− t1) + k2x(t− t2) então
Y (ω) = k1X(ω)e−jωt1 + k2X(ω)e−jωt2

= (k1e
−jωt1 + k2e

−jωt2)X(ω)de onde pode-se obter
H(ω) = k1e

−jωt1 + k2e
−jωt2 = k1e

−jωt1(1 + ke−jωt0)sendo k = k2/k1 e t0 = t2 − t1.Para obter uma transmissão sem distorção deve-se ter
Heq(ω) =

1

1 + ke−jωt0que pode ser esrito omo
Heq(ω) = 1 − ke−jωt0 + k2e−jω2t0onsiderando k2 << 1 e trunando a soma tem-se

Heq(ω) ≈ (ejωt0 + k + k2e−jωt0)e−jωt0de onde se obtém: c−1 = 1, c0 = k, c1 = k2 e ∆ = t0
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Canais não lineares
• Seja y(t) = f(x(t)), sendo f() uma função nãolinear. Usando a série de MLaurin:

r = a0 + a1x(t) + a2x(t)
2 + ...+ akx(t)

k + ...lambrando que
xk(t) ↔

(

1

2π

)k−1

X(ω) ∗X(ω)... ∗X(ω)donde
Y (ω) = 2πa0δ(ω)+

∑

k

ak

(2π)k−1
X(ω)∗X(ω)...∗X(ω)

• (k − 1) autoonvoluções vai aumentar a largurade faixa por um fator k.
• O sinal de saída terá omponentes de frequêniaque não existiam no sinal original.Exemplo 6 Um sinal m(t)cosωc(t) é transmitidoatravés um anal om a seguinte araterístia

y = a1x(t) + a2x
2(t) + a3x

3(t)sendo x(t) a entrada e y(t) a saída. Detemine o sinalreebido, desenhe o espetro e omente o resultadoobtido. 25



Distorção ausada pelo efeitodo multiperurso
• Multiperurso: um sinal transmitido hega noreeptor por diferentes perursos om atrasosdiferentes.
• Sejam dois perursos, um om ganho 1 e atraso
td e outro om ganho α e atraso td + ∆t

+

atraso td

α d ∆atraso t   + T

Transmitido
Sinal

Recebido

Sinal

As funções de transferênia para ada aminho sãorespetivamente
H1(ω) = e−jωtd e H2(ω) = αe−jω(t+∆t),donde se obtém

H(ω) = H1(ω) +H2(ω)

= e−jωtd + αe−jω(td+∆t)

= e−jωtd(1 + αe−jω∆t)

= e−jωtd(1 + α cosω∆t− j sinω∆t) (12)
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| H(ω) | =
√

(1 + α cosω∆t)2 + α2 sin2 ω∆t

=
√

1 + 2α cosω∆t+ α2 cos2 ω∆t+ α sin2 ω∆t

=
√

1 + α2 + 2α cosω∆t (13)
θh(ω) = −(ωtd + tan−1 α sinω∆t

1 + α cosω∆t
) (14)

h

ω

ωθ  (   )

ω|H(   )|

• Multiperurso pode ser ombatido omequalizadores.
• A função de transferênia do anal varia de formaaleatória, este fen�meno é onheido omodesvaneimento (em inglês fading).
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Modulação
• Banda básia: faixa de frequênias de um sinalque é produzida por uma fonte ou um transdutor.Exemplo: 20kHz para a voz (maior parte daenergia está entre 0 e 3,4kHz).
• Sinal banda básia é mais difíeis de transmitir enão fazem uso e�iente do espetro de frequêniasdisponível.
• Modulação: desloamento das omponentes defrequênias de um sinal para outra faixa defrequênias.� portadora: normalmente é uma onda senoidalom uma determinada frequênia ωc que temalguma de suas araterístias (amplitude,frequênia, fase ou um ombinaçao deles) deaordo om o sinal em banda básia.
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Modulação em Amplitude omBanda Lateral Dupla
• Sejam s(t) = Ac cos(ωct+ θc) e m(t) um sinalmensagem em banda básia.
• Fazendo ωc e θc são onstantes e Ac diretamenteproporional a m(t) temos a modulação emamplitude.
• A portadora modulada será

m(t) cos(ωct) (15)
• Pelas propriedades da transformada de Fourier:Se m(t) ↔ M(ω)

m(t) cos(ωct) ↔
1

2
[M(ω + ωc) +M(ω − ωc)]

29



t

g(t)

ω

ωG(   )

ωωω− 0 0

t

ω0g(t)cos      t

A/2

A

Se m(t) é limitado em BHz, o sinal modulado oupa
2BHz e é omposto de duas partes:
• Banda lateral superior (USB ou BLS) e
• Banda lateral inferior (LSD ou BLI),Por esse motivo, esse equema é dito ser umaModulação em Amplitude om Banda Lateral Dupla eom Portadora Suprimida, DSB-SC(double-sideband-supressed-arrier).
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Modulação em Amplitude omBanda Lateral Dupla
• Para reuperar o sinal m(t) a partir do sinalmodulado preisamos reonduzir o espetro de
m(t) para a sua posição original, esse proesso éhamado de demodulação e é realizado daseguinte forma:
m(t) cosωct cosωct = m(t) cos2 ωct

=
1

2
[m(t) +m(t) cos 2ωct]

• Em frequênia
1

2
M(ω) +

1

4
[M(ω − 2ωc) +M(ω + 2ωc)]

• Em seguida utiliza-se um �ltro passa-baixas,obtendo 1
2
M(ω)
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X

ω− c

LPF

m(t)cos      tω m(t)/2c m(t)cos      tωc

ωc

2

cos      t

2ω
c

2ω

filtrro

• Deteção sínrona ou deteção oerente: usa-seuma portadora loal om a mesma frequênia(fase) da que foi usada pelo transmissor parademodulação.
• No reeptor é preiso gerar uma portadora emperfeito sinronismo om a que foi usada pelotransmissor.
• ωc ≥ 2πB para evitar a sobreposição de
M(ω + ωc) e M(ω − ωc), pois se ωc < 2πB ademodulação é impossível.

• Na prátia ωc

2πB
>> 1.

32



Modulação AM om portadora
• Na demodulação de sinais AM-DSB-SC aportadora cos(ωct+ φ) deve ser gerada noreeptor.
• Isso se justi�a em omuniações ponto-a-ponto:o usto de implementação do reeptor pode sermais alto do que em omuniações multiponto.
• Nesse último aso, os reeptores devem sersimples e portanto deve-se prourar uma formade evitar a geração da portadora loalmente.
• Pode-se enviar a portadora junto om o sinaltransmitido, nesse aso tem-se a modulaçãoAM-DSB, ujo sinal a ser enviado é dado por

ψAM (t) = A cosωct+m(t) cosωct

= [A+m(t)] cosωct.

• O espetro de ψAM (t) é:
1

2
[M(ω + ωc) +M(ω + ωc)] + πA[δ(ω + ωc) + δ(ω + ωc)]
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• Na Figura abaixo o sinal E(t) = A+m(t) éhamado de envelope (ou envoltória) dos sinal
E(t) cosωct, podemos notar que se A+m(t) > 0para todo t podemos reuperar m(t) a partir de
φAM pela deteção do sua envoltória.

m(t)

t

t
A

A + m(t) < 0

t

A + m(t) > 0

A

E(t) E(t)

• A ondição para deteção é então A+m(t) > 0para todo t ou A ≥ −m(t)min.
• De�ne-se o ínidie de modulação omo

µ =
−m(t)min

A
.
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Donde tem-se as seguintes situações� µ ≤ 1 - submodulação, é ondição neessáriapara demodularmos por deteção deenvoltória;� µ > 1 - sobremodulação, a deteção deenvoltória não mais funiona e preisamosusar demodulação sínrona.
• Exemplo 7 Desenhe sAM (t) para índies demodulação µ = 0, 5 e µ = 1 quando
m(t) = B cosωmt.

A

A/2

−A/2

µ=0,5 µ=1
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Potênia da Portadora e daBanda Lateral
• Na modulação AM a portadora não transportainformação.
• A potênia usada no envio dessa parte do sinalAM inúntil, em termos de informação.
• E�iênia: relação entre a potênia utilizada paratransportar a mensagem (útil em termos de enviode informações) e a potênia total:

sAM (t) = A cosωct+m(t) cosωcta potênia da portadora (A cosωct) será dada por
Pc =

A2

2e a potênia das bandas laterais (m(t) cosωct)será
PBL =

1

2
m2(t).sendo m2(t) o valor médio quadrátio de m(t),
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logo a potênia total do sinal AM é dada por
Pt = Pc + PBL =

1

2

[

A2 +m2(t)
]

.e a e�iênia será
η =

PBL

Pt
× 100% =

m2(t)

A2 +m2(t)
× 100%.

• Quando m(t) = B cosωm(t) (modulação em tom)e fazendo b = µA, tem-se
m(t) = µA cosωm(t) e m2(t) =

µ2A2

2
=

(µA)2

2logo
η =

(µA)2/2

A2 + (µA)2/2
× 100% =

µ2

2 + µ2
× 100%.

• Na modulação em tom, ηMAX oorre quando
µ = 1, e nesse aso tem-se

ηMAX =
1

3
× 100% ≈ 33%Isto signi�a que nas melhores ondições, quandoainda é possível usar demodulação oerente,apenas 1/3 da potênia é usada para transportarinformação.

• Sinais de voz: apenas 25%.
37



Geração de Sinais AM
• Forma direta: multipliar m(t) por cosωct.
• Essa operação deve ser feita por mutipliadoresanalógios que por sua vez devem ser mantidosna região linear, o que nem sempre é possível ousó pode ser reduzido a um usto muito alto.
• Pode-se usar moduladores não lineares, quepodem ser obtidos usando omponentes nãolineares omo diodos e transistores.
• Ex.: Na �gura abaixo tem-se um esquema demodulação AM que usa dois elementos nãolineares (ENL).

−+

ENL

ENL

Σ

Σ

4bm(t)cos    tωc

1x (t) y (t)1

Σ
+

z(t)
FPB
ωc

m(t)

−

y (t)
2ωccos    t

x (t)
2

−

Tem-se que
y(t) = ax(t) + bx2(t)
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sendo x(t) e y(t) a entrada e saída respetivamente doelemento não linear. A saída z(t) será dada por
z(t) = y1(t)−y2(t) = [ax1(t)+bx

2
1(t)]−[ax2(t)+bx

2
2(t)]substituindo x1(t) = cosωc(t) +m(t) e

x2(t) = cosωct−m(t) tem-se
z(t) = 2am(t) + 4bm(t) cosωcto espetro de m(t) é entrado na orígem e o de

m(t) cosωct é entrado em ±ωc, logo quando z(t)passa por um �ltro passa-faixas entrado em ωcobtém-se o sinal AM-DSB-SC 4bm(t) cosωct.Nos moduladores haveados faz-se a multipliação de
m(t) por um sinal periódio qualquer que tenhafrequênia fundamental ωc.Um sinal periódio om frequênia fundamental ωctem série trigonométria de Fourier dada por

φ(t) =

∞
∑

n=0

Cn cos(nωct+ θn)e portanto tem-se
m(t)φ(t) =

∞
∑

n=0

Cnm(t) cos(nωct+ θn)
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O espetro de frequênias da m(t)φ(t) é o espetro
M(ω) desloado em ±ωc, ±2ωc,...,±nωc. Se esse sinalé passado por um �ltro passa-faixas de largura 2BHzentrado em ωc então obtém-se o sinal DSB-SC
c1m(t) cos(ωct).Como exemplo, seja um trem de pulsos quadrados
w(t) =

1

2
+

2

π

(

cosωct−
1

3
cos 3ωct+

1

5
cos 5ωct− ...

)

multipliando m(t) por w(t) tem-se
m(t)w(t) =

m(t)

2
+

2

π

(

m(t) cosωct−
m(t)

3
cos 3ωct

+
m(t)

5
cos 5ωct− ...

)

que onsiste em um número in�nito de sinaismodulados nas frequêias ωc, 3ωc, 5ωc,.... Mais umavez, usando um �ltro passa faixas entrado em ωcreupera-se o sinal DSB-SC 2
π
m(t) cosωct.
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t

m(t)

ω

ωM(   )

t

w(t)

ωωω− c c

Filtro
Passa Faixa

t

t

ωcm(t)cos    tπ
2

Uma partiularidade interessante desse tipo demodulador é que a operação m(t)w(t) onsiste emhavear m(t) segundo o sinal w(t) depois passar oresultado por um �ltro passa-faixas

41



Demodulação de SinaisAM-DSB
Apliando um sinal AM-DSB a um iruito om umdiodo e um resistor, a parte negativa do sinal AM ésuprimida e a saída no resistor será uma versão demeia onda reti�ada do sinal AM, que onsisteessenialmente em multipliar o sinal de entrada por
w(t), ou seja
vR = {[a+m(t)] cosωct}w(t)

= {[a+m(t)] cosωct}

[

1

2
+

2

π
(cosωct (16)

−
1

3
cos 3ωct+

1

5
cosωct− ...

)]

=
1

π
[A+m(t)] + termos em frequencias altas
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ωc

ωc

ωc[A + m(t)]cos    t

[A + m(t)]cos    t Baixas
Passa
Filtro

C

R m(t)
π

[A + m(t)]

Quando vR é apliado a um �ltro passa-baixas omfrequêia de orte em BHz, a saída será [A+m(t)]/π.O termo DC A/π pode ser removido por um apaitorproduzindo o sinal m(t)/π.
Detetor de Envoltória: A saída do detetor segueo envelope do sinal modulado. No ilo positivo dosinal AM o diodo onduz e arrega o apaitor om ovalor mínimo do sinal de entrada, no ilo negativo odiodo para de onduzir e o apaitor desarregaatravés do resistor R, o proesso se repete e a saída
vc(t) aompanhará o envelope da entrada a menos deuma ondulação.
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Sinal AM
C R v  (t)c

Envoltoria

Como RC é a onstante de tempo que reje odeaimento do sinal durante o ilo de entradanegativo, quanto maior esse valor menor será odeaimento.
Envelope

Discarga capacitor
E(1 − t/RC)

E
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Qual o valor ideal para a onstante de tempo RC ?
vc = Ee−t/RC , aproximado por vc = E

(

1 −
t

RC

)

e o deaimento de disarga será −E/RC. Para que oapaitor siga E(t), o valor da queda determinado por
RC deve ser muito maior que o deaimento doenvelope E(t), ou seja

∣

∣

∣

∣

dvc

dt

∣

∣

∣

∣

=
E

RC
≥

∣

∣

∣

∣

dE

dt

∣

∣

∣

∣

(17)No aso da modulação em tom (m(t) cosωmt) tem-se
E(t) = A[1 + µ cosωmt],

dE

dt
= −µAωm sinωmt, e

A(1 + µ cosωmt)

RC
≥ µAωm sinωmt, ou

RC ≤
1 + µ cosωmt

µωm sinωmtO pior aso oorre quando o lado direito da equaçãoaima se torna o mínimo, e isto é atingido quando
cosωmt = −µ e neste aso obtém-se

RC ≤
1

ωm

(

√

1 − µ2

µ

) (18)
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Banda Lateral Únia
• Sinais AM-DSB transmistem tanto a BandaLateral Inferior (BLI) quanto a Banda LateralSuperior (BLS).
• Cada uma dessas bandas ontêm a informaçãoompleta sobre a mensagem.
• Pode-se reuperar o sinal original usando somenteuma dessas bandas.
• Nesse aso tem-se a modulação (SSB, do inglêsSingle Side Band)
• Os sinais SSB podem ser demoduladosoerentemente
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Figura 3: Pré-envoltória de um sinal.
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Observe e Figura 3, então M+(ω) = M(ω)u(ω) e
M−(ω) = M(ω)u(−ω) sendo u(t) a função degrau:

m+(t) ↔M+(ω)e
m−(t) ↔M−(ω)e m+(t) é de�nida omo a pré-envoltória de m(t).Os módulos |M+(ω) | e |M−(ω) | não são funçõespares, logo m+(t) e m−(t) são funções omplexas.Como M+(ω) e M−(ω) são onjugadas, então m+(t) e

m−(t) também o são, e omo m(t) = m+(t) +m−(t)temos:
m+(t) =

1

2
[m(t) + jmh(t)]e

m−(t) =
1

2
[m(t) − jmh(t)] (19)preisamos determinar mh(t). Como temos que

M+(ω) = M(ω)u(ω) =
1

2
M(ω)[1 + sgn(ω)]

M+(ω) =
1

2
M(ω) +

1

2
M(ω)sgn(ω)
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assim,
m(t) ↔M(ω)

m+(ω) ↔M+(ω)e
m+(t) =

1

2
m(t)+ j

1

2
mh(t) ↔

1

2
M(ω)+

1

2
M(ω)sgn(ω)em onsequênia

1

2
jmh(t) ↔

1

2
M(ω)sgn(ω)ou

jmh(t) ↔M(ω)sgn(ω)e multipliando por −j tem-se
mh(t) ↔ −jM(ω)sgn(ω) = Mh(ω) (20)temos que

j

πt
↔ sgn(ω)e lembrando que

g1(t) ∗ g2(t) ↔ G1(ω)G2(ω),
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então
mh(t) = −jm(t) ∗

1

πt
= m(t) ∗

1

πt

=

∫

∞

∞

m(α)
1

π(t− α)
dα

mh(t) =
1

π

∫

∞

−∞

m(α)

t− α
dα (21)

mh(t) é hamada de Transformada de Hilbert de
m(t).Temos que Mh(ω) = −jsgn(ω)M(ω) = H(ω)M(ω),ou seja se passarmos m(t) por um sistema om funçãode tranferênia H(ω) = −jsgn(ω) obtemos na saída
mh(t).

H(ω) = −jsgn(ω)







−j = e−jπ/2 ω > 0

j = ejπ/2 ω < 0
(22)

Segue que | H(ω) |= 1 e
Θh(ω) =







−π/2 ω > 0

π/2 ω < 0
(23)

Se atrasarmos todas as omponentes de m(t) por π/2
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obtemos mh(t).Podemos agora expressar um sinal SSB omo
ΦBLS(ω) = M+(ω − ωc) +M−(ω + ωc)que no domínio do tempo torna-se
φBLS(t) = m+(t)ejωc +m−(t)e−jωc

=
1

2
[m(t) + jmh(t)]ejωt

+
1

2
[m(t) − jmh(t)]ejω)ct

= m(t)
1

2
(ejωct + e−jωct)

+ mh(t)
j

2
(ejωct − e−jωct) (24)

= m(t) cosωct−mh(t) sinωct (25)Seguindo o mesmo proedimento aima obtém-se
φBLI omo

φBLI(t) = m(t) cosωct+mh(t) sinωct. (26)Exemplo 8 Seja m(t) cosωmt (modulação em tom),determine o sinal φBLS(t).
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Geração de Sinais SSB
Dois métodos geralmente são usados:1. �ltros �a�ados� pra eliminar a banda lateralindesejada, ou2. desloamento em frequênia para obter o mesmoresultado.O primeiro aso é o método mais omum, nele o sinalDSB-SC passa por um �ltro �a�ado� de modo asuprimir a banda lateral indesejada.Para obter o sinal BLS, o �ltro deve ortar todas asomponentes abaixo de ωc e deixar passar as queestão aima.O problema é que tal �ltro é irrealizável, portantodeve haver alguma separação entre a faixa depassagem do sinal e onde deve ser ortado, omo estáilustrado na Figura 4.
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c−ω c+ω

SSB

Filtro

Figura 4: Filtragem para obter sinais SSB.Para que se obtenha um orte onsiderado bom, abanda lateral indesejada deve ser atenuada em até 40dB.Porém se a frequênia da portadora é muito alta (p.ex.10MHz) um intervalo de 660Hz é muito pequeno epode onstituir num problema. A solução é realizar amodulação em mais de um passo, da seguinte forma:1. Gerar um sinal DSB-SC om portadora de baixafrequênia de modo que seja a �ltragem seja fáil,omo esté representado na Figura 5.2. O sinal resultante é então modulado para umafrequênia alta ωc2 e então novamente �ltrado,pois o intervalo agora é 2ω − c, onforme estáilustrado na Figura 6.
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ωc1

ωc1

−ωc1

−ωc1

ωc1

Filtro

2Figura 5: Primeiro passo para gerar o sinal SSB.Se a portadora fc for muito alta o proesso aimapode ser repetido.
ωc1

−ωc2 ωc2

2

Filtro

Figura 6: Segundo passo para gerar o sinal SSB.
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Desloamento de FaseA equação
φSSB(t) = m(t) cosωct∓mh(t) sinωcté a base para esse método. Esquematiamenterepresentado na Figura 7.

Modulador

DSB−SC

-   /2π

ωccos     t

ωcsen     t

Modulador

DSB−SC
-   /2π

ωc

ωc

m  (t)h

m(t)

m(t)cos     t

hm  (t)sin     t

Σ

+

+

Sinal SSB

Figura 7:Os bloos −π/2 desloam a fase de π/2, ou seja,realizam a transformada de Hilbert do sinal deentrada. Vale salientar que desloadores de fase ideiasnão são realizáveis e, na prátia, são muito difíeis deimplementar.
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Demodulação de Sinais SSB-SCOs sinais SSB-SC podem ser oerentementedetetados, vejamos
φSSB(t) = m(t) cosωct∓mh(t) sinωctmultipliando por cosωct temos

φSSB(t) cosωct =
1

2
m(t)[1 + cos(2ωct]

∓
1

2
mh(t) sin 2ωct

=
1

2
m(t) +

1

2
[m(t) cos 2ωct

∓ mh(t) sin 2ωct] (27)o segundo termo da soma aima é suprimido pelo�ltro passa baixas, sobrando apenas a mensagem
m(t). Portanto, o demodulador é idêntio ao que jávimos para os sinais DSB-SC.Sinais SSB om portadoraTal sinal pode ser expresso omo:
φ(t) = A cosωct+ φSSB(t)

φ(t) = A cosωct+ [m(t) cosωct±mh(t) sinωct])Este sinal pode ser reuperado por deteção de
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envoltória, desde que A >>| m(t) |, vejamos:
φ(t) = [A+m(t)] cosωct+mh(t) sinωct

= E(t) cosωc(t+ θ) (28)sendo
E(t) = {[A+m(t)]2 +m2

h(t)}1/2

= [A2 + 2Am(t) +m2(t) +m2
h(t)]1/2

= {A2[1 +
2m(t)

A
+
m2(t)

A2
+
m2

h

A2
]}1/2

= A[1 +
2m(t)

A
+
m2

A2
+
m2

h

A2
]1/2 (29)Se A >>| m(t) | em geral A >>| mh(t) |, assim ostermos

m2(t)

A
e
m2

h(t)

A2são ignorados e
E(t) = A

[

1 +
2m(t)

A

]1/2

temos que (1 + x)n ≈ 1 + nx quando | x |<< 1 e omo
A >> m(t) tem-se que m(t)/A << 1 donde

E(t) ≈ A

[

1 +
1

2

2m(t)

A

]

= A+m(t)
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A ondição para deteção por envoltória de sinais AMé que A ≥ −mmin(t), para sinais SSB om portadoraé que A >> m(t) e isto implia dizer que em termosde potênia os sinais SSB om portadora são menose�ientes que os sinais AM.Modulação em Amplitude em Quadratura(QAM)O sinais DSB tem largura de faixa duas vezes maioresque sinais SSB. Isto pode ser superado se em vez deenviarmos um sinal DSB, enviarmos dois sinais DSBom a mesma frequênia mas usando portadoras emquadratura de fase.
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Figura 8: Multiplexação em quadratura de ampli-tude.Ambos os sinais modulados oupam a mesma faixa e58



os dois sinais podem ser separados no reeptor pordeteção sínrona, usando portadoras loais emquadratura.Vejamos:
x1(t) = x(t)2 cosωct

= [m1(t) cosωct+m2(t) sinωc(t)]2 cosωct

= m1(t) +m1(t) cos 2ωct+m2(t) cosωct(30)o segundo termo após a iguldade na equação aima éeliminado pelo �ltro passa baixas.De forma similar podemos analisar o outro anal.Este esquema é hamado de modulação emamplitude em quadratura QAM (do inglês emQuadrature Amplitude Modulation) ou multiplexaçãoem quadratura.QAM tem problemas, erro de fase entre as portadorano demodulador ausa a perda do sinal e tambéminterferênia entre os dois anais. Da mesma forma seas frequênias são diferentes.Já SSB em dois anais adjaentes, um erro de fase nasportadoras ausa distorção em ada anal mas nãointerferênia. 59



Multiplexação em quadratura é usada em televisãoem ores para multiplexar os sinais de rominânia.QAM é usado também em transmissão digital. Vamosver uma apliação sobre linhas telef�nias.Sabemos que para transmitir pulsos em banda básiaa uma faixa de 2400bits/s nessitamos um mínimo de1200Hz de banda. Na prátia a largura de faixaneessária é de�nida (usando 1 primeiro ritério deNyquist) omo
(1 + r)1200 sendo 0 ≤ r ≤ 1o parâmetro r é hamado de �roll-o�� e determina aporentagem a mais de faixa usada além da faixamínima neessária.No nosso exemplo usaremos 12,5% de �roll-of� ou

r = 0, 125 e assim (1 + 0, 1225)1200 = 1235Hz delargura de banda para o sinal em banda básia.Modulação dobra a largura de faixa para 2700Hz, ouseja, preisamos dessa largura de faixa para transmitir2400bps de dados.Uso de QAM dobra a taxa om a mesma largura defaixa. Ao invés de transmitirmos um sinal m(t) PSKpodemos enviar dois sinais m1(t) e m2(t) PSK em60



qudratura de fase. Por esta razão este métodotambém é hamado de PSK em quadratura ou QPSK.Podemos aumentar ainda mais a taxa de transmissãousando QAM M -ário. Um aso prátio om M = 16usa 16 pulsos om o formato dado por
pi = aip(t) cosωct+ bip(t) cosωct

= rip(t) cos(ωct+ θi) i = 1, 2, ..., 16 (31)sendo p(t) o formato do pulso. Os valores de ri e θi(ai e bi) são esolhidos omo está representado naFigura 9.

a

b

i

i

xi

θ i

Figura 9: Consetalação de Sinais 16 QAM.
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Como temos 16 sinais ⇒ log2 16 = 4 digitos binários eada pulso pi transmite 4 bits, logo podemostransmitir a uma taxa de 4 × 2400 = 9600bps.Os sinais m1(t) = aip(t) e m2(t) = bip(t) são os sinaisque entram no modulador (QAM). As sa¿as dodemodulador ser¿ aip(t) e bip(t), e desse modo, dadoo par (ai, bi) sabemos qual ombina¿o dos 4bits foitransmitida.Na transmissão pela linha telef�nia, neesitamos emada ponto terminal um modulador e umdemodulador para transmitir e reeber os dados. Otransmissor e o reeptor (modulador e demodulador)está geralmente num únio equipamento hamado demodem.Banda Lateral Vestigial (VSB)Como já foi visto se um sinal não tem nível DC nulo éextremamente difíil gerar sinais SSB. Um sistemaVSB (do inglês Vestigial Size Band) é umompromisso entre os sistemas DSB-SC e SSB. SinaisDSB-SC são mais fáeis de gerar que SSB, masoupam duas vezes mais faixa de frequênia.Sinais VSB são relativamente fáeis de gerar e oupam
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uma faixa 25% maior, tipiamente, que sinais SSB.No VSB, ao invés de rejeitarmos ompletamente umadas bandas laterais, um orte gradual é realizado emuma das bandas omo está ilustrado na Figura 10.
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Figura 10: Espetro de sinais DSB, SSB e VSB.O sinal banda básia pode ser reuperado pordeteção sínrona em onjunto om um �ltroequalizador H0(ω). Se usarmos uma portadorapodemos usar detetores de envoltória para reuperar
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o sinal enviado.Na Figura 11 estão representados o transmissor e oreeptor VSB e na Figura 12 estão representadass asaraterístias dos �ltros Hi(ω).
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Figura 11: Transmissor e Reeptor VSB.
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Figura 12: Caraterístia dos �ltros Hi(ω) paraVSB.A partir do sinal DSB temos
φDSB(ω) = [M(ω + ωc) +M(ω − ωc)]Hi(ω)sendo Hi(ω) um �ltro failmente realizável, ujaarater¿tia está representado na Figura 12.
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Desejamos que m(t) seja reuperado usandodemodulação sínrona e omo
e(t) = 2φV SB(t) cosωct⇔ ΦV SB(ω+ωc)+ΦV SB(ω−ωc)passando pelo �ltro equalizador H0(ω) tem-se

M(ω) = [ΦV SB(ω + ωc) + ΦV SB(ω − ωc)]H0(ω)substituindo ΦV SB , obtemos:
M(ω) = {[M(ω + 2ωc) +M(ω)]hi(ω + ωc)

+ [M(ω) +M(ω − 2ωc)]Hi(ω − ωc)}H0(ω)(32)
H0(ω) é um �ltro passa-baixas de modo que asomponentes em ±2ωc são eliminadas e então tem-se

M(ω) = M(ω)[Hi(ω + ωc) +Hi(ω − ωc)]H0(ω)donde
H0(ω) =

1

Hi(ω + ωc) +Hi(ω − ωc)
| ω |≤ 2πBObserve que Hi(ω) ¿um �ltro passa-faixa xentradoem ωc, de modo que Hi(ω ± ωc) ont¿ omponentesem frequ¿ias baixas.Exemplo 9 A frequênia da portadora de um erto
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sinal VSB é fc = 20KHz o sinal em banda básia temlargura de faixa de 6KHz. O �ltro Hi(ω) ortagradualmente até 2KHz a banda lateral inferior, omoestá representado na Figura ??. Determine H0(ω)para uma reepção sem distorçãoDeteção por Envoltória de Sinais VSB+CPodemos provar que os sinais VSB+C podemdemodulados por envoltória de forma similar omo foifeito para sinais SSB+C.Vimos que SSB+C neessita de uma portadora muitomaior que os sinais DSB+C (AM). Como os sinaisVSB está numa lasse entre esse dois sinais, aportadora não é tão grande omo no aso do SSB+Cmas é maior que no aso de AM.Uso do VSB em Sinais de Televisão (PorDifusão)O sinal de TV oupa uma largura defaixa de 4,5MHzem banda básia. Usando a modulação DSB, alargura de faixa neessária para transmitir esse sinalseria de 9MHz. Pode-se então pensar em usar SSBpara transmitir esses sinais e assim usar uma faixa de4,5Mhz, entretanto os sinais de TV tem potênias
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altas nas baixas frequênias, o que tornaria quaseimpossível suprimir uma das bandas laterais om�ltros.Além dos fatos já itados, omo o sistema de TV épor difusão é interesante termos reeptores maissimples, usando deteção de envoltória. Mais uma vezpode-se ogitar o uso de (SSB+C) porém om estaesolha muita potênia seria usada na portadora.O uso de VSB+C é um ompromisso entre ossistemas DSB+C e SSB+C. O espetro resultante dosinal é de 6MHz.Linearidade de Modulação em AmplitudeTodos os tipos de modulação em amplitude satisfazemo prinípio de superposição (exluindo a portadora),ou seja, se m1(t) e m2(t) são sinais modulantes queproduzem os sinais modulados φ1(t) e φ2(t) então
k1m1(t) + k2m2(t)produz
k1φ1(t) + k2φ2(t)Isto é interessante pois qualquer sinal (real) pode serexpresso omo uma soma de senóides.
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Multiplexação por Divisão em Frequênias(FDM)Vários sinais ompartilham a faixa de passagem doanal e as várias portadoras são separadasadequadamente para evittar sobreposição deespetros. Estas portadoras são hamadas desubportadoras. Um exemplo de FDM om trêssuportadora está representado na Figura ??.
ωc3ωc2ωc1

Banda de Guarda
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Reeptor AM Superheterodino
Ampl. RF
FPF (    )ωc

Conversor
de 

Frequência

Ampl. IF

FPF(     )ωIF Envoltória
de

Detetor Ampl
Áudio

ω   + ωc IF

ω[A+m(t)]cos     tc
[A+m(t)]cos      tωIF

• Consiste de uma seção de RF em onversor defrequênia, um apli�ador de IF, um detetor deenvoltória e um ampli�ador de áudio.
• A seção de RF é um �ltro sintonizável e umampli�ador que sintoniza na estação desejada.
• O onversor de frequênias onverte ωc para umafrequênia IF de 455KHz. Para onseguir isto, oosilador loal é exatamente 455KHz aima daportadora

F01 = fc + 455KHz = fc + fIFToda seletividade é realizada pratiamente na seçãode RF, que também ampli�a o sinal pra o detetor
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de envoltória. A prinipal função da seção de RF é asupressão da frequênia imagem. Por exemplo, se
fc = 1000KHz e f10 = 1455KHz mas f ′ = 1455KHze f10 = 1910KHz também é aptada em 455KHz pois
| f ′ − f10 |= 455KHz a estação imagem da estaçãode 1000KHz.Estações a 910KHz = 2fIF são estações imagem eapareem simultânemante na saída de IF.A seção de RF fornee uma baixa seletividade paraestações adjaentes mas alta seletividade paraestações separadas por 910KHz.O reeptor que estamos analisando onverte afrequênia da portadora para uma frequênia IFusando um osilador loal de frequênia fIO maiorque a da portadora (onversão para ima) e por isso oreeptor é hamado de super-heterodino.Este prinípio doi introduzido pr E. H. Armstrong e éusado em reeptores AM, FM e em televisores. Arazão para ser usar a onversão para ima e não parabaixo é que é mais fáil projetar os osiladores.A faixa de frequênias do AM omerial é de 550 a1600KHz. A onversão para ima de 1005 a 2055kHz

70



razão de 2,045 e para baixo de 95 a 1145Khz razão de12,05. Canais de 10KHz de largura de faixa e asmensagens na faixa de 4 a 4KHz. Cada anal éseparado por uma banda de guarda de 30KHz.
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