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Definicoes

@ A transformada Z é o equivalente da transformada de Laplace para
sistemas discretos

e A transformada Z de um sinal x[n] é definida por:

[e.e]

X[zl = ) x[nz7"

n=—0o0

o A transformada Z inversa de X|[z| é dada por:
x[n] = 1 j{X[z]z"ldz
- 27

o Essa integral é uma integral de contorno na direcdo anti-horaria em um
caminho fechado no plano complexo

Edmar J Nascimento (Univasf) Sinais April 23, 2021 2/20



Definicoes

@ Simbolicamente, o par de transformadas é representado por:
X[zl = Z{x[nl}, x[nl=2""{X[]}
@ Combinando-se estas expressoes, tem-se que:
ZHZ{XM} = xnl, 2{Z27H{X[2}} = X[Z]
@ Uma representacdo bastante comum é dada por:

x[n] <= X][z]

Edmar J Nascimento (Univasf) Sinais April 23, 2021 3/20



Definicoes

@ A transformada Z também é uma operacdo linear, ou seja, se
xi[n] <= Xi[z], x[n] = X:[Z]
e Entao
aixi[n] + axxe[n] <= a1 Xi[z] + a2 Xz[Z]

@ z é uma varidvel complexa e a transformada pode n3o existir para
todos os valores de z

e Regido de Convergéncia (RDC) é o nome da regido do plano complexo
para a qual a transformada Z existe
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-
Regido de Convergéncia

@ A regido de convergéncia é importante para a determinacao da
transformada Z inversa

@ Dois sinais diferentes podem ter a mesma transformada, mas com
RDCs diferentes

@ Assim como foi feito para a transformada de Laplace inversa, o
procedimento usual para se determinar a transformada Z inversa é
utilizar uma tabela com os pares de transformadas mais comuns
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Transformada Z Unilateral

@ Como os sinais de interesse pratico sdo causais, define-se a
Transformada Z Unilateral

e A transformada Z unilateral ndo apresenta ambiguidade
e A correspondéncia entre um sinal e uma transformada é um-a-um

@ A transformada Z unilateral é definida como:

[e.e]

X[zl = > x[n)z""

n=0

@ Como a correspondéncia é um-a-um, geralmente se omite a RDC da
transformada unilateral

Edmar J Nascimento (Univasf) Sinais April 23, 2021 6/20



Transformada Z Inversa

@ O procedimento para a obtenc3o da transformada Z inversa é similar
ao usado na transformada de Laplace

o Entretanto, deve-se observar que

1
z—"

" tuln 1] =

@ Ou seja, a expansdo em fracdes parciais usual leva ao aparecimento
de termos em u[n — 1] e ndo em u[n]
@ Para se obter uma expressdo em termos de u[n] é necessdrio modificar
o procedimento
o Expandir em fracdes parciais X|[z]/z
o lIsolar X|[z] e utilizar a tabela

Edmar J Nascimento (Univasf) Sinais April 23, 2021 7/20



Funcao de Transferéncia

o Considere um sistema LDIT com resposta ao impulso h[n]
@ Se a entrada desse sistema é z”, entdo:

x[n] = z" — y[n] = h[n] x 2"
y[ln] = Z h[m]z"™™ = z" Z hlm)z=™ = z"H|z]

H|z]
Hlz] = Z{h[n]}

@ H[z] é a fungdo de transferéncia do sistema discreto com resposta ao

impulso h[n]
@ Se o sistema LDIT é da forma Q[E]y[n] = P[E]x[n], entdo
H[z] g[[i]]
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Propriedades da Transformada Z

@ As propriedades da transformada Z s3o lteis no célculo de algumas
transformadas, bem como na resolucdo de sistemas de equacdes de
diferencas

@ Deslocamento para a direita (atraso)

se x[nJu[n] <= X]Z]

entdo x[n — 1Ju[n — 1] <= XLZ] =z 'X[7]
x[n—mluln—m] = )Z[HZ,] =z "X|z]
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Propriedades da Transformada Z

@ Deslocamento para a direita (atraso)
e Uma outra versdo dessa propriedade pode ser obtida notando-se que:

x[n — 1Ju[n — 1]

e Entdo

se x[n]u[n]

entdo x[n — 1Ju[n]
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x[n — m]u[n]

11

Sinais

x[n —1](uln] - 8[n])

x[n — 1u[n] — o[n]x[n — 1]
x[n — 1]u[n] — §[n]x[-1]

X[z]

Xiz] + x[-1]

z7"X[z]+z7" Z x[—k]z*
k=1
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Propriedades da Transformada Z

@ Deslocamento para a esquerda (avan¢o)

se x[n|u[n] <= X]Z]
entdo x[n+ 1|u[n] <= zX][z] — zx|[0]
m—1
x[n+ mluln] = 2"X[z] -2 x[k]z"*
k=0
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Tipos de Deslocamento

1 HJ[II L,

wo]w[n]

-5 0 ] ——

= 1Jufn

it J]

-

i = 1ujn = 1)

——

i + 1)uln]

Edmar J Nascimento (Univasf) Sinais

April 23, 2021

12 /20



Propriedades da Transformada Z

@ Convolucdo no tempo e na frequéncia

se x1[n] <= Xi[z] e x2[n] <= Xz[7]
entdo x1[n] * x2[n] <= Xi[z]Xz[Z]

1 z —1
xi[n]xe[n] <~ 2 le[u]Xz[u]u du
@ Para sistemas LDIT, tem-se que:

y[n] = x[n]* h[n] <= Y|[z] = X][z]H|Zz]
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Propriedades da Transformada Z

@ Multiplicacdo por ~"

se x[n|u[n] <= X][Z]

entdo y"x[n|u[n] <= X{ﬂ

e Multiplicagao por n

se x[n|u[n] <= X]|Z]
dX|[z]

ta —
entdo nx[n|u[n] <— -z e
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Propriedades da Transformada Z

@ Valor inicial

se x[n] é causal

entdo x[0] = le_)r’r;o X|[z]
@ Valor final

se (z — 1)X[z] ndo possuir pdlos fora do circulo unitario

entdo lim x[N] = lim (z — 1)X|z]
N—oo z—1
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Solucao de Equacdes de Diferencas

e Vimos que:

x[n—mluln] < 2 "X[z]+2 "> x[-K]Z*
k=1

m—1

x[n+mluln] < 2"X[z] - 27 x[k]z"¥
k=0

e Para calcular a transformada Z de x[n — m]u[n] é necessério dispor

dos valores x[—1], x[—2], -, x[—m]
e Para calcular a transformada Z de x[n 4+ m]u[n] é necessério dispor
dos valores x[0], x[1], -+ , x[m — 1]
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Solucao de Equacdes de Diferencas

@ Assim como foi feito com a transformada de Laplace, é possivel
separar as componentes da resposta total

@ A resposta de estado nulo depende apenas da entrada, enquanto que
a resposta de entrada nula depende apenas do estado (condigdes
iniciais)
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|
Resposta de Estado Nulo

@ Vimos que um sistema LDIT de ordem N pode ser escrito na forma
de avanco como

y[n+ N]+ ary[n+ N —1]+--- + any[n] =
box[n+ N]+ bix[n+ N — 1] + --- + byx[n]

@ Na forma de atraso, essa equacgao é escrita como

ylnl +ayln = 1] +--- +any[n — N] =
box[n] + bix[n — 1] + - - - 4+ byx[n — N]
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|
Resposta de Estado Nulo

@ Quando o estado é nulo, tem-se que:
vl = 2= =y [N =0
@ Se x[n] for causal, ent3o:
x[-1] = x[-2]=---=x[-N]=0
@ Assim, quando o estado é nulo e o sinal de entrada é causal, ent3o:
yin—mul] = Y]

1
x[n—mluln] <= —X[z], m=1,2,--- N
z
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|
Resposta de Estado Nulo

@ A transformada Z da equacdo de diferencas é

(1+%+...+;%)Y[z]:(bo+%+.--+i’%))<[z]

(N + a1z o+ an) Y] = (boz" + bz 4+ by) X 2]
e Portanto,

bOZN + blszl 4+ 4+ bN P[Z]

Y = Xl — N

[Z] N L aZN-1T 1 ay [z] oL 2]
N
Hiz]

Y z . |

H[z] = [z]  Z[resp. estado nulo]

X[z] Z[entrada]
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