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Definicoes

@ A transformada de Laplace de um sinal x(t) é definida por:

o0

X(s) = / x(t)etdt

—00

@ A transformada inversa de Laplace de X(s) é dada por:
0 = o [ X
x(t) = — X(s)e*ds
27TJ c—joo

@ A integracdo na primeira expressao é de —oco a 0o

@ Por essa razdo, essa expressao é conhecida como transformada de
Laplace Bilateral

@ A transformada e sua inversa sdo chamados de par de transformada
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Definicoes

@ Simbolicamente, o par de transformadas é representado por:
X(s) = LIx(1)]l, x(t)=LTHX(s)]
@ Combinando-se estas expressdes, tem-se que:
LTHLX®D = x(t), L{LTHX()]} = X(s)
@ Uma representacdo bastante comum é dada por:

x(t) <= X(s)
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Definicoes

@ A transformada de Laplace é uma operacdo linear, ou seja, se
xi(t) <= Xi(s), x(t) <= Xas)
o Entao
arxi(t) + axxa(t) < a1 Xi(s) + axXa(s)

@ s é uma varidvel complexa e a transformada pode n3o existir para
todos os valores de s

@ Regido de Convergéncia (RDC) é o nome da regido do plano complexo
para a qual a transformada de Laplace existe
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Exemplo
Exemplo
Calcular a transformada de Laplace e a RDC para um sinal
__ p—at
x(t) = e ?tu(t) )i
Resposta
o o
xs) = [ xmeas [Tetrrar
—00 0
1 1 1
= e (sHa)fso — (0—1)= ——,Re(s) > —a
s+ a s+ a s+ a )9
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Exemplo

Exemplo
Calcular a transformada de Laplace e a RDC para um sinal
x(t) = —e ?tu(—t)

Resposta
00 0
X(s) = / x(t)e *'dt = —/ e~ (sta)t gy
—0o0 —00
1 1 1
= e (star0 — 1-0)=——, Re(s) < —
sta [~ s—l—a( ) s+a’ e(s) 2
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Regiao de Convergéncia

@ A regido de convergéncia é importante para a determina¢do da
transformada de Laplace inversa

@ Dois sinais diferentes podem ter a mesma transformada, mas com
RDCs diferentes

@ A transformada inversa é obtida calculando-se uma integral ao longo
de um caminho no plano complexo
@ Procedimento complicado, pois exige conhecimentos de func¢des de
varidveis complexas (disciplina: Métodos Matematicos)
@ O procedimento usual é utilizar uma tabela com os pares de
transformadas para os sinais mais comuns
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Transformada Unilateral

@ Como os sinais de interesse pratico sdo causais, define-se a
Transformada de Laplace Unilateral

@ A transformada unilateral ndo apresenta ambiguidade
@ A correspondéncia entre um sinal e uma transformada é um-a-um

@ A transformada de Laplace (unilateral) é definida como:

X(s) = /OO x(t)e *dt

@ Como a correspondéncia é um-a-um, geralmente se omite a RDC da
transformada unilateral
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Tabela dos Pares de Transformadas
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Transformada Inversa

@ A maioria das transformadas de interesse pratico sdo fungdes
racionais, ou seja:

P
X(s) (s)
Q(s)
@ O procedimento para a obtencdo da transformada inversa consiste

ent3o em:

@ Representar X(s) em fragBes parciais
@ Aplicar os pares de transformada da tabela
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ As transformadas que ndo estdo tabeladas podem ser calculadas com
o auxilio de algumas propriedades

@ Linearidade

se x1(t) <= Xi(s) e xo(t) < Xafs)
entdo aixi(t) + axxa(t) <= a1 Xi(s) + a2 Xa(s)

@ Deslocamento no tempo

se x(t)

<~
entdo x(t — tp) <—
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Deslocamento em frequéncia

se x(t) < X(s)
entio x(t)e®’ <— X(s— )

@ Diferenciacdo no tempo

se x(t) < X(s)
entdo d);(tt) <~ sX(s)—x(07)
d?x(t) _ ol
. s2X(s) — sx(07) — x(07)
d"x(t) n  nk (k1) (-
= s X(s) = > smkxk1(07)

k=1
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Diferenciagcdo na frequéncia

se x(t) < X(s)
entdo tx(t) < —d):és)

@ Integragdo no tempo

t
entao /

/
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se x(t) —

x(r)dr <=

x(r)dr <=

Sinais

X(s)
X(s)
X(s) | [ x(r)dr
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Escalonamento

se x(t) < X(s)

entdo x(at) <= éX(g)

@ Convolucdo no tempo e na frequéncia

se x1(t) <= Xi(s) e xo(t) < Xafs)
entdo xq(t) * x2(t) <=  Xi(s)Xa(s)

x1(tpa(t) %.[xl(s)*xz(s)]
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Aplicacdo da convolugdo em sistemas lineares

H(s) = / T h(r)e=dr = L{h(¢))

—00
@ Ou seja, a fungdo de transferéncia H(s) é a transformada de Laplace
da resposta ao impulso h(t)

@ Para a resposta de estado nulo, tem-se

y(t) = x(t)*h(t) < Y(s) = X(s)H(s)
Y(s) _ L[resp. estado nulo]

Hs) = X(s) L[entrada]
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Teorema do valor inicial

@ O objetivo é conhecer o valor inicial de x(t) a partir de X(s)
@ Se x(t) e dx(t)/dt possuem transformada de Laplace, entdo

x(0T) = lim sX(s)

S— 00

@ Esse teorema se aplica se X(s) for estritamente prépria (M < N)
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Teorema do valor final

@ O objetivo é conhecer o valor final de x(t) a partir de X(s)
s Se x(t) e dx(t)/dt possuem transformada de Laplace, entdo

x(o0) = lim x(t) = lim sX(s)

t—00 s—0

@ Esse teorema se aplica se os pdlos de X(s) estiverem no SPE (incluindo
também o pélo s = 0)
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Solucdo de Equacoes Diferenciais

@ Vimos que

— s"X(s) - Z s"hx(k=1)(07)
k=1

d"x(t)
dtn

@ Além disso, a transformada de Laplace é uma operagdo linear de
modo que

Zakxk(t) < Zaka(s)
k k

@ Usando essas duas propriedades é possivel resolver uma equacao
diferencial usando a transformada de Laplace
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Solucdo de Equacoes Diferenciais

@ E possivel separar as componentes de entrada nula e de estado nulo
na solucdo total

@ Os termos da resposta de entrada nula dependem apenas das
condicdes iniciais
@ Os termos da resposta de estado nulo dependem apenas da entrada

x(t)
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|
Resposta de Estado Nulo

@ Vimos que um sistema LCIT de ordem N pode ser escrito como

Q(D)y(t) = P(D)x(t)
QD) = DV 4+ a DNt 4. ay 1D+ ay
P(D) = byDN + 5DV 4 ... 4 by_1D + by

@ Quando o estado é nulo, tem-se que:

@ Se x(t) for causal, ent3o:

x(07) = x(07)=---= X(N—l)(o—) 0
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Resposta de Estado Nulo

@ Sendo assim, tem-se que:

dk
—Wx(t) — s"X(s)

@ Logo a transformada de Laplace da equagdo do sistema é dada por

( sV 4as"Ttcay_1s+an)Y(s)
(boSN + blsN_l 4+ -4+ by_15+ bN)X(S)
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|
Resposta de Estado Nulo

Y(S) _ (bOSN + blsN_1 + -+ by_1s+ bN)X(S)
B (sN +aisN=1 4. ay_1s + an)

= PO x(s) = HEs)x(s)

0)
CY(e) _ P(s)
H) = X6~ Q0

@ As raizes do denominador de H(s) sdo chamadas de pdlos do sistema

@ As raizes do numerador de H(s) sdo chamadas de zeros do sistema
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Transformada de Laplace Bilateral

@ Vimos que para sinais ndo causais, o par de transformadas de Laplace
é definido como

00 c+joo
X(s) = / (t)etdt, x(t) = — / X(s)edt

—00 B 2mj —joo
@ Vimos também que a transformada bilateral ndo é tnica, ja que
() = e u(t) = X(s) = ——, Re(s) > —a
s+a

M(t) = —eTu(—t) = X(s) = :13 Re(s) < —a
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Transformada de Laplace Bilateral

@ A transformada de Laplace bilateral pode ser calculada diretamente
pela definicdo ou através de um procedimento que usa a tabela de
transformadas unilaterais

@ Um sinal ndo causal x(t) pode ser decomposto na soma de um sinal
causal x1(t) e de um sinal anticausal xx(t)
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Transformada de Laplace Bilateral

@ Com essa decomposicdo, tem-se que:

X(s) = /oo x(t)e—tdt

—00

0~ 00
= / xo(t)e Stdt + / x1(t)e "tdt = Xo(s) + X1(s)

—0o0 -

@ Xi(s) é a transformada unilateral de x;(t) e portanto, pode ser obtida
a partir de uma tabela

Xo(s) = /0_ xo(t)e Stdt = — /0+ xo(—u)e®du

—0o0 oo

= / xo(—t)edt
0

+
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Transformada de Laplace Bilateral

o Ent3o

Xo(—s) = /Oooxz(—t)e—s’-‘dt: /ooxz(—t)e_“dt

+

@ Ou seja, Xp(—s) é a transformada unilateral de xp(—t) e portanto,
pode ser obtida a partir de uma tabela

rd = 1)
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Transformada de Laplace Bilateral

@ O procedimento para se obter a transformada de Laplace bilateral é o
seguinte
@ Dividir x(t) em x;(t)(causal) e x,(t)(anticausal)
@ Determinar Xi(s) < xi(t)
@ Determinar Xa(s) calculando xx(—t) <= Xz(—s) e em seguida
trocando s por —s
@ Fazer X(s) = Xi(s) + Xa(s)
@ A RDC de um sinal causal é da forma Re{s} > o, sendo assim
s Xi(s) tem RDC Re{s} > o
s Xo(—s) tem RDC Re{s} > o,
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Transformada de Laplace Bilateral

@ Assim,

s Xa(s) tem RDC Re{s} < —oy,

e X(s) = Xi(s) + X2(s) tem RDC o, < Re{s} < —oy,
@ Os pélos de Xj(s) estdo localizados a esquerda da RDC
@ Os pélos de X(s) estdo localizados a direita da RDC

|

g

ENANNRMNNRNNNNN 128 do'ots} S ALIAS LA TSI T

o,

t 0
f
| Regido de convergéncin pari a componente causal de xir

| Regido de convergéneia par a componente anticausal de vis)

| Regido (faixa) de convergéncia de wdo x(f)
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Propriedades da Transformada Bilateral

@ As propriedades da transformada de Laplace bilateral s3o semelhantes
as da unilateral

@ Deve-se, contudo, prestar atencdo a RDC

@ Linearidade

se x1(t) <= Xi(s) e xo(t) < Xas)
entdo aixi(t) + axxe(t) <= a1 Xi(s) + a2 Xa(s)

o A RDC de a1 Xi(s) + a2X2(s) € a intersecgdo das RDCs de Xi(s) e
XQ(S)
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Propriedades da Transformada Bilateral

@ Deslocamento no tempo

x(t —tg) <= X(s)e ™

2 A RDC de X(s)e " é idéntica a RDC de X(s)

@ Deslocamento em frequéncia

se x(t) < X(s), a<Re{s} <b
entio x(t)e®! = X(s— )

s ARDC de X(s —sp) é a+ ¢ < Re{s} < b+ ¢, com ¢ = Re{so}
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Propriedades da Transformada Bilateral

@ Convolugdo no tempo

Xl(S) [S Xg(t) <~ XQ(S)
Xl(S)XQ(S)

se x1(t) <—
entdo xi(t) * xo(t) <—
s A RDC de X;(s)Xz(s) é a interseccdo das RDCs de Xi(s) e X(s)

@ Reversao no tempo

se x(t) X(s), a<Re{s} <b

—
entdo x(—t) <= X(-—s)
@ ARDC de X(—s) é —b < Re{s} < —a
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Transformada de Laplace Bilateral

@ A transformada de Laplace bilateral pode ser utilizada para analisar
sistemas LCIT n3o causais ou quando a entrada é n3o causal

@ Desde que a RDC de X(s)H(s) exista, pode-se calcular

y(t) = L{X(s)H(s)}
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