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Equacdes de Diferenca

@ Uma equacdo de diferencas pode ser escrita usando operacdes de
avanco ou de atraso

o As duas formulacdes sdo equivalentes
o A formulagdo com avancos é similar a obtida para as equacdes
diferenciais continuas

@ Uma equagdo de diferengas de ordem max (N, M) na forma de avango
pode ser escrita como

yl[n+ N+ aiy[n+ N —1]+---+ any[n] =
bN_Mx[n + M] + bN_M+1x[n + M — 1] +---+ bNX[n]
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Equacdes de Diferenca

@ Se o sistema discreto for causal, entdo N > M, logo um sistema
causal genérico de ordem N pode ser escrito fazendo-se M = N

y[n+ N+ aiy[n+ N —1]+--- + any[n] =
box[n+ N] + bix[n+ N — 1] + - - - + byx[n]

@ A equacdo de diferencas acima pode ser escrita na forma de atraso
fazendo-se a transformacdo n — n — N, resultando em

y[n] + a1y[n — 1]+ -+ any[n — N] =
box[n] + bix[n — 1] + --- 4+ byx[n — N]
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Solucdo lterativa

@ O método mais simples de solu¢cdo de uma equacgdo de diferencas é o

recursivo ou iterativo
@ Nesse método, os valores de y[n] sdo obtidos sequencialmente a partir

da entrada x[n] e das condig¢@es iniciais
@ Esse tipo de solucdo é adequada para computadores

y[n] = —ay[p—1]+---—any[n—N|
+  box[n] + -+ byx[n — N]
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Solucdo lterativa

Exemplo

Resolver recursivamente a equagdo y[n + 1] + 2y[n] = x[n + 1] para

x[n] =e "uln] e y[-1] =0

Solucdo

yln]+2y[n—1] = x[n] = y[n] = =2y[n = 1] + e "u[n]

ylo] = —2y[-1]+e" =1
y[1] = —2y[0] +e = —1,6321
y[2] = —2y[1]+e % =3,3996
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Solucdo lterativa

o yln+1]+2y[n] = x{n + 1]

15
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Solucdo Geral

@ Assim como foi feito para as equagdes diferenciais, € util representar
uma equacdo de diferenca usando operadores

@ O operador de avanco ¢é definido por
E'x[n] = x[n+1]
@ Assim, um sistema causal genérico pode ser escrito como

(EN—i-alEN_l---—i-aN)y[n] = (boEN+b1EN_1---+bN)x[n]
QlE] PlE]
Q[Elyln] = PIE]x[n]
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Solucdo Geral

@ A solugdo geral consiste em uma expressao para y[n] em fungdo de n
que verifique a equacdo de diferencas Q[E]y[n] = P[E]x[n]

@ Assim como foi verificado para o caso continuo, a solucao geral
(resposta total) de um sistema discreto é dada por

y[n] = resposta de estado nulo +

devido a entrada
resposta de entrada nula

~
devido as condi¢des iniciais
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|
Resposta de Entrada Nula

@ A resposta de entrada nula yp[n] é a resposta do sistema quando
x[n] =0, ou seja

yo[n+ N] + aryo[n+ N — 1]+ --- + anyo[n] =
Q[Elyo[n] = 0

@ A solucdo é obtida a partir da equacdo caracteristica

Q=0 — WNta VT4 ray=0
(Y=7)(y=22)-- (v =) =0

@ As raizes 1,72, -+ ,yn Sao chamadas de raizes caracteristicas
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|
Resposta de Entrada Nula

@ Trés casos podem ser possiveis

@ As N raizes sao distintas
yoln] = avf+ay+-oann
@ H4 raizes repetidas (v — 1) (v — Yr41) - (Y — ) =0
voln] = (a+cn+-+cn I + i1yl + - vl
@ H3 raizes complexas v = |y|e/? e v* = |y|e™/”
yo[n] = ay"+ ey = c|y|" cos (Bn + )

@ As N constantes sdo determinadas a partir das N condigOes iniciais
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Resposta ao Impulso

@ Para determinar a resposta de estado nulo é necessario primeiramente
determinar a resposta ao impulso

@ A resposta ao impulso denotada por h[n] é a solugcdo da equacdo

Q[E]h[n] = PIE]6[n],com h[-1] = h[-2] = ---h[-N] =0
QIE] = EN+aENt. pay
PIE] = boEN + bENL.o 4 by

@ Quando ay # 0, a resposta ao impulso é dada por

W] = j—za[n] + yelnluln]
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Resposta ao Impulso

@ y.[n] consiste em uma combinagdo linear dos modos caracteristicos 7;
do sistema

@ As N constantes presentes em h[n]| sdo determinadas a partir de N
valores de h[n] (h[0], A[1], ---, h[N —1])
o Esses valores s3o obtidos iterativamente a partir dos valores iniciais
h[-1]=h[-2]=---=h[-N] =0
@ Quando ay = 0, a expressdo da resposta ao impulso é diferente
o Esse caso é abordado na secdo 3.12 do livro texto
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|
Resposta de Estado Nulo

@ Um sinal discreto qualquer x[n] pode ser expressado como uma
combinacdo linear de impulsos deslocados

[e.e]

x[n] = > x[m]é[n— m]

m=—0o0

@ Alguns exemplos
o0
uln] = Z d[n —m]
m=0

Z ~"[n — m]
m=0

y"uln]
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|
Resposta de Estado Nulo

@ Se o sistema € linear e invariante no tempo, entdo:

entrada — saida
o[n] = h[n]
d[n—m] = h[n—m]
=
=

x[m]h[n — m]

> x[mls[n — m > x[m]h[n — m]

m=—0o0 m=—0o0

x[m]d[n — m]

<[] vl

@ y[n] é a resposta de estado nulo e se deve unicamente a entrada x|[n]
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|
Resposta de Estado Nulo

@ Define-se

oo

x[n] * h[n] = Z x[m]h[n — m]

m=—0o0

@ x[n] * h[n] é chamado de somatdrio de convolugdo

@ As propriedades do somatério de convolugdo sio similares as da
integral de convolugdo

@ Comutatividade
xi[n] * x2[n] = xo[n] * x1[n]
o Distributividade
xi[n] * (x2[n] + x3[n]) = xa[n] * x2[n] + x1[n] * x3[n]
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Somatério de Convolucao
@ Associatividade
xi[n] * (x2[n] * x3[n]) = (x1[n] * x2[n]) * x3[n]
@ Deslocamento

xi[n] * x2[n] = c[n]

xi[n—m]*x2[n—p] = c[n—m—p]
@ Convolugdo com o impulso
x[n]*d[n] = x[n]

@ Largura
s Se x1[n] tem largura W, e L; elementos e xp[n] tem largura W5 e L
elementos, ent3o xi[n] * xz[n] tem largura Wy + Wh e L1 + L, — 1
elementos n3o nulos
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Somatério de Convolucao

@ Se x[n] e h[n] forem causais, entdo tem-se que:

x[m] = 0sem<0
hln—m] = O0sem>n
y[ln] = Z x[m]h[n — m] = Z x[m]h[n — m]
m=—00 m=0
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Funcao de Transferéncia

@ Seja z" uma exponencial com duracdo infinita e com parametro

complexo z
@ A resposta do sistema com resposta ao impulso h[n] a entrada z" é
dada por
yln] = hln]*2"
o0
= Z h[m]z"™™
m=—00
o0
= Zz" Z h[m|z=™ = H[z]z"
m=—0o0
@ Sendo que,
[ee]
Hlzl = ) hlmlz™"
m=—0o0
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Funcao de Transferéncia

@ H[z] é chamada de fun¢do de transferéncia do sistema
@ H|[z] pode ser também definido da seguinte maneira:
Sinal de saida

H Z = —n
2] Sinal de entrada lentrada=z

@ Um sistema LDIT pode ser escrito na forma:
Q[Ely[n] = PIE]x[n]
@ Logo

Q[E]H[z]z" = H[Z](Q[E]z") = PIE]Z"
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Funcao de Transferéncia

Efz" = 2"k =77k = PlE]z" = P[z]z" e Q[E]Zz" = Q[z]2"

Plz]

H[z] oG]
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Estabilidade de Sistemas Discretos

@ Assim como foi feito para os sistemas continuos, a estabilidade dos
sistemas discretos pode ser avaliada segundo dois critérios

@ Estabilidade BIBO (externa)
@ Estabilidade assintdtica (interna)

@ Um sistema LDIT é BIBO estdvel se uma entrada limitada resulta
sempre em uma saida limitada

@ Essa condicdo é sempre verificada se

o0

Z lh[n]] < K< oo

n=—oo
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Estabilidade de Sistemas Discretos

@ As condi¢cGes de estabilidade assintética para sistemas LDIT causais
sao analogas as dos sistemas continuos quando se faz a
correspondéncia entre os planos A e «y

@ Assim, um sistema LDIT é assintoticamente estdvel se todas as raizes
~; estao dentro do circulo unitario

@ Um sistema LDIT é assintoticamente instavel se

@ Ao menos uma raiz estiver fora do circulo
o Ou se houverem raizes repetidas no circulo

@ Um sistema LDIT é marginalmente estavel se ndo existirem raizes
fora do circulo e se existirem algumas raizes n3o repetidas no circulo
unitario
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Estabilidade de Sistemas Discretos

Instivel
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Estabilidade de Sistemas Discretos

Plano complexo

(al
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Estabilidade de Sistemas Discretos
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Estabilidade de Sistemas Discretos




Estabilidade de Sistemas Discretos
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Estabilidade de Sistemas Discretos

@ Os critérios de estabilidade est3o relacionados da seguinte forma

@ Assintoticamente estdvel — BIBO estavel
@ Assintoticamente instavel e marginalmente estdvel — BIBO instdvel

@ O inverso nem sempre é verdadeiro
@ S6 quando o sistema é controlavel e observédvel (ver tansformada Z)
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