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Introducao

@ A anilise de Fourier (séries e transformadas) é utilizada na andlise de
sinais

@ As séries de Fourier s3o usadas para analisar sinais periédicos

@ A transformada de Fourier pode ser utilizada tanto na andlise de
sinais aperiddicos quanto periddicos

@ A representacdo de um sinal em séries de Fourier pode ser comparada

com a representacdo de um vetor em componentes de uma base de
um espaco vetorial

o Nas séries de Fourier, um sinal é representado como a soma de
componentes em uma base de fun¢des ortogonais (senos, cossenos ou
exponenciais)
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Introducao

@ Seja x(t) um sinal periédico com periodo Ty, ou seja,
x(t) = x(t + Top), Vt
@ O menor valor de Ty é chamado de periodo fundamental de x(t)

@ Verifica-se para um determinado periodo fundamental Ty que:

/:Hox(t)dt = /bb+TOx(t)dt:/T0X(t)dt

@ Define-se ainda:

o fo =1/Ty - frequéncia fundamental em Hertz
o wg = 2w/ Ty = 2xfy - frequéncia fundamental em radianos por segundo
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Introducao

@ Sendides com frequéncias miultiplas da frequéncia fundamental s3o
chamadas de harmonicas

o cos (wot) = cos (2w fyt) - primeira harménica
o cos (2wpt) = cos (4rfyt) - segunda harmdnica
e cos (nwgt) = cos (2wnfyt) - n-ésima harmdnica
@ As séries de Fourier possuem trés representacoes equivalentes:
o Série trigonométrica em sin (nwot) e cos (nwot)
o Série trigonométrica compacta em cos (nwot + 6,)
o Série exponencial em /"ot
@ Para as duas dltimas representacdes pode-se definir o espectro de um
sinal periddico
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Série Trigonométrica

@ Fourier mostrou que um sinal periddico x(t) com periodo Ty pode ser
escrito como

x(t) = ao+ Z ap cos (nwot) + by sin (nwot)

n=1

@ Ou seja, um sinal periédico x(t) pode ser representado como a soma
de um termo constante (componente DC) e de infinitas harménicas

@ Para determinar a série trigonométrica de Fourier de um sinal x(t) é
necessario determinar os coeficientes ag, a, e b,
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Série Trigonométrica

@ Para determinar os coeficientes ag, a, e by, verifica-se que:

1
/ cos nwgt cos mwotdt = = [/ cos (n + m)wotdt
To 2L/,

+/ cos (n — m)wotdt}
To

- 0, n#m
N {T0/2, n_m#O}
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Série Trigonométrica

@ De modo similar, tem-se que:

/ sin nwotsin mwotdt =
To
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1
[/ cos (n — m)wotdt
To

—/ cos(n+ m)wotdt}
To

{

0,
T0/27

n#m
n_m7$0}

May 2, 2021

7/41



Série Trigonométrica

o Finalmente:

1
/ sin nwot cos mwotdt = [/ sin (n — m)wptdt
To 2L/,

—i—/ sin (n 4+ m)wotdt
To
= 0, Vm,n

@ A partir dessas trés expressdes, verifica-se que os termos cos (nwot) e
sin (nwot) sdo ortogonais para diferentes valores de n # 0
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Série Trigonométrica

@ Para se obter ag, integra-se em um periodo a expressao:

x(t) = a +Zan cos (nwot) + by sin (nwot)
n=1
/ x(t)dt = / aodt—l—Z[an/ cos (nwot)dt
To To ] To

e Logo,
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Série Trigonométrica

e Para se obter a, (a componente de cos (nwot)), faz-se o seguinte:

2 2
— x(t) cos nwotdt = — ag cos nwotdt +
To J1, To J1,
2 — [ /
— akx | cos (kwot)cos (nwot)dt
n "
—i—bk/ sin (kwot) cos(nwot)dt] = a,
To
@ Logo,
2
an, = — [ x(t)cosnwotdt
To J1,
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Série Trigonométrica

e Para se obter b, (a componente de sin (nwgt)), faz-se o seguinte:

2
— [ x(t)sinnwgotdt = — [ apsinnwotdt +
To J1, To J1,
2 i[a / cos (kwot) sin (nwot)dt
e k wo wo
To = To
—|—bk/ sin (kwot) sin (nwot)dt| = by
To
@ Logo,
2 .
b, = — [ x(t)sinnwotdt
To J1,
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Série Trigonométrica

@ Assim, a série trigonométrica de Fourier é dada por:

x(t)

@ Sendo,
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ap + Z an cos (nwot) + by sin (nwot)

n=1
1
x(t)dt
To J1, ®)
2
x(t) cos nwotdt
To J1,
2
x(t) sin nwotdt
To J1,
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Simetrias

@ Se x(t) é um sinal par, ent3o:

1 1 T0/2 2 T0/2

ag = — x(t)dt = — x(t)dt = — x(t)dt

0 To )z, ()dt = - s (t)dt = - ; (t)
2 2 [To/2

an, = — [ x(t)cosnwotdt =— x(t) cos nwotdt
To J1, To J-1o)2
4 T0/2

= — x(t) cos nwotdt

To Jo
2 2 [To/2

b, = — [ x(t)sinnwotdt = — x(t)sin nwotdt = 0
To J1, To J-1o)2
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N
Simetrias

@ Se x(t) é um sinal impar, ent3o:

L pae= 2 [ )
aQg = — x(t)dt = — x(t)dt =0
To JT, To J-1o)2
2 2 [To/2
an, = — [ x(t)cosnwotdt =— x(t) cos nwotdt =0
To J7, To J-1o)2
2 2 [To/2
b, = — [ x(t)sinnwotdt = / x(t) sin nwotdt
To J, To J-15)2

= — x(t) sin nwotdt
To Jo ()
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Série Trigonométrica Compacta

@ Sabe-se que:

Ccos(wot+6) = Ccosfcoswot — CsinBsinwpt
= acoswgt + bsinwpt,
a = Ccosl, b=—Csinf

C = Va2+ b2 Gzarctan<%b)

@ Logo, a série de Fourier pode ser escrita na forma compacta como:

x(t) = G+ Z Cp cos (nwot + 0,)

n=1
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Série Trigonométrica Compacta

@ Os coeficientes Cpy, C, e 8, sdo obtidos a partir de ag, a, e b, de
acordo com as relacGes
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Série Trigonométrica Compacta

@ Alguns casos especiais podem ser enfatizados:
e b,=0

o Neste caso, tem-se que:

x(t) = a+ Y _ ancos(nwot)

n=1

= G+ Z C, cos (nwot + 6,)

n=1

e Em que

G = a0, Co—la eﬁn_{ 0, a,>0 }

-7, ap,<0
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Série Trigonométrica Compacta

@ a,=0
o Neste caso, tem-se que:

x(t) = ag+ Z by sin (nwot)

n=1

= G+ Z C, cos (nwot + 6,)

n=1

e Em que

B - f —7m/2, b,>0
G = ao, Cy=|bnl e"n{ m/2, b, <0 }
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Espectro da Série Compacta

@ A partir da série compacta é possivel obter o espectro da expansdo
em séries de Fourier
@ O espectro consiste nos graficos discretos de:
o C, versus w = nwy - espectro de amplitude
e 0, versus w = nwy - espectro de fase
@ O espectro permite verificar a contribuicdo de cada harmdnica para o
sinal periédico x(t)
e Enquanto x(t) é uma representacdo no dominio do tempo, o espectro
é o seu equivalente no dominio da frequéncia

Edmar J Nascimento (Univasf) Sinais May 2, 2021 19 /41



Série Exponencial de Fourier

@ A partir da férmula de Euler, sabe-se que:

ejrlwot 4 e—jnwot . ejnwot _ e—jnwot
cosnwgt = ———— sinnupt = ——————
2 2j

@ Assim, x(t) pode ser representado como:

x(t) = i D, /Mot

n=—oo

@ Essa expressdo é a série exponencial de Fourier
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Série Exponencial de Fourier

o D, é calculado da seguinte maneira

x(t) = > D™t — x(t)e Mot = N p,ellnmmlent
/x(t)ejmwotdt: > D, | el mtqy
To Ml To
o Mas,

ej(n—m)wotdt — { To, n=m }

T 0, n#m
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Série Exponencial

de Fourier

@ Assim, a série exponencial é dada por:

@ A relacdo entre a

x(t)

Edmar J Nascimento (Univasf)

x(t) = i Dpe/™ 0t

n=—oo

1 .
D, = — [ x(t)e/™otqt
To J1, ®)

série exponencial é obtida expandindo-se x(t)

-1 oo
= ) D™ 4 Do+ ) Dpef™ot

n=—00 n=1

= Do+ i D_pe /"ot 4 i D,e/™0t

n=1 n=1
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Série Exponencial de Fourier

@ Logo,

o Mas,

Edmar J Nascimento (Univasf)

x(t) = Do+ Z D_,e im0t 4 D, einwot

n=1

1 )
— | x(t)e /Motgt

To JT1, ()

1 J .
— [ x(t)cosnwotdt — — [ x(t)sin nwotdt
To J1, To J1,
dn jbn

2
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Série Exponencial de Fourier

@ De modo andlogo,

1

D, = — [ x(t)e™otdt
To J7,
1 .
= — [ x(t)cosnwotdt + = x(t) sin nwotdt
To I, To /1,
an + jbn

2

@ Assim, tem-se que:

Dn — an _an _ \/mejarctan (_b”/a”) = &eje"

2 2 2
D _an +_/bn . \/mejarctan (bn/an) _ &e—an
—n = 2 — 2 - 2
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Série Exponencial de Fourier

o Além disso,
DO = a9 = Co
Cn
|Dn| = |D,,,|:7, n#0
/D, = 0, 4D_,=-0, n#0

@ O espectro da série exponencial consiste nos graficos discretos de:

o |D,| versus w = nwyq - espectro de amplitude (fun¢do par)
e /D, versus w = nwy - espectro de fase (fungdo impar)

@ Deve-se observar que o espectro da série exponencial possui tanto
frequéncias negativas quanto positivas
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Existéncia das Séries de Fourier

@ Para as série de Fourier existir é necessdrio que ag, a, e b, sejam
finitos

@ Para que isso ocorra, x(t) deve ser absolutamente integravel em um
periodo, ou seja:

/]x(t)\dt < o0
To
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Convergéncia

o O critério de convergéncia usado nas séries de Fourier é a
"convergéncia na média”

o Considere uma série infinita para um sinal periédico x(t) e sua versdo
truncada (aproximada) xy(t) dadas por

x(t) = Y z(t)
ngl

x(t) = Y zlt)
n=1

@ O erro de aproximac3o devido ao truncamento é dado por

e(t) = x(t) —xn(t)
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Convergéncia

@ A série converge na média no intervalo (0, Tp) se
To To
/ le(t)Pdt = / () — xn(£)2dt — 0 se N —> o
0 0

@ Ou seja, a energia do erro em um periodo tende a zero quando N
tende a infinito

@ Um outro critério mais simples para a convergéncia na média é
verificar se o sinal tem energia finita em um periodo

@ Um sinal periédico x(t) possui uma série de Fourier que converge na
média se

/|x(t)]2dt < o0
To
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Convergéncia

@ Além da convergéncia na média, é (til analisar a convergéncia em
pontos especificos
@ Se um sinal periddico x(t) satisfizer as trés condi¢des de Dirichlet
abaixo, entdo a série de x(t) converge para todo ponto em que o sinal
é continuo e converge para o valor médio dos dois lados da
descontinuidade nos pontos de descontinuidade
© x(t) é absolutamente integravel
@ H& um ndmero finito de descontinuidades finitas em um periodo
© H3 um ndmero finito de maximos ou minimos em um periodo
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Fendmeno de Gibbs

e O fendmeno de Gibbs ocorre quando o sinal periédico x(t) apresenta
descontinuidades

@ Ao se considerar uma série de Fourier truncada, ha a presenca de um
sobre-sinal de amplitude aproximadamente igual a 9% do valor da
descontinuidade nas vizinhancas dos pontos de descontinuidade
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Teorema de Parseval

@ O teorema de Parseval permite calcular a poténcia de um sinal a
partir do espectro de amplitude do sinal

@ Segundo o teorema de Parseval, a poténcia de um sinal periédico é
igual a soma das poténcias das componentes da série, ou seja:

1 o0
Po = G+5) G
n=1

P = > |Dn|2=03+22‘1|on\2

n=—0o0
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Resposta de um Sistema LCIT a Entradas Periédicas

@ Vimos que um sinal periddico x(t) pode ser representado como

x(t) = f: D, e/"ot

n=—oo

@ Se um sistema LCIT com funcio de transferéncia é estdvel, entdo
et H(jw)et

@ Aplicando a propriedade da linearidade, tem-se que:

x(t) = Z Dpe™ot — y(t Z DpH(jnwo)e™ 0t

n=-—00 n=—o00
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Resposta de um Sistema LCIT a Entradas Periédicas

@ Ou seja, uma entrada periddica resulta em uma saida periddica com o
mesmo periodo da entrada

@ As componentes do espectro do sinal periédico sdo afetadas
diferentemente pela funcdo de transferéncia do sistema
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Série de Fourier Generalizada

@ As séries de Fourier estudadas podem ser analisadas de um ponto de
vista mais geral através da analogia entre funcles e vetores

o Considere dois vetores ? e X representados abaixo

@ Sabe-se que:

-4
ik
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Série de Fourier Generalizada

@ Se ? ~cX, entio € = E) — ¢X corresponde ao erro da
aproximacao

e O erro € é minimizado se c|X| = || cos 6, ou seja
|2 | cos B Z.x
X X2

o Além disso, se ?7 =0, entao ? e X s3o ortogonais
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Série de Fourier Generalizada

@ Sejam agora dois sinais g(t) e x(t), entdo se g(t) ~ cx(t) no
intervalo t; < t < tp entdo o erro da aproximacdo é dado por

e(t) = { g(t)—cx(t), n<t<t }

0, c.c.

@ A melhor aproximacdo é aquela que minimiza a energia do erro que
pode ser expressada como

E. = /tt2e2(t)dt:/tt2[g(t)—cx(t)]2dt
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Série de Fourier Generalizada

e O valor de ¢ que minimiza E. pode ser obtido fazendo-se dE./dt = 0,
o que resulta em

1 [b
c = / g(t)x(t)dt
E. Jy
@ Fazendo a analogia com vetores tem-se que:
t
ZX / g(t)x(t)dt
t1
X2 +— E

e g(t) e x(t) sdo ortogonais se

/tt2g(t)x(t)dt ~ 0

1
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Série de Fourier Generalizada

o Se g(t) e x(t) sdo fungdes complexas, entdo:

¢ = EIX/ttzg(t)x*(t)dt

1

@ Além disso, para dois vetores ortogonais X e 7 tem-se que
Z =X+ resultaem |Z2 = | X2 +|¥|?

@ Pode-se mostrar que para dois sinais x(t) e y(t) ortogonais, tem-se
que z(t) = x(t) + y(t) possui energia E, = E, + E,
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Série de Fourier Generalizada

@ Os resultados obtidos anteriormente podem ser generalizados para
dimensdes maiores

@ Sejam X{, X3 e X3 trés vetores mutuamente ortogonais e um vetor
X € R3, ent3o temos que:

X ~ aX+ox
X = X —(ax +ox3)

@ O erro é minimo se ¢ e ¢ sdo as projecdes ortogonais ao longo de xq
e 75 respectivamente

0 Se ¥ ~cixi + X3+ C373>, entio € =0, ja que trés vetores
ortogonais formam uma base para R3
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Série de Fourier Generalizada

@ Analogamente, um conjunto de sinais x1(t), x2(t), - - , xn(t) é

ortogonal se
t2 N 0, m#n
/ Xm(t)xn(t)dt = { E, mi " }

5]

@ Se além disso, E, = 1, diz-se que os sinais s3o ortonormais

@ Assim, um sinal x(t) pode ser aproximado por

x
—~~
~
N—r
I

N
axi(t) + oxo(t) + -+ enxn(t) ~ Z cnxn(t)
n=1

N
e(t) = x(t) =) caxa(t)
n=1
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Série de Fourier Generalizada

@ O erro é minimizado se

1 [
G = — x(t)x/(t)dt, i=1,2,--- N
EXi t

@ Quando N — oo, entdo E. — O e
o0
x(t) = D cxalt), L<t<t
n=1

é a série de Fourier generalizada
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