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Introducao

@ A transformada de Fourier pode ser considerada como um caso
especial da transformada de Laplace com s = jw

o No caso do sinal ser a resposta ao impulso de um determinado sistema,

é necessario que o sistema seja estavel para que s = jw pertenca a
RDC do sistema

@ Ao contrario da transformada de Laplace, a transformada de Fourier
inversa pode ser calculada sem a necessidade do formalismo do
calculo de varidveis complexas

@ A transformada de Fourier é bastante usada em aplicacbes de
processamento de sinais e nas telecomunicacoes
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Definicoes

o A transformada de Fourier de um sinal x(t) é definida por:
X(w) = / x(t)e#tdt
e A transformada de Fourier inversa de X(w) é dada por:

x(t) = ! OOX(w)e"wtdw

2r ) o

@ O par de transformadas de Fourier pode ser denotado por

Xw) = Flx(t), x(t)=F 'XW)], x(t) <= X(w)
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Definicoes

@ A transformada de Fourier definida anteriormente pode ser obtida a
partir da série de Fourier exponencial

@ Para os sinais abaixo, tem-se que

im () = (@)
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Definicoes

e Mas x7,(t) é um sinal periédico com periodo Ty e assim pode ser
representado por

o0
xn(®) = 30 D D= [ s (d)e

n—=—oo

@ Se Tg — o0, entdo
1 [ :
D, = — x(t)e /ot dt
To J_o

@ Assim, se

o0
i 1
X(w) = / X(t)e Htdt, entdo D, = - X(neo)

—0o0

Edmar J Nascimento (Univasf) Sinais May 10, 2021 5/30



Definicoes

e A medida que Ty cresce o espectro se torna mais denso (wg diminui),
mas a forma permanece a mesma (a do envelope X(w))

@ Quando Ty — o0, 0 espectro se torna continuo
o, Envelope
5 TI‘ Xiew)

>
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Definicoes

@ Na figura abaixo, é mostrado o grafico de D, para dois valores de Ty
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Definicoes

@ Analogamente, a transformada de Fourier inversa pode ser obtida
fazendo-se

XTO(t) _ Z Dnejnwot: Z X(;(:O)ejnwot

n=—0o0 n—=—oo

@ Se Tp — 00, entdo wyg — 0, logo fazendo-se Aw = 27/ Ty, tem-se:

00
X(nwo)Aw inAwt
() = 3 XA
= 27
©° -
x(t) = _lim xr,(t)= _lim Z X (nwo )™ Aw
To—>00 To—o00 2T
n=—o00
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Definicoes

@ Assim,
1 [ ot
t) = +— X(w)e“ d
() = 5o [ Xw)eds
@ x(t) pode ser interpretado como a soma dos elementos de drea
X(nAw)e"A% Aw
xlm_k'H

Area = X(nAw)e™ A
:
J

i =

0 nlw
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Espectro da Transformada de Fourier

No caso geral, X(w) é uma fungdo complexa da varidvel w, entdo

Xw) = [X(w)*e

O gréfico de | X(w)| X w é o espectro de amplitude

O grafico de ZX(w) X w é o espectro de fase
e Tem-se que:

X(w) = / T ()t dt — X(—w) = / T ()t

—0o0 —00

— X'(—w) = / T (t)e et = Flx*(1)]

—00
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Espectro da Transformada de Fourier

@ Essa é a propriedade do conjugado da Transformada de Fourier, ou
seja,

XH(t) = X*(-w)

e Como caso particular, se x(t) é um sinal real, entdo x(t) = x*(t),
logo

X*(—w) = / T (et = X(w) = X*(w) = X(—w)

e X(@)e IO = X(—w) X
= [X(w)] = [X(~w)l e £X(w) = —£X(~w)
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Espectro da Transformada de Fourier

@ Assim, quando x(t) é um sinal real, o seu espectro de amplitude é
uma funcdo par e o seu espectro de fase é uma funcdo impar

@ Pode-se mostrar também que a transformada de Fourier é uma
operac¢do linear, ou seja:

Z aka(t) — Z aka(w)
k

k
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Principais Transformadas de Fourier

@ Assim como foi feito com as transformadas de Laplace e Z, é til
obter as transformadas de Fourier para alguns modelos de sinais

@ Antes de calcular as transformadas de Fourier, convém definir
algumas fungdes bastante utilizadas na teoria de filtros: a fun¢do de
porta unitaria, a fun¢do tridngulo unitario e a funcdo de interpolagdo
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Modelos de Sinais

@ A funcdo de porta unitaria é definida como:

ref (x)
1

ISIETSIERSIE]

ret (2]

pa|—
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Modelos de Sinais

@ A funcdo tridngulo unitario é definida como:

A(f) _ 0, Ix[=>3
e 1-2M x <z
I _r 0 1 k=
) 3 3 A
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Modelos de Sinais

@ A func3o de interpolagdo é definida como:

. sin x

sinc(x) = —
X

@ Essa funcdo possui as seguintes propriedades:

(1) smc( ) é uma funcdo par

Q sinc(x) =0=sinx =0, x#0= x=km, k€ Z*
@ sinc(0) = lim,__,o s"x =1

@ sinc(x) é um seno amortecido

@ A partir dessas propriedades, é possivel esbocgar o gréfico de sinc(x)
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Principais Transformadas de Fourier

@ Impulso unitdrio no tempo - §(t)
it) <= 1

e Impulso unitdrio no frequéncia - d(w)

ZL — (w) = 1<<= 270(w)
s

@ Impulso na frequéncia deslocado - §(w F wp)

%eijwot — §(w T wy) = e = 216(w F wo)
T
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Principais Transformadas de Fourier

@ Cosseno - coswyt

ejwot —jwot
coswot = % = m[6(w — wo) + 0(w + wo)]

@ Seno - sinwgt

eijt _ e—ijt
sinwgt = 5 < jm[d(w + wo) — §(w — wp)]
-J

@ Sinal periddico

x(t) = f: D,e™0t — X(w) =27 io: Dpo(w — nwo)

n=—oo n=—oo
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Principais Transformadas de Fourier

@ Porta unitaria

x(t) = ret (i)

-
T/2 ) 2
Xw) = [ edtar= 2in T < rsine (%)
-7/2 w 2 2
@ Deve-se observar que:
. (WT wT 2k
smc(—) = 0= —=kt—=w=—
2 2 T

@ Ou seja, a largura da porta é inversamente proporcional a largura do
[6bulo principal da funcdo sinc
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Principais Transformadas de Fourier

@ Tridngulo unitdrio

w0 = a2)

T/2 )
X(w) = //2 2“' Je et

) 2 [7/2 _
= / f“tdt—/ |t|e /“tdt
T/2 T J-7/2
T/2 . 2 0 . 2 T/2 .
= / ‘f“dt+/ te /'t dt — / te It
T J—r/2 T Jo
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Principais Transformadas de Fourier
@ Tridngulo unitario

/2 . 2 0
X(w) = / e_””dt+/ t coswtdt

—7/2 T —7/2
2] 0 2 T/2
_4 tsinwtdt—/ t coswtdt
T J—1/2 T Jo
2 T/2
+ J tsinwtdt
T Jo
T/2 ) 2 [0 /2
= / e ¥t + = tcoswtdt—/ t coswtdt]
—7/2 T J-1/2 0

2j T/2 0
+[/ tsinwtdt/ tsinwtdt]
T Jo —7/2
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Principais Transformadas de Fourier

@ Tridngulo unitério

T/2 ) 4 T/2
X(w) = / e Widt — / t coswtdt
—7/2 T Jo
2 . wr /2
= —sin—
2
= Es'nﬂ— 4[cosw +£'n£—1]
B R T N T
4 8
= wT[l — cos %] = —= in? % = gsinc2 (%)

Edmar J Nascimento (Univasf) Sinais May 10, 2021 22/30



Conexao entre Laplace e Fourier

@ A transformada de Laplace é dada por

@ Fazendo s = jw, tem-se que

X(s = jw) = / x(t)e Tt dt

—00

@ Ou seja, se o eixo imagindrio pertence a RDC de X(s), entdo
X(jw) = X(w)
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Propriedades da Transformada de Fourier

@ Linearidade

Z aka(t) < Z aka(w)
k k

o Conjugacdo e simetria do conjugado

se x(t)
entdo x*(t)

se x(t) for real, entdo
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Propriedades da Transformada de Fourier

@ Dualidade

se x(t)

<~
entdo X(t) —

@ Prova:
1 > jwt (w=u) 1 > jut
x(t) = 5 X(w)e'“ dw = 5 X(u)e' du
2x(t) = / () du
2rx(—t) = / X(v)e tdu, t = w —
2mx(—w) / X(u

Ye iU dy == t)/ X(t)e I«tdt
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Propriedades da Transformada de Fourier

@ Escalamento

se x(t) <= X(w)

~ 1 w
entdo x(at) <— HX(S)
@ Prova:
Fix(t)] = / x(at)e #@tdt = i/ x(u)ewu/ady

1X<£), a>0
j;x(ag), 2 <0
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Propriedades da Transformada de Fourier

@ Deslocamento no tempo

se x(t) <
entdo x(t — ty) <=

@ Prova:

Flx(t—t)] = / x(t — tg)e @tdt :/ x(u)eJ(u+0) gy

— 00 —00

oo
= e_J“’tO/ x(u)e™*du = e /P X(w)

—0o0

@ O deslocamento no tempo n3o altera o espectro de amplitude, mas
atrasa o espectro de fase

X(w)e—jwto _ |X(w)’ej(ZX(w)—wto)

Edmar J Nascimento (Univasf) Sinais May 10, 2021 27 /30



Propriedades da Transformada de Fourier

@ Deslocamento na frequéncia

se x(t) = X(w)
entdo x(t)e*t —=  X(w — wp)
x(t)e 7t = X(w 4+ wo)
x(t) coswpt %[X(w —wo) + X(w + wo)]

@ Prova:

Flx(t)e] = / eioteitde = [ x(t)e Tl
= X(w—wp

~—
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Propriedades da Transformada de Fourier

@ Convolucio

se x1(t) <—
entdo x1(t) * xo(t) <= Xi(w)Xo(w)
—

X1 ( t)X2 ( t)

@ Em sistemas LCIT
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Propriedades da Transformada de Fourier

o Diferenciacdo e integracdo no tempo

se x(t) <= X(w)

entdo ax(t) = jwX(w)

dt
d"x(t) - \n
" — (jw)"X(w)
/_ x(1)dT — Xj(ww) + 7X(0)d(w)

@ Prova:
1 b ’
() = 27T/OOX(w)ef”tdw2>

dx(t)
dt

L Xt - (o)
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