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Séries de Fourier

Introducéao

@ A analise de Fourier (séries e transformadas) é utilizada
na andlise de sinais

@ As séries de Fourier sado usadas para analisar sinais
periédicos

@ A transformada de Fourier pode ser utilizada tanto na
analise de sinais aperiddicos quanto periddicos

@ Arepresentacdo de um sinal em séries de Fourier pode
ser comparada com a representacdo de um vetor em
componentes de uma base de um espaco vetorial

@ Nas séries de Fourier, um sinal é representado como a

soma de componentes em uma base de fun¢fes
ortogonais (senos, COSSenos ou exponenciais)



Séries de Fourier

Introducéao

@ Seja x(t) um sinal periédico com periodo Ty, ou seja,
x(t) = x(t + Tp), Wt

@ O menor valor de Ty é chamado de periodo fundamental
de x(t)

@ Verifica-se para um determinado periodo fundamental Tq

que:
a+To b+T0
l/ x(t)dt = /‘ uom::/iﬂom
a b To

@ Define-se ainda:

o fo = 1/Ty - frequéncia fundamental em Hertz
@ wo = 27/ Ty = 27fy - frequéncia fundamental em radianos
por segundo
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Introducéao

@ Senoides com frequéncias multiplas da frequéncia
fundamental sdo chamadas de harmoénicas
@ cos (wot) = cos (27fpt) - primeira harmbnica
@ cos (2wpt) = cos (4rfot) - segunda harménica
@ c0s (Nwpt) = cos (2mrnfyt) - n-ésima harménica
@ As séries de Fourier possuem trés representacoes
equivalentes:
@ Série trigonométrica em sin (Nwot) e cos (Nwot)
@ Série trigonométrica compacta em cos (Nwot + 6p)
@ Série exponencial em eln«o!

@ Para as duas ultimas representacdes pode-se definir o
espectro de um sinal periédico
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Série Trigonométrica

@ Fourier mostrou que um sinal perioédico x(t) com periodo
To pode ser escrito como

[ee]
x(t) = ao+ Z an €os (Nwot) + by sin (Nwot)
n=1

@ Ou seja, um sinal periddico x(t) pode ser representado
como a soma de um termo constante (componente DC) e
de infinitas harmonicas

@ Para determinar a série trigopnométrica de Fourier de um
sinal x(t) € necessério determinar os coeficientes ag, a, €
bn
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Série Trigonométrica

@ Para determinar os coeficientes ag, a, € by, verifica-se
que:

1

/cosnwotcosmwotdt = —[/ cos (N + m)wotdt
To 21/,

+/ cos(n — m)wotdt}
To

_ 0, n#m
- {To/z, n:m;«éo}
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Série Trigonométrica

@ De modo similar, tem-se que:
. . 1
sinnwgt sinmwgtdt = = [ cos (N — m)wptdt
To 2Ly,

—/ cos (n+ m)wotdt]
To

0, n#m
{To/z, n:m;«éo}
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Série Trigonométrica

@ Finalmente:
. 1 .
Sin Nwgt oS Mwptdt = —[ sin (n — m)wptdt
To 2L,
+/ sin (n+m)wotdt]
To
= 0, Vm,n

@ A partir dessas trés expressoes, verifica-se que os termos
cos (nwot) e sin (nwpt) sdo ortogonais para diferentes
valores de n # 0
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Série Trigonométrica

@ Para se obter ap, integra-se em um periodo a expressao:

x(t) = a0+zan cos (Nwgt) + by sin (Nwot)
n=1

/x(t)dt = /aodt+Z[ /cos Nwot )dt
To To
+bn/ sin (nwot)dt] =agTy
To
@ Logo,

1
a = — t)dt
0 To TOX()
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@ Para se obter a, (a componente de cos (nwot)), faz-se o

seguinte:
2
— [ x(t)cosnwotdt = — [ agcosnwptdt +
To J1, To J1,
2 o
— [ak/ cos (Kwpt) cos (Nwot ) dt
To = To
+bk/ sin (kwot) cos (nwot)dt | = ay
To
@ Logo,
2
an = — [ X(t)cosnwptdt

To J1,
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@ Para se obter b,, (a componente de sin (nwot)), faz-se o

seguinte:
. 2 ,
— [ x(t)sinnwetdt = — [ agsinnwptdt +
To J1, To J1,
2 & ,
— [ak/ cos (kwpt) sin (Nwot )dt
To T
k=1 0
+bk/ sin (kwot)sin(nwot)dt] = bp
To
@ Logo,
2 .
b, = X (t) sin nwotdt

To J1,
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Série Trigonométrica

@ Assim, a série trigonométrica de Fourier é dada por:

X(t) = a—O"‘ZanCOS(nth)+bn8in(nth)
n=1
@ Sendo,
1
ap = — x(t)dt
° To J1, ®)
2
an = — [ X(t)cosnwptdt
To Jt,
2 .
b, = X (t) sin nwotdt

To J7,
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Simetrias

@ Se x(t) é um sinal par, entdo:

L[ s = 2 [ e = 2 [ ke
ag = — xtt:—/ xtt:—/ x (t)dt
To J1, To J_7y/2 To Jo

2 2 To/2
an = — x(t)cosnwotdt:—/ X (t) cos nwotdt
To J7, To J_7y2
4 To/2
= — X (t) cos nwotdt
To Jo
2 : 2 [To/2 :
bh = T x(t)smnwotdt:—/ X(t) sin nwotdt =0
0 JT, 0.J-Tp/2
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Simetrias

@ Se x(t) é um sinal impar, entdo:

L[ xom= 2 [ <
ag = — xtt:—/ x(t)dt =
To J1, To J-1y/2
2 2 To/2
an = — x(t)cosnwotdt:—/ X(t) cos nwetdt =0
To J1, To J-1y/2
2 : 2 [To/2 :
bh = — x(t)smnwotdt:—/ X (t) sin Nnwotdt
0 JT, To J-1,2
4 To/2

= — X (t) sin nwotdt
To Jo
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@ Sabe-se que:

Ccos(wot +60) = Ccosfcoswpt — C sinfsinwpt
= acoswot + bsinwt,
= Ccosf, b=-Csind

a
C = va2+b?2 0=arctan (?)

@ Logo, a série de Fourier pode ser escrita na forma
compacta como:

X(t) = Co+ > Cncos (nwot + bn)
n=1
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@ Os coeficientes Cy, C,, € 8, séo obtidos a partir de ag, a,
b, de acordo com as relacbes

Cozao

Cn - \/a%‘i‘b%

9, = arctan (;b”)

n
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@ Alguns casos especiais podem ser enfatizados:
o bn == 0
@ Neste caso, tem-se que:

x(t) = ao+Zan €os (Nwot)

n=1
= Co+ Z Cn cos (Nwot + 0n)
n=1

@ Em que

Co = a, Cn_|an|een_{ 0, @ >0 }

—m, an <0
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Oanzo

@ Neste caso, tem-se que:

x(t)

o Em que

Co = ayo,

= ap+ »_ bnsin(nwot)

n=1

= Co+ Y _Cncos(nwot + 6r)

n=1

—7/2, by >0
coeon={ T2 223 )
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Espectro da Série Compacta

@ A partir da série compacta € possivel obter o espectro da
expansdo em séries de Fourier
@ O espectro consiste nos gréaficos discretos de:
@ C, versus w = Nwy - espectro de amplitude
® 6, versus w = nwy - espectro de fase
@ O espectro permite verificar a contribuicdo de cada
harmdnica para o sinal periodico x(t)
@ Enquanto x(t) é uma representacéo no dominio do tempo,
0 espectro € o seu equivalente no dominio da frequéncia
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Série Exponencial de Fourier

@ A partir da formula de Euler, sabe-se que:

ejnwot + e—jnUJot . ejnUJot _ e—jnUJot
cosnwogt = —, Sinnwpt = —————
0 2 ) 0 2J

@ Assim, x(t) pode ser representado como:

o0
X(t) = > Dpel™e!

N=—o00

@ Essa expressédo é a série exponencial de Fourier
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Série Exponencial de Fourier

@ D, é calculado da seguinte maneira

oo oo

x(t) = > Dpel™ot — x(t)e Mot = 3" Dyel (Mt
N=—o0 N=—o0
/ x(t)e IMeotdt — Z Dn / el (n—=m)wot it

nN=—o0

@ Mas,

- To, N=m
j(n—m)wot — 0,
/Toe dt { 0. n£m }
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Série Exponencial de Fourier

@ Assim, a série exponencial é dada por:

x(t) = > Dyel™o!

n=—o0

1 .
Dn = =— [ x(t)e™oldt
To J1,

@ Arelacado entre a série exponencial é obtida
expandindo-se x(t)

-1 0
x(t) = Z Dpel™ot + Dy + Z D, elnwot

n=—o0 n=1

o o
— DO + Z D_ne—jnwot + Z Dnejnwot

n=1 n=1
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Série Exponencial de Fourier

@ Logo,
o° . .
X(t) = Do+ » D_pe o' 4 Dyelnot
n=1
@ Mas,
1 .
Dh = = [ x(t)e™oldt
To J1,
1 j :
= — x(t)cosnwotdt—J—/ x(t) sin nwptdt
To J1, To J1,
an — jbn

2



Séries de Fourier
[e]e]ele]e] o]

Série Exponencial de Fourier

Série Exponencial de Fourier

@ De modo analogo,

1 .
D = = [ x(t)e™o'dt
To Jt,
1 i .
= — x(t)cosnwotdt+1—/ X (t) sin nwotdt
To To Jt,
_an+jby
- 2

@ Assim, tem-se que:

D. — an — jbn Y an + bn Jarctan( bn/an) _ Cn eJ9n
N = — =
2 2 2
D _an +jbn VvV a% + b% ej arctan (bn/an) _ &e—jen
—-n = 2 — 2 - 2




Séries de Fourier
000000

Série Exponencial de Fourier

Série Exponencial de Fourier

@ Além disso,

Dp = ag=Cy
Cn
Dn| = ‘D—n‘:77 n#0

éDn == en, AD_n - _0[']) n # O

@ O espectro da série exponencial consiste nos graficos
discretos de:

@ |Dy| versus w = nwy - espectro de amplitude (fungéo par)
@ /D, versus w = Nwy - espectro de fase (fungdo impar)
@ Deve-se observar que o espectro da série exponencial
possui tanto frequéncias negativas quanto positivas
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Exemplo

Exemplos 6.1 e 6.5

Determinar as trés séries de Fourier para o sinal x(t) abaixo e
esbocar os espectros de amplitude e fase das séries compacta
e exponencial

-Im - (]

Sugestéo:
ax e .
/e cosbxdx = m(acos bx + b sinbx)
ax

/eaX sinbxdx = h(asin bx — b cos bx)
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Solucéo exemplos 6.1 e 6.5

To = T —Wp= 2
1 1[" 2(1—-e"/?
ay = — | x(t)dt= —/ o-trzgy = 2 =€) _ 0,504
To T 7 Jo T
2 2 [T 2
an = — [ Xx(t)cosnwotdt =— [ e~"/<cos2ntdt
To Jt, T Jo
4(1—e"7/?) 2
= = = 1 _0,504——
m(1+ 16n2) " 1+416n2
2 _ 2 [T .
b, = — [ x(t)sinnwetdt = —/ e~/ sin 2ntdt
To Jt, ™ Jo
_ a—T7/2
_ 16n(1—e ) _ 0.504 8n
7(1+ 16n2) 1+ 16n2
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Exemplo

Solucéo exemplos 6.1 e 6.5

o0
X(t) = 0,504+0,504 (cos (2nt) + 4n'sin (2nt))
n=1

1+16n2
Co = ap=0,504

2
Cn = 1/a2+b2=0504——2°
" n V1 + 16n2

On = arctan( ”) = —arctan (4n)

n

(e}
2
x(t) = 0,504+ 0,504 ——— cos(2nt — arctan (4n
(® > Ve o (4n))

'
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Exemplo

Solucdo exemplos 6.1 e 6.5

O espectro da serie compacta é representado nos dois gréaficos
abaixo:

] 0,504

0,244

| 1 il

=]
[ REE]

10

— 0
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Solucéo exemplos 6.1 e 6.5

1 - 1 [™ .
Dn = — X(t)e_JnWOtdt — _/ e—t/ze—jzntdt
To T, ™ Jo
_ a—7/2 _F
_ 21-e"’) 0504 o0 1-jan
(1 +j4n) 1+j4n 1+ 16n?

105042 1 8n
21+16n2 '21+16n?
an b

—j4n
x(t) = 0,504 Z 1 T giant
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Exemplo

Exemplo 6.4

Determinar as trés séries de Fourier para o sinal x(t) abaixo e
esbocar os espectros de amplitude e fase das séries compacta
e exponencial

¢y




Séries de Fourier
000000080000 00

Exemplos

Exemplo

Solucéo exemplo 6.4

Observa-se que x(t) é par
To = 21— wy=1
2 To/2 2 /2 1
Q = — x(t)dt = — dt ==
0 To Jo ®) zﬂ/o 2
4 To/2 4 /2
an = o o X (t) cos nwotdt = Z/o cos ntdt
0, npar
2 ’
= —smn?ﬂ: 2/(nw), n=159,---
nm —2/(n7), n=3,7,11,--
2 .
b = — [ x(t)sinnwetdt =0
To J1,
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Solucéo exemplo 6.4

[ee]
2 nm
+nz_:lﬁ m—cosnt

2 1 1 1
+ ;(cost — §0033t+50035t - 7cos7t+---)
2

1 1
;[cost + gcos(3t —m)+ gcos& +

os(7t — )+ -]

\IIHI\JIHI\JIH N|
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Solucéo exemplo 6.4

|
'3

iy —-
a

E1]

0.5
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Solugéo exemplo 6.4

i —jnwot 1 /2 —jnt
Dh = = [ x(t)e?!"oldt = — e Mdt
To J7, 21 | )2
1 i i 1 nmw
- = —inw/2 _ Ajnw/2 = ain
2jn7r(e © ) nm sin 2
(e}
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Exemplo 6.7

Determinar as trés séries de Fourier para o sinal x(t) abaixo e
esbocar os espectros de amplitude e fase das séries compacta
e exponencial

firy= B
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Solugéo exemplo 6.7

_
wo = To
ag = — xtdt:—/ o(t)dt = —
To J_7y/2 ®) To J_7q2 ®) To
2 To/2 To/2
an = — X (t) cos nwotdt = —/ o(t) cos nwptdt
To J_1,2 To J_1,)2
)
= T
2 [To/2 ) 2 [To/2 )
b = — X (t) sin nwotdt = —/ d(t) sinnwetdt =0
To J_7,/2 To J_7,/2

-
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Solugéo exemplo 6.7

1 2 S 27nt
x(t) = =—+4 — COoS ——
® To * To Z To
1 : 1 [To/2 : 1
D, = — [ x(t)e Inwoldt = —/ 5(t)e Nwolgt = —
" To Jt, ®) To J_1,2 ®) To

X(t) _ i Z ej27rnt/T0

N=—o0
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Existéncia das Séries de Fourier

@ Para as série de Fourier existir € necessario que ag, an €
b, sejam finitos

@ Para que isso ocorra, x(t) deve ser absolutamente
integravel em um periodo, ou seja:

Ix(t)dt < oo
To
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Convergéncia

@ O critério de convergéncia usado nas séries de Fourier é a
"convergéncia na média"

@ Considere uma série infinita para um sinal periédico x(t) e
sua versao truncada (aproximada) xy (t) dadas por

o0

X(t) = > z(t)
n;l

xn(t) = > za(t)
n=1

@ O erro de aproximacao devido ao truncamento é dado por

e(t) = x(t) —xn(t)
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Convergéncia

@ A série converge na média no intervalo (0, Ty) se

To To
/ e()Pdt = / X(t) — Xy (1)[2dt —> 0 se N —> oo
0 0

@ Ou seja, a energia do erro em um periodo tende a zero
guando N tende a infinito

@ Um outro critério mais simples para a convergéncia na
média é verificar se o sinal tem energia finita em um
periodo

@ Um sinal periddico x(t) possui uma série de Fourier que
converge na média se

X(t)[2dt < oo
To
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Convergéncia

@ Além da convergéncia na média, € Gtil analisar a
convergéncia em pontos especificos

@ Se um sinal periédico x(t) satisfizer as trés condi¢des de
Dirichlet abaixo, entdo a série de x(t) converge para todo
ponto em que o sinal & continuo e converge para o valor
médio dos dois lados da descontinuidade nos pontos de
descontinuidade

© x(t) é absolutamente integravel

© Ha um numero finito de descontinuidades finitas em um
periodo

© Ha um numero finito de méximos ou minimos em um
periodo
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Fendmeno de Gibbs

@ O fenémeno de Gibbs ocorre quando o sinal periddico x(t)
apresenta descontinuidades

@ Ao se considerar uma série de Fourier truncada, ha a
presenca de um sobre-sinal de amplitude
aproximadamente igual a 9% do valor da descontinuidade
nas vizinhangas dos pontos de descontinuidade

-0.2
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
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Teorema de Parseval

@ O teorema de Parseval permite calcular a poténcia de um
sinal a partir do espectro de amplitude do sinal

@ Segundo o teorema de Parseval, a poténcia de um sinal
periddico é igual a soma das poténcias das componentes
da série, ou seja:

1 o0
Py = C§+§ZC§
n=1
Px = Z |Dn|2:Dg+22|Dn|2

n=—oo n=1

@ Fazer o problema 6.3-10
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Resposta de um Sistema LCIT a Entradas Periodicas

@ Vimos que um sinal periodico x(t) pode ser representado
como

x(t) = > Dyel™o!

nNn=—o0

@ Se um sistema LCIT com funcao de transferéncia é
estavel, entdo

et — H(jw)elt

@ Aplicando a propriedade da linearidade, tem-se que:

x(t) = Z Dpel™ot —s y(t Z DH (jnuwg )elnet

N=—o0 N=—o0
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Resposta de um Sistema LCIT a Entradas Periodicas

@ Ou seja, uma entrada periédica resulta em uma saida
periddica com 0 mesmo periodo da entrada
@ As componentes do espectro do sinal periddico sdo

afetadas diferentemente pela funcdo de transferéncia do
sistema
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Série de Fourier Generalizada

@ As séries de Fourier estudadas podem ser analisadas de
um ponto de vista mais geral através da analogia entre
funcdes e vetores

@ Considere dois vetores §> ex representados abaixo

@ Sabe-se que:

3.7 = |§||7| cosé

g2 = 9.9
g

— cX+¢€
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Série de Fourier Generalizada

— 5= -

@ Se 6 ~cX,entdo € = 3 — ¢ X corresponde ao erro da
aproximacao

@ Oerro € é minimizado se c|7| = |3| cos 6, ou seja

c - |§>|c050_§>.f>
Xl X

@ Além disso, se 37 =0, entdo 3 e X sdo ortogonais
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Série de Fourier Generalizada

@ Sejam agora dois sinais g(t) e x(t), entéo se g(t) ~ cx(t)
no intervalo t; <t < t, entdo o erro da aproximagao é
dado por

e(t) = {g(t)—cx(tL t1<t<t2}

- 0, c.c.

@ A melhor aproximacdo é aquela que minimiza a energia do
erro que pode ser expressada como

Ee — /tzez(t)dt: “lg(t) — ox(t)Pdt

t
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Série de Fourier Generalizada

@ O valor de c que minimiza E. pode ser obtido fazendo-se
dEe/dt = 0, 0 que resulta em

@ Fazendo a analogia com vetores tem-se que:
- 2
gX g(t)x(t)dt
ty
X2 +— Ey

@ g(t) e x(t) séo ortogonais se

“axt)dt = 0

t
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Série de Fourier Generalizada

@ Se g(t) e x(t) s&o fun¢des complexas, entao:

1 [t
c = — g(t)x*(t)dt

@ Além disso, para dois vetores ortogonais X e 7 tem-se
que Z = X + ¥ resultaem |Z]2 = [X |2+ [V |2
@ Pode-se mostrar que para dois sinais x(t) e y(t)

ortogonais, tem-se que z(t) = x(t) + y(t) possui energia
EZ == EX + Ey
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@ Os resultados obtidos anteriormente podem ser
generalizados para dimensdes maiores

T S e :
@ Sejam X1, X5 € X3 trés vetores mutuamente ortogonais e
um vetor X € R3, entdo temos que:

= =
~ C1X1 + C2Xo

—>

X
X X — (Cl>71> + 02;2))

@ Oerro é rm’nim_c}) Se C; e C, séo as projecdes ortogonais ao
longo de x; e Xz, respectivamente
= — — 5= ., A
° Se X ~ C1X1 + C2X2 + C3X3, entdo € =0, ja que trés
vetores ortogonais formam uma base para R3
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@ Analogamente, um conjunto de sinais
X1(t),X2(t), -+ ,Xn(t) é ortogonal se

f2 . [ 0, m#n
A X (D)2 (1)t _{ e M }

@ Se além disso, E, = 1, diz-se que 0s sinais sdo
ortonormais
@ Assim, um sinal x(t) pode ser aproximado por

N
X(t) = caxa(t) + CaXa(t) + -+ + cnxn(t) = D CaXn(t)
n=1

N
e(t) = x(t) =D caXa(t)
n=1
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@ O erro € minimizado se

1 [t .
G = = | x(x(Odt, i=1,2, N
EXi t

® QuandoN — oo, entdoEc — O e

o
X(t) = D caxalt), 1 <t<t
n=1

€ a série de Fourier generalizada
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