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Sinais Discretos

Introducéao

@ Sinais discretos sao sinais definidos em instantes
discretos de tempo
@ Representados por x[n], n € Z
o Podem ser discretos por natureza ou resultado de uma
operacdao de discretizacédo (passagem do tempo continuo
para o tempo discreto)
@ Sistemas discretos sdo aqueles que processam sinais
discretos, resultando em um sinal de saida também
discreto

@ Sinais continuos também podem ser processados por
sistemas discretos desde que eles sejam discretizados
previamente

X(t) = et x(nTs)=e™" = x[n] =e %" (Ts =0,1)
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Modelos de Sinais Discretos

Modelos de Sinais Discretos

@ Impulso discreto
1, n=0
onl = { 0, n#0 }
@ Degrau unitario
1, n>0
ull = 10 n<o

@ O degrau unitario é util para representar sinais discretos
causais, bem como abreviar notacfes
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Modelos de Sinais Discretos

Exponencial Discreta

7

@ A exponencial discreta e’" é representada frequentemente
na forma «", sendo

n

A" = eM(y=etoul=Iny)

@ O plano A pode ser mapeado para o plano v
@ Eixo imaginario (\) - Circulo unitario (v)
A= jwoy=eY sy =g =1
@ SPE ()) - Interior do circulo unitario (v)
A = atju—sy=e sy =e?<1(a<0)

@ SPD () - Exterior do circulo unitario (v)

A = atju—y=e 5|y =e?>1(a>0)
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Exponencial Discreta

@ Mapeamento do plano \ para o plano

SP1 t SPD I:n Expomencialmente
crescente

Re —

creseente

Exponencialnente

(

(



Sinais Discretos
0000e00

Modelos de Sinais Discretos

Sendide Discreta

@ Uma sendide discreta no tempo é representada por

x[n] = Ccos(Qn+60) = Ccos(2rFn+0)

C — amplitude

# — fase em radianos

Q — frequéncia em radianos/amostra
Qn — angulo em radianos

F = Nio — frequéncia em ciclos/amostra
No — periodo
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Modelos de Sinais Discretos

Exponencial Complexa Discreta

@ Uma exponencial complexa discreta é representada por
jQn
el

@ A sua relacdo com a sendide discreta é dada por

el = (cosQn+jsinQn)
eI (cos n —j sinQn)
cosQn = e + eI
N 2
jQn —jn
. el — el
sinfn = ——M—

2
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Operagdes com Sinais Discretos

Energia e Poténcia de Sinais Discretos

@ A energia de um sinal discreto x[n] é dada por
Ex = Z x[n]|?
nNn=—o0

@ Se 0 < Ex < oo 0 sinal € dito ser de energia
@ A poténcia de um sinal x[n] é dada por

N
1 ,
P = M oN+1 nZ__N Xnll

@ Se 0 < Py < oo 0 sinal é dito ser de poténcia

@ Se x[n] for periodico, a poténcia pode ser calculada
dividindo-se a energia de um periodo pelo tamanho do
periodo
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Operacdes com Sinais

@ Deslocamento xs[n] = x[n — M|,M € Z
@ M > 0 — deslocamento para a direita (atraso)
@ M < 0 — deslocamento para a esquerda (avanco)
@ Reversdo no tempo x,[n] = x[—n]
@ Alteracdo na taxa de amostragem: Decimacgéo e
Interpolacéo
@ Decimagéo (compresséo) xq[n] = x[Mn],M € Z
@ Reduz a quantidade de amostras por um fator de M
@ Ha uma perda de informagéo
@ Interpolacédo (expanséo): 2 etapas (expansao e
interpolacéo)
@ Amostras sdo criadas a partir de outras amostras

{ x[r;)/;L]; n=kL (k € Z) }

Xe[n] c.c.
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Operagdes com Sinais Discretos

Decimacéo

@ Xx4[n] = x[2n]

vin|

H H“ [

xAn)

24
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xdn) = x[2n]

Decimagdo (redugio da amostragem )
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Sistemas Discretos

@ Um sistema discreto é um sistema que processa sinais
discretos resultando em saidas discretas

@ Sistemas discretos podem ser expressados através de
equacdes de diferenca

@ Esses sistemas podem ser inerentemente discretos ou
podem ser obtidos a partir da discretizac@o de sistemas
continuos no tempo

@ Os softwares de simulagéo transformam os sistemas
continuos em discretos

@ O usuario tem a "ilusdo"de estar trabalhando com um
sistema continuo
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Sistemas Discretos

Exemplo 3.6

Projetar um sistema discreto para diferenciar sinais continuos
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Sistemas Discretos

B dx(t) o x(nT)—=x((n—21)T)
Y(OT) = g = fm =g
. X[n] = x[n —1]
Yol = e
X[n] —x[n -1 X[n X[n -1
yln] = n T[ l_ 1[_]— [T ](T pequeno)
T é escolhido de acordo com o sinal a ser diferenciado.
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Sistemas Discretos

Solucéo

| tfu] tin]| ) ] ¥in] wr)
— Cib : = Dc ——

¢} ‘ | vl W)
el t) | [”
‘
| 1 1
0 | - 0 5 0 o AN T ; —-
* 0 5T 0T == T or 4=
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Sistemas Discretos

@ Em geral, uma equacdao diferencial qualquer pode ser
convertida em uma equacao de diferencas

@ Considere o0 exemplo da equacéo diferencial de primeira
ordem abaixo
dy (t)

—— 4 cy(t) =x(t) — lim

y[n] —y[n —1]
dt T—0 T

+ cy[n] = x[n]

@ Se T é pequeno, entdo pode-se ter a aproximacao

yln] —y[nh —1]
T

y[n] +ay[n —1] = fx[n] ou

y[n+1]+ay[n] = fx[n + 1]

+ey[n] =x[n] —
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Classificacao de Sistemas Discretos

@ A classificacdo dos sistemas discretos segue a mesma
linha dos sistemas continuos

@ Sendo assim, os sistemas discretos podem ser
@ Lineares ou nao lineares

Variantes ou invariantes no tempo

Causais ou ndo causais

Inversiveis ou ndo inversiveis

Estaveis ou instaveis

Com memoria ou sem memoria

® © ¢ ¢ ¢



Sistemas Discretos
00000000

Equacdes de Diferenca

Roteiro

e Sistemas Discretos
@ Equacdes de Diferenca



Sistemas Discretos
0@000000

Equacdes de Diferenca

Equacdes de Diferenca

@ Uma equacdo de diferencas pode ser escrita usando
operacdes de avanco ou de atraso

@ As duas formulag8es sdo equivalentes
@ A formulacdo com avancos é similar a obtida para as
equacdes diferenciais continuas

@ Uma equacdo de diferengas de ordem max (N, M) na
forma de avanco pode ser escrita como

y[n+N]+ay[n +N—1]+---+any[n] =
bN_MX[n + M] —I—bN_M+1X[n +M — 1] + - —I—bNX[n]
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Equacdes de Diferenca

Equacdes de Diferenca

@ Se o sistema discreto for causal, entdo N > M, logo um
sistema causal genérico de ordem N pode ser escrito
fazendo-se M = N

y[n+N]+ay[n+N —1]+---+ayy[n] =
box[n + N] 4+ byx[n+ N — 1] + - -- 4+ byx[n]

@ A equacéo de diferencas acima pode ser escrita na forma
de atraso fazendo-se a transformagdon — n — N,
resultando em

y[n]+ay[n—1]+---+any[n —N] =
box[n] + byx[n — 1] + - - - + byx[n — N]
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Equacdes de Diferenca

Solucao Iterativa

@ O método mais simples de solugédo de uma equacao de
diferencas é o recursivo ou iterativo

@ Nesse método, os valores de y[n] s&o obtidos
seqlencialmente a partir da entrada x[n] e das condicdes
iniciais

@ Esse tipo de solucéo é adequada para computadores

yln] = —ay[n—1]+---—ayy[n—N]
+ box[n]+---+bNx[n—N]
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Equacdes de Diferenca

Solucao Iterativa

Resolver recursivamente a equagéo y[n + 1] + 2y[n] = x[n + 1]
parax[n] =e"u[n]ey[-1] =0
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Equacdes de Diferenca

Solucao Iterativa

Resolver recursivamente a equagéo y[n + 1] + 2y[n] = x[n + 1]
parax[n] =e"u[n]ey[-1] =0

y[n] +2y[n—1] = x[n] —y[n] =-2y[n—1] +e "uln]
y[0] = —2y[-1]+e’=1
y[1] = -2y[0]+et=-1,6321

y[2l = —2y[l]+e % =3,3996
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Equacdes de Diferenca

Solucao Iterativa

@ y[n+ 1]+ 2y[n] = x[n + 1]

15
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Equacdes de Diferenca

Solucao Geral

@ Assim como foi feito para as equacdes diferenciais, € util
representar uma equacéao de diferenca usando operadores

@ O operador de avanco é definido por
E'x[n] = x[n+i]
@ Assim, um sistema causal genérico pode ser escrito como

(EN+a1EN_1-~+aN)y[n] = (boEN+b1EN_1"'+bN)X[n]
QIE] PIE]
Q[Ely[n] = P[E]X|n]
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Equacdes de Diferenca

Solucao Geral

@ A solucgéo geral consiste em uma expresséo para y|[n] em
funcdo de n que verifique a equacao de diferencas
QIEly[n] = P[E]x[n]

@ Assim como foi verificado para o caso continuo, a solucao
geral (resposta total) de um sistema discreto é dada por

y[n] = resposta de estado nulo+

devido a entrada
resposta de entrada nula

~
devido as condi¢@es iniciais
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Resposta de Entrada Nula

Resposta de Entrada Nula

@ A resposta de entrada nula yg[n] é a resposta do sistema
quando x[n] = 0, ou seja

yo[n +N]+azyo[n +N —1]+---+anyo[n] = O
Q[E]yo[n] = 0

@ A solucao é obtida a partir da equacéo caracteristica
Qhl=0 — W+ayNt+...+ay=0
(y=y)v—=22) - (v—=m)=0

@ Asraizes v1,7v,- -,y Sao chamadas de raizes
caracteristicas
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Resposta de Entrada Nula

@ Trés casos podem ser possiveis
@ As N raizes sao distintas

Yo[n] = c177 +C275 + -
@ Haraizes repetidas (v — v1)" (v — %r+1) - (v — ) =0
yoln] = (ci+con+---+cn P + CriaYrss + - CNIN
@ Haraizes complexas v = |y|el® e v* = |y|e 1?
Yo[n] = c¢17" +cy™ =c|y[" cos(Bn + )

@ As N constantes sdo determinadas a partir das N
condicdes iniciais
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Resposta de Entrada Nula

Resposta de Entrada Nula

Determinar a resposta de entrada nula de
y[n] +0,3y[n — 1] — 0,1y [n — 2] = x[n] 4+ 2x[n — 1] com
Yo[-1] = 1 e yo[-2] = 33.




Sistemas Discretos
000e0

Resposta de Entrada Nula

Resposta de Entrada Nula

Exercicio E3.12

Determinar a resposta de entrada nula de
y[n] +0,3y[n — 1] — 0,1y [n — 2] = x[n] 4+ 2x[n — 1] com
Yo[-1] = 1 e yo[-2] = 33.

-

y[n+2]+0,3y[n+1] — 0,1y[n] = x[n + 2] + 2x[n + 1]
Q[E] =E?+0,3E - 0,1

QM =+2+0,3y-0,1=0 -~ = —0,5;7, = 0,2
Yo[n] = ¢1(—0,5)" + c2(0,2)"

yo[n] = 2(-0,5)" +(0,2)"

A\
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Resposta de Entrada Nula

Determinar a resposta de entrada nula de
yIn] + 4y[n — 2] = 2x[n] com yo[1] = ~1/(2V2) e
yo[-2] = 1/(4v2).
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Resposta de Entrada Nula

Determinar a resposta de entrada nula de
yIn] + 4y[n — 2] = 2x[n] com yo[1] = ~1/(2V2) e
Yol-2] = 1/(4V2).

Solucéo

y[n + 2] + 4y[n] = 2x[n + 2]
QIE]=E?+4
Qhl=7*+4=0—y =2 =2el2;9, = —2j =272
yo[n] = c2" cos(ng+0)
T 3

_on T _ STy _ _on T, T
yo[n] =2 cos(n2 4) 2 cos(n2+4)
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Resposta ao Impulso

@ Para determinar a resposta de estado nulo € necessario
primeiramente determinar a resposta ao impulso

@ A resposta ao impulso denotada por h[n] é a solucéo da

equacao

Q[EJn[n] = P[E]S[n],com h[-1] =h[-2] =---h[-N] =0
QIE] = EN+4aENT... +ay
P[E] = boEN +b;EN-L... + by

@ Quando ay # 0, a resposta ao impulso é dada por

Al = 220+ yelnlun)
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Resposta ao Impulso

@ y¢[n] consiste em uma combinacé&o linear dos modos
caracteristicos v; do sistema

@ As N constantes presentes em h[n] sdo determinadas a
partir de N valores de h[n] (h[0], h[1], ---, h[N — 1])
@ Esses valores séo obtidos iterativamente a partir dos

valores iniciais h[-1] = h[-2] =--- =h[-N] =0
@ Quando ay = 0, a expressao da resposta ao impulso é
diferente

@ Esse caso é abordado na secdo 3.12 do livro texto
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Resposta ao Impulso

Exercicio E3.14a
Determinar a resposta ao impulso de y[n + 1] — y[n] = x[n].
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Resposta ao Impulso

Exercicio E3.14a
Determinar a resposta ao impulso de y[n + 1] — y[n] = x[n].

QE]=E -1
Qhl=7-1=0—-m=1
ye[n] =c11" =

h[n] = —d[n] + cyu[n]
h[0]=0—>c¢; =1

h[n] = —d[n] + u[n] = u[n — 1]
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Resposta ao Impulso

Exercicio E3.14b

Determinar a resposta ao impulso de
y[n] —5y[n — 1] + 6y[n — 2] = 8X[n — 1] — 19x[n — 2].
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Resposta ao Impulso

Exercicio E3.14b

Determinar a resposta ao impulso de
y[n] —5y[n — 1] + 6y[n — 2] = 8X[n — 1] — 19x[n — 2].

ot
Solucao

y[n + 2] — 5y[n + 1] + 6y[n] = 8X[n + 1] — 19x(n]
QE]=E?-5E+6,Q]=7"~57+6=0-=7=2,7=3

ye[n] = ¢12" +¢,3", h[n] = —gé[n] + (12" + c23")u[n]

3
=01 =81 =3 c= 2
3

hn] = _%m] (224 g3n)u[n]

-
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Resposta de Estado Nulo

@ Um sinal discreto qualquer x[n] pode ser expressado
como uma combinacao linear de impulsos deslocados

x[n] = i x[m]o[n — m]
@ Alguns exemplos
uln] = i d[n —m]
m=0

] =3 "8 - m]
m=0
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Resposta de Estado Nulo

@ Se o0 sistema é linear e invariante no tempo, ento:

entrada — saida
d[n] = hin]
d[n—m] = h[n—m]
x[m]o[n —m] = x[m]h[n —m]
i x[m]o[n —m] = i x[m]h[n — m]
x[n] y[n]

@ y[n] € a resposta de estado nulo e se deve unicamente a
entrada x[n]
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Resposta de Estado Nulo

@ Define-se

[ee]

x[n]«h[n] = > x[m]h[n — m]

m=—o0

@ x[n] = h[n] é chamado de somatério de convolucéo

@ As propriedades do somatorio de convolugéo séo
similares as da integral de convolucao

@ Comutatividade
X1[n] xX2[n] = X2[n] * x1[N]
@ Distributividade

xi[n] * (X2[n] +x3[n]) = Xq[n] * Xz[n] 4 X1 [N] * X3N]
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Somatorio de Convolucéo

@ Associatividade
xq[n] = (Xz[n] « x3[n]) = (xa[n] *X2[n]) * x3[n]
@ Deslocamento

x1[n] xxz[n] = c[n]
Xp[n—m]*xXa[n—p] = c[n—m—p]

@ Convolucdo com o impulso
x[n]«d[n] = x[n]

@ Largura
@ Se x4[n] tem largura W, e L; elementos e X,[n] tem largura
W, e L, elementos, entdo x;[n] * Xz[n] tem largura W; + W
e Ly + L, — 1 elementos ndo nulos
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Somatorio de Convolucéo

@ Se x[n] e h[n] forem causais, entdo tem-se que:

x[m] = O0sem<O0
hn—m] = O0sem>n

o0 n

yln = > x[mlhjn—m] =" x[m]h[n — m]

m=—oo m=0
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Somatorio de Convolucéo

Exercicio E3.15

Mostrar que (0,8)"u[n] * u[n] = 5[1 — (0, 8)"*]u[n]. Use o fato
que

rn—|—1 rm

Zr = ——paar#1
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Resposta de Estado Nulo

Exemplo 3.14

Determinar a resposta de estado nulo de um sistema LDIT
descrito por y[n + 2] — 0,6y[n + 1] — 0,16y [n] = 5x[n + 2] se
x[n] = 47 "u[n].
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Resposta de Estado Nulo

Exemplo 3.14

Determinar a resposta de estado nulo de um sistema LDIT
descrito por y[n + 2] — 0,6y[n + 1] — 0,16y [n] = 5x[n + 2] se
x[n] = 47 "u[n].

hin] = [(~0,2)" +4(0,8)"u[n]
y[n] = x[n]«h[n]
— [-1,26(4)™" +0,444(—0,2)" + 5,81(0, 8)"|u[n]
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Funcao de Transferéncia

@ Seja z" uma exponencial com duracao infinita e com
parametro complexo z

@ A resposta do sistema com resposta ao impulso h[n] &
entrada z" é dada por

y[n] = h[n]*z"

= i h[m]z"—™

m=—oo

= z" i h[m]z™™ = HJz]z"

m=-—oo

@ Sendo que,

H[z] = i h[m]z—™

m=—o0



Sistemas Discretos
o]

Resposta de Estado Nulo

Funcao de Transferéncia

@ H{z] é chamada de funcéo de transferéncia do sistema
@ H(z] pode ser também definido da seguinte maneira:

Sinal de saida

Hizl = — B
[ ] Sinal de entrada‘entrada_z

@ Um sistema LDIT pode ser escrito na forma:
Q[Ely[n] = PIE]X[n]
@ Logo

Q[EJH[z]z" = H[Z](Q[E]z") = P[E]z"
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Funcao de Transferéncia

Ekz" = z"tk =2z"zk = P[E|z" = P[z]z" e Q[E]z" = Q[z]Z"

Plz]

Hlel = ]
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Estabilidade de Sistemas Discretos

@ Assim como foi feito para os sistemas continuos, a
estabilidade dos sistemas discretos pode ser avaliada
segundo dois critérios

o Estabilidade BIBO (externa)
o Estabilidade assintoética (interna)

@ Um sistema LDIT é BIBO estavel se uma entrada limitada
resulta sempre em uma saida limitada

@ Essa condicdo é sempre verificada se

i lh[n]] < K< oo

nN=-—o0
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Estabilidade de Sistemas Discretos

@ As condic8es de estabilidade assintética para sistemas
LDIT causais sdo analogas as dos sistemas continuos
guando se faz a correspondéncia entre os planos A e ~

@ Assim, um sistema LDIT é assintoticamente estavel se
todas as raizes ~; estao dentro do circulo unitario
® Um sistema LDIT é assintoticamente instavel se
@ Ao menos uma raiz estiver fora do circulo
@ Ou se houverem raizes repetidas no circulo
@ Um sistema LDIT é marginalmente estavel se ndo
existirem raizes fora do circulo e se existirem algumas
raizes nao repetidas no circulo unitario



Sistemas Discretos

Estabilidade de Sistemas Discretos

Estabilidade de Sistemas Discretos

Instivel
Marginalmeme estdvel il i
— S

o =

fi/ \
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Estabilidade de Sistemas Discretos
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Estabilidade de Sistemas Discretos
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@ Os critérios de estabilidade estéo relacionados da
seguinte forma
@ Assintoticamente estavel — BIBO estavel
@ Assintoticamente instavel e marginalmente estavel
— BIBO instavel
@ O inverso nem sempre é verdadeiro

@ S6 quando o sistema é controlavel e observavel (ver
tansformada Z)
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