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Introdugao

Definicoes

@ A transformada de Laplace de um sinal x(t) é definida por:

X(s) = /oo x(t)e Stdt

@ A transformada inversa de Laplace de X(s) é dada por:

1 c+joo .
x(t) = =— X(s)e®dt
27TJ c—joo
@ A integracao na primeira expresséo é de —oco a co
@ Por essa razdo, essa expresséo é conhecida como
transformada de Laplace Bilateral

@ A transformada e sua inversa sdo chamados de par de
transformada
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Introdugao

Definicoes

@ Simbolicamente, o par de transformadas é representado
por:

X(s) = L), x(t)=LX(s)]
@ Combinando-se estas expressoes, tem-se que:
LTHLXMOD = x(t), L{LTX(S)} = X(s)
@ Uma representacao bastante comum é dada por:

X(t) < X(s)
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Introdugao

Definicoes

@ A transformada de Laplace € uma operacgéo linear, ou
seja, se

xi(t) <= Xu(s), xo(t) < Xaofs)
@ Entdo
axa(t) +axXe(t) <= arXu(s) + axXy(s)

@ s é uma variavel complexa e a transformada pode n&o
existir para todos os valores de s
@ Regido de Convergéncia (RDC) € o nome da regido do
plano complexo para a qual a transformada de Laplace
existe
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Exemplo

Calcular a transformada de Laplace e a RDC para um sinal
x(t) = e 3u(t)
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Exemplo

Calcular a transformada de Laplace e a RDC para um sinal
x(t) = e 3u(t)

Resposta
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Introdugao

Exemplo

Calcular a transformada de Laplace e a RDC para um sinal
X(t) = —e~@u(-t)
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Exemplo

Calcular a transformada de Laplace e a RDC para um sinal
X(t) = —e~@u(-t)

Resposta
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Introdugao

Regido de Convergéncia

@ Aregido de convergéncia é importante para a
determinacgéo da transformada de Laplace inversa

@ Dois sinais diferentes podem ter a mesma transformada,
mas com RDCs diferentes
@ A transformada inversa é obtida calculando-se uma
integral ao longo de um caminho no plano complexo
@ Procedimento complicado, pois exige conhecimentos de
funcbes de variaveis complexas (disciplina: Métodos
Matematicos)
@ O procedimento usual é utilizar uma tabela com os pares
de transformadas para 0s sinais mais comuns
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Introdugao

Transformada Unilateral

@ Como os sinais de interesse pratico sdo causais, define-se
a Transformada de Laplace Unilateral

@ A transformada unilateral ndo apresenta ambiglidade
@ A correspondéncia entre um sinal e uma transformada é
um-a-um

@ A transformada de Laplace (unilateral) é definida como:

X(s) = /Oox(t)e‘Stdt

@ Como a correspondéncia € um-a-um, geralmente se omite
a RDC da transformada unilateral
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bela dos Pares de Transformadas

s 1

ity ':

o 3
ult) -
e =
) =
Petu( =
cos biult) arE
sin btult) s
& cos btu(t)

24a
feraf+¥

e~ sin btu(t) d

e~ con b+ 8) ) Gl
e~ cos (bt + B) ult) ;% ff;’j:a
v cos b + d)alt) S

o=

[Aumb(+ B;Aniin M‘ o) l,—':‘%ﬂ%



Transformada de Laplace
000000000 e0000

Introdugao

Transformada Inversa

@ A maioria das transformadas de interesse pratico sdo
funcdes racionais, ou seja:
P(s)

X(s) = @

@ O procedimento para a obtencédo da transformada inversa
consiste entdo em:
@ Representar X(s) em fragdes parciais
@ Aplicar os pares de transformada da tabela
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Exemplo

7s—6

Calcular a transformada de Laplace inversa de X(s) = >
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Exemplo

Calcular a transformada de Laplace inversa de X (s) = SZ:EG

Deve-se primeiramente expandir X (s) em frages parciais:

K1 Ko
X =
(s) s+2+s—3
4 3
X =
(s) s+2+s—3

x(t) = (4e 2 +3e3)u(t)
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Exemplo

25245

Calcular a transformada de Laplace inversa de X(s) = ;775>




Transformada de Laplace
0000000000000

Introdugao

Exemplo

_ _2s%45
243542

Deve-se primeiramente expandir X (s) em frages parciais:

Calcular a transformada de Laplace inversa de X(s)

kq ko
X = 2 —
(s) ts+1s+2
7 13

X(s) = 2 —
(s) Jrs+1 S+ 2

x(t) = 25(t) + (7e"t — 13e 2)u(t)
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Introdugao

Exemplo

Calcular a transformada de Laplace inversa de
X (S) _ 6(s+34)
~ s(s2+10s+34)
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Introdugao

Exemplo

Calcular a transformada de Laplace inversa de

. 6(s+34)
X(8) = sEz+10s138)

-
Solucao

Deve-se primeiramente expandir X (s) em frages parciais:

ko I
X(s) = — 2
() s 5+5-j3 s+5+]3
6 -3+j4 —3-j4
X(s) = = . :
O = e e
6 5eil269°  5g-i1269°
X(s) = — + .
S S+5—-j3 s+5+]3

x(t) = [6+ 10e' cos (3t + 126,9°)]u(t)
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Exemplo

Calcular a transformada de Laplace inversa de

_ 8s+10
X(8) = Grstar
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Introdugao

Exemplo

Calcular a transformada de Laplace inversa de
X (S) — 8s+10
(s+1)(s+2)3

-

Deve-se primeiramente expandir X (s) em frages parciais:

kq dp a a
X =
(s) S+1+(s+2)3+(s+2)2+s+2
X(s) — 2 6 2 2

s+1 (5+2° (5+22 s+2
x(t) = [2e7' 4 (3t? — 2t — 2)e " ?|u(t)

A\
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@ Transformada de Laplace

@ Propriedades
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Propriedades

Propriedades da Transformada de Laplace

@ As transformadas que néo estéo tabeladas podem ser
calculadas com o auxilio de algumas propriedades

@ Linearidade

sexi(t) < Xi(s) e xo(t) < Xa(s)
entdo asxp (t) + axxa(t) <= ai1Xi(s) + axXa(s)

@ Deslocamento no tempo

sex(t) < X(s)
entdo x(t —tg) <= X(s)e S (ty > 0)



Transformada de Laplace
O0e00000000000

Propriedades

Exemplo

Exercicio E4.3

Determinar a transformada de Laplace do sinal x(t) dado por
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Propriedades

Exemplo

Solucao exercicio E4.3

x(t) = tu(t)—u(t—-2)]+ (-2t +6)u(t—2)—u(t—23)
= =3(t—2)u(t —2)+tu(t) +2(t — 3)u(t — 3)

tu(t) — siz

X(s) = (L4273 3e‘25)s—12




Transformada de Laplace
0000800000000 0

Propriedades

Propriedades da Transformada de Laplace

@ Deslocamento em frequéncia

sex(t) < X(s)
entdo x(t)e®! <« X(s —sp)

@ Diferenciac&o no tempo

sex(t) < X(s)
entdo d);it) <= sX(s)—x(07)
dzgt) s $2X(s) = sx(07) — x(07)

an(t) n . n—k,, (k—1)/n—
o = sX(s)—kZ_ls xk=D07)
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Propriedades

Exemplo

Exemplo 4.7

Determinar a transformada de Laplace do sinal x(t) usando as
propriedades de diferenciagdo no tempo e de deslocamento no
tempo
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Propriedades

Exemplo

Solugéo exemplo 4.7

x(t) = =3(t—2)u(t—2)+tu(t) +2(t — 3)u(t —3)

dz@ = —3u(t—2)+u(t) + 2u(t - 3)
() _
dt2 = —30(t — 2) +(t) + 26(t — 3)

sx(07) —x(07)=1—-3e 2 2%

{ dtz } = ﬁ{—35(t—2)+5(t)+25(t—3)}
(s)
s)

_ o 1
= (1+2e3-3e 2S)S—z
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Diferenciacao na frequéncia

sex(t) < X(s)

< (s)
entdo tx(t) <« ds

@ Integracdo no tempo
sex(t) < X(s)

t
entéo/ x(r)dr <~ %

t O x(r)ydr
/ x(r)dr «— X(s) + f_OOX( )d
. s s
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Escalonamento
sex(t) < X(s)
~ 1 /s
entdo x(at) <«— =X (—)
a \a
@ Convolucado no tempo e na frequéncia

se xi(t) < Xi(s) e xo(t) <= X3(s)
entdo xp (1) x Xa(t) <= Xi(s)X2(s)

Xe(Oxa(t) = ziﬂj[xl(s)*xz(s)]
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Propriedades

Exemplo

Exemplo 4.8

Usando a propriedade da convolugéo, determine
c(t) = e?tu(t) = ePlu(t).
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Propriedades

Exemplo

Exemplo 4.8

Usando a propriedade da convolugéo, determine
c(t) = e?tu(t) = ePlu(t).

Solugéo exemplo 4.8

C(s) = £{eu()}fe™u(t)} = i 6 i b (s— a)l(s —b
1,1 1 (e —e™u(t)
Cl) = a—b(s—a_s—b) =eti="——"p
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Propriedades

Propriedades da Transformada de Laplace

@ Aplicacéo da convolucdo em sistemas lineares
H(s) = / h(r)eS"dr = £{h(t)}

@ Ou seja, a funcao de transferéncia H(s) é a transformada
de Laplace da resposta ao impulso h(t)

@ Para a resposta de estado nulo, tem-se

y(t) = x(t)xh(t) < Y(s) = X(s)H(s)
H _Y(s) _ LJresp. estado nulo]
(s) = X(s) L[entrada]
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Teorema do valor inicial
@ O objetivo é conhecer o valor inicial de x(t) a partir de X(s)
@ Se x(t) e dx(t)/dt possuem transformada de Laplace,
entdo
N
x(07) = SI|_>mOo sX(s)

@ Esse teorema se aplica se X(s) for estritamente prépria
(M <N)
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Propriedades da Transformada de Laplace

@ Teorema do valor final

@ O objetivo é conhecer o valor final de x(t) a partir de X(s)
@ Se x(t) e dx(t)/dt possuem transformada de Laplace,
entéo

Xx(o00) = tim x(t):s!h;nosx(s)

@ Esse teorema se aplica se os p6los de X(s) estiverem no
SPE (incluindo também o pélo s = 0)
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Exemplo

Exemplo 4.9
Determinar os valores inicial e final de y(t) se Y (s) é dado por

10(2s + 3)

YE) = s(s? +2s+5)
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Propriedades

Exemplo

Exemplo 4.9
Determinar os valores inicial e final de y(t) se Y (s) é dado por

10(2s + 3)
s(s? +2s+5)

Solucao exemplo 4.9

: : 10(2s + 3) 20
+ = = _— = — =
y(0") = SI|mOo sY(s) = SI|mOo 2+2515) o 0

| . 10(2s+3) 30
s“—%SY(S)_slino (s2+2s+5) 5
y(t) = 6u(t)+ v85e " cos (2t + 229,398°)u(t)

Y(s) =

6

y(c0)
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@ Transformada de Laplace

@ Solucao de Equacdes Diferenciais
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Solugéo de Equacdes Diferenciais

Solucao de Equac0des Diferenciais

@ Vimos que

n n
dd>:£t) = s"X(s) - ) _s"HxD(o)

k=1

@ Além disso, a transformada de Laplace é uma operacao
linear de modo que

Dac(t) = > aX(s)
K K

@ Usando essas duas propriedades é possivel resolver uma
equacéo diferencial usando a transformada de Laplace
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Solugéo de Equacdes Diferenciais

Exemplo
Exercicio E4.6
Resolver
d2y(t) =, dy(t) dx(t)
e +4 gt +3y(t) = 2—dt + x(t)

para a entrada x(t) = u(t) comy(0~)=1ey(07) = 2.
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Solugéo de Equacdes Diferenciais

Exemplo
Exercicio E4.6
Resolver
d2y(t) =, dy(t) dx(t)
e +4 gt +3y(t) = Z—dt + x(t)

para a entrada x(t) = u(t) comy(0~)=1ey(07) = 2.
Solucao exercicio E4.6

y(t) < Y(s)

dﬁ—it) < sY(s)—y(0)=sY(s)—-1

dzgt) > s%Y(s)—sy(07)—y(07)=s°Y(s)—s -2

\
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Solugéo de Equacdes Diferenciais

Exemplo

Solucao exercicio E4.6

1
s

X(t) =u(t) < X(s)=

i = sX(s) —x(07)=sX(s)=1

Logo, temos que:

e T} ac( G0} roelyo) = 20{ TP} + efrco)
1

S2Y(5) =5 — 2 +4(sY(s) ~ 1) +3Y(s) = 21+ _

2+8 1
(s +4s +3)Y(s) = %

-
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Solugéo de Equacdes Diferenciais

Exemplo

Solucao exercicio E4.6

Y(s) = s24+8s+1  s?24+8s+1
~ s(s2+4s+3) s(s+1)(s+3)
kg ko ks
7B = s+s+1 s+3
11 1 7 1

YE) = 35+3551 3543
1 7

y(t) = 5 (t)+3e‘tu(t)—§e‘3‘u(t)
1

y(t) = §(1+9e“—7e‘3t)u(t)
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Solucao de Equac0des Diferenciais

@ E possivel separar as componentes de entrada nula e de
estado nulo na solucao total

@ Os termos da resposta de entrada nula dependem apenas
das condicdes iniciais

@ Os termos da resposta de estado nulo dependem apenas
da entrada x(t)

@ No exemplo anterior, a partir da aplicacdo da transformada
de Laplace obteve-se

s2Y(s) —s — 2+ 4(sY(s) — 1) + 3Y(s) :2+%
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Solucao de Equac0des Diferenciais

@ Essa equacao algébrica pode ser escrita como

1
(s> +4s+3)Y(s)= (5+6) +2+ =
—— S

cond. iniciais
entrada

S+6 n 2s+1
s2+4s+3  s(s?2+4s+3)
— —_———

comp. entrada nula  comp. estado nulo
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Solucao de Equac0des Diferenciais

@ A expansdo em fracOes parciais resulta em

s+6

s24+4s+3
2s+1

s(s? +4s + 3)
® Finalmente, tem-se

1

5 1 3 1

2s+1 2543
11+1 1 5 1
3s 2s+1 6s+3

y(t) = —(Se‘t—3e‘3‘)u(t)+%(2+3e‘t—5e‘3t)u(t)

2

resp. entrada nula

resp. estado nulo
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@ Transformada de Laplace

@ Resposta de Estado Nulo
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Resposta de Estado Nulo

@ Vimos que um sistema LCIT de ordem N pode ser escrito

como
QD) () = P(D)x(t)
QD) = DV +a;DVt+..ay_4D +ay
P(D) = beDN +b;DN"t ... 4+ by 4D + by

@ Quando o estado é nulo, tem-se que:
y(07) = y(0)=---=yN-Doo7)=0
@ Se x(t) for causal, entéo:

x(07) = %(07)=---=xN-D(")=0
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Resposta de Estado Nulo

Resposta de Estado Nulo

@ Sendo assim, tem-se que:

Dry(t):d—trr (1) < s'Y(s)
Dkx(t):%x(t) — s*X(s)

@ Logo a transformada de Laplace da equacao do sistema é
dada por

( sN tasMNt 4 cayas+an)Y(s)
= (bosMN +bsN 4. 4 by_1s + by)X(S)
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Resposta de Estado Nulo

(boSN + blsN_l + -+ byo1SH+ bN)

Y(S) - (SN+alsN—1—|—---aN_1s+aN) X(S)
_ PO yisy =
= Q(S)X(s)_H(s)X(s)
_Y(s) _P(s)

) = X9 " Q6

@ As raizes do denominador de H(s) séo chamadas de
polos do sistema

@ As raizes do numerador de H(s) sdo chamadas de zéros
do sistema
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Resposta de Estado Nulo

Exemplo

Exemplo 4.12

Determinar a resposta y(t) para o sistema

+6y(t) = d);—it)—i—x(t)

d2?y(t) | _dy(t)
a2 T a

se x(t) = 3e~®tu(t) com todas as condigées iniciais nulas.
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Resposta de Estado Nulo

Exemplo

Exemplo 4.12

Determinar a resposta y(t) para o sistema

+6y(t) = d);—it)—i—x(t)

d2?y(t) | _dy(t)
a2 T a

se x(t) = 3e~®tu(t) com todas as condigées iniciais nulas.

Solugdo exemplo 4.12

s+1
s24+5s5+6

H(s) =
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Resposta de Estado Nulo

Exemplo

Solucéo exemplo 4.12

s+1 3

Y(s) = H(s)X(s)= s2155+6's+5

. 3(s+1)
YO) = Gids+3ETY)
1 1 1
YE) = g3 t3553 %545

y(t) = (Be 3t —e 2 —2e " u(t)
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Resposta de Estado Nulo

Exemplo

Exercicio E4.7

Para um sistema LIT com funcao de transferéncia

s+5
HS) = 5
() s2+4s+3

© Dé a equagéo diferencial que relaciona a entrada e a
saida.

© Determine y(t) se x(t) = e~?'u(t) e o sistema estiver em
estado nulo.
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Resposta de Estado Nulo

Exemplo

Solucao exercicio E4.7

_ S+5

T s244s+3
(s? +4s 4+ 3)Y (s) = (s + 5)X(s)

S2Y (s) + 4sY (s) + 3Y(s) = sX(s) + 5X(s)

Y(s) = H(s)X(s) X(s)

1 S+5
O =52 = YO = e as 13

y(t) = (267 —3e 2 + e 3)u(t)
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@ Transformada de Laplace

@ Estabilidade de Sistemas
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Estabilidade de Sistemas Continuos

@ A estabilidade de um sistema linear pode ser analisada
segundo os critérios

@ BIBO (estabilidade externa)
@ Assintética (estabilidade interna)
@ A estabilidade BIBO pode ser determinada a partir da
analise dos pdlos da funcao de transferéncia do sistema

@ A estabilidade assintotica pode ser determinada a partir
das raizes do polinémio Q(s)
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Estabilidade BIBO

@ Dois casos podem ser analisados
@ 1°caso: M >N
@ H(s) pode ser escrita como H(s) = R(s) + H’(s), em que
R(s) é um polindmio de ordem M — N
@ A acdo de R(s) é a de um diferenciador de ordemM — N e
portanto o sistema é BIBO instavel
@ 2%caso: M <N
@ O sistema é BIBO estéavel se todos os pélos de H(s) estéo
no semi plano esquerdo (SPE)
@ Caso contrario, o sistema é BIBO instavel
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Estabilidade Assintotica

@ A estabilidade assintética é determinada a partir das
raizes de Q(s) ou a partir dos pélos de H(s), se P(s) e
Q(s) néo possuirem fatores em comum (cancelamento de
polos)

@ O sistema é assintoticamente estavel se todas as raizes
estdo no SPE

@ O sistema é assintoticamente instavel se a0 menos uma
raiz estiver no SPD ou se existirem raizes repetidas no eixo
imaginario

@ O sistema é marginalmente estavel se ndo existirem raizes
no SPD e existirem uma ou mais raizes ndo repetidas
sobre o eixo imaginario
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@ Transformada de Laplace

@ Diagramas de Bloco
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Diagramas de Bloco

@ Sistemas complexos podem ser representados através da
interconexao de subsistemas

@ Cada subsistema é representado por sua funcao de
transferéncia

@ Os tipos elementares de interconexao de subsistemas
séo:

o Cascata (série)
o Paralelo
@ Realimentacéo (feedback)
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Diagramas de Bloco

@ Interconexao em série
X8} ——ou  ff{y} ————— Ji5)

Xix) Wis ¥is) X(s) Ys)
—— HisH —— H = H GGG ———

@ Interconexao em paralelo

Xis) ¥is) Xis) Yis)
X - . Hytsh + Hks) ———
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Diagramas de Bloco

@ Interconexdo com realimentacao

X(5) My ———-Fin
Xix) i2) ¥is) Xis) Gis ¥is)
——{ = S
< ) T+ GO

= 1
L I —

@ Alguns blocos elementares podem ser usados para
construir (realizar) fungdes de transferéncias complexas
@ Atrasador ideal: H(s) = e~ST
o Diferenciador ideal: H(s) = s

@ Integrador ideal: H(s) = 1
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@ Transformada de Laplace

@ Transformada de Laplace Bilateral
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Transformada de Laplace Bilateral

Transformada de Laplace Bilateral

@ Vimos que para sinais ndo causais, 0 par de
transformadas de Laplace é definido como

00 1 C+joo
X(s) = / x(t)e-stdt, x(t) = —./ X (s)estdt
—00 27” C—joo
@ Vimos também que a transformada bilateral n&o é Unica, ja
que
X(t) = e tu(t) «= X(s) = ——Re(s) > —a
s+a’
1
t) = —e u(-t X(s) = R —
x(t) e fu(—t) < X(s) sta’ e(s) < —a
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@ A transformada de Laplace bilateral pode ser calculada
diretamente pela definicdo ou através de um procedimento
gue usa a tabela de transformadas unilaterais

@ Um sinal ndo causal x(t) pode ser decomposto na soma
de um sinal causal x; (t) e de um sinal anticausal x,(t)
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@ Com essa decomposicao, tem-se que:

X(s) = /oo x(t)e stdt

—00

0~ [

= / Xo(t)e Stdt + / x1(t)e Stdt = Xo(s) + X1(S)

@ X;(s) é atransformada unilateral de x; (t) e portanto, pode
ser obtida a partir de uma tabela

Xo(s) = /O_xz(t)e_Stdt:—/O+x2(—u)es“du

—0o0 o0
e}

= / Xo(—t)estdt
0

+
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@ Entao

Xo(—s) = /Oooxz(—t)e_Stdt:/ooxz(—t)e‘Stdt

+

@ Ou seja, X,(—s) é a transformada unilateral de x;(—t) e
portanto, pode ser obtida a partir de uma tabela

vl — 1] |
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@ O procedimento para se obter a transformada de Laplace
bilateral € o seguinte
© Dividir x(t) em x,(t)(causal) e x,(t)(anticausal)
@ Determinar X;(s) <= x(t)
© Determinar X,(s) calculando x,(—t) <= X,(—s) e em
seguida trocando s por —s
© Fazer X(s) = X1(s) + Xa(s)
@ A RDC de um sinal causal é da forma Re{s} > o, sendo
assim
@ X;(s) tem RDC Re{s} > o,
@ Xy(—s) tem RDC Re{s} > o,
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@ Assim,

@ X,(s) tem RDC Re{s} < —ag,

@ X(s) = Xi1(s) + Xz(s) tem RDC o, < Re{s} < —og,
@ Os pdlos de X;(s) estéo localizados a esquerda da RDC
@ Os pdlos de X,(s) estéo localizados a direita da RDC

-

e

E 0 i,
f
| Regido de convergéncia para 2 componente causal de x(r)

| Regido de convergéneia par a componente anticausal de vis)

| Regido (faixa) de convergéncia de wdo x(f)
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Exemplo

Determinar a transformada de Laplace bilateral de
x(t) = e®u(~t) +eu(t)
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Exemplo

Determinar a transformada de Laplace bilateral de
x(t) = e®u(~t) +eu(t)

'

Solucao exemplo

xi(t) = eatu(t)@xl(s)zé, Re{s} > a
Xo(t) = e Pu(t) <= Xo(—s ):ﬁ, Re{s} > —b
Xo(s) = —ﬁ, Re{s} < b

X(s) = — 20 4 Refs}<b

(s—a)(s—b)’

\
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Exemplo

Exemplo 4.28

Determinar a transformada de Laplace bilateral inversa de
-3
X(s) = ————F—
() (s+2)(s—1)
se a RDC for
Q@ 2<Re{s}<1
Q Re{s} >1
@ Re{s} < -2
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Exemplo

Solucéo exemplo 4.28

R |
(s+2)(s—-1) s+2 s-1

X(s) =

Q x(t) =e2u(t) +etu(-t)
Q x(t) = (e 2 + eY)u(t)
Q x(t) = (e' — e ?)u(-t)
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Propriedades da Transformada Bilateral

@ As propriedades da transformada de Laplace bilateral séo
semelhantes as da unilateral

@ Deve-se, contudo, prestar atencdo a RDC
@ Linearidade

sexi(t) < Xi(s) e xo(t) < Xa(s)
entdo a;xp (t) + axXa(t) <= ai1Xi(s) + axXa(s)

@ ARDC de a;X;(s) + axXz(s) € a interseccéo das RDCs de
X1(s) e Xz(s)
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@ Deslocamento no tempo

X(t—tg) <= X(s)e S

@ ARDC de X(s)eS© é idéntica a RDC de X(s)
@ Deslocamento em frequéncia

sex(t) < X(s), a<Re{s}<b
entdo x(t)e%! <= X(s —sp)

@ ARDC de X(s —sp) éa+c < Re{s} <b-+c, com
c = Re{so}



Transformada de Laplace
00000000000 0e0000000

Transformada de Laplace Bilateral

Propriedades da Transformada Bilateral

@ Convolucéo no tempo

sexi(t) < Xi(s) e xzo(t) <= Xz(s)
entdo xp (1) x Xa(t) <= Xi(s)X2(S)

@ A RDC de X;(s)X2(s) é a intersec¢do das RDCs de X;(s) e
Xa(s)

@ Reversdo no tempo

sex(t) < X(s), a<Re{s}<b
entdo x(—t) <= X(-s)

@ ARDC de X(—s) é —b < Re{s} < —a
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@ Atransformada de Laplace bilateral pode ser utilizada para
analisar sistemas LCIT ndo causais ou quando a entrada é
ndo causal

@ Desde que a RDC de X (s)H(s) exista, pode-se calcular

y(t) = L{X(s)H(s)}
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Exemplo

Exemplo 4.30

Determinar a resposta y(t) para um sistema LCIT n&o causal
cuja funcao de transferéncia é dada por

H(s) = Re{s} <1

s—1’

para a entrada x(t) = e~ ?tu(t)
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Exemplo

Solucéo exemplo 4.30

x(t) = e 2u(t) < X(s) = ot Re{s} > -2
1
Y(s) = X(s)H(s)= G-1+2) —2<Re{s} <1
Y(s) = s_l—/i + le/rSZ’ —2<Re{s}<1
y(t) = Zleu(-t) +e 2u()]
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Exemplo

Exemplo 4.31

Determinar a resposta y(t) para um sistema LCIT cuja fungéo
de transferéncia é dada por

1
H(s) = s 5 Re{s} > -5

para a entrada x(t) = e~tu(t) + e ~?'u(-t)
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Exemplo

Solugdo exemplo 4.31

x(t) = e tu(t)+e %u(-t)
—_— Y
xa(t) Xa(t)

xi(t) = e_tu(t)@xl(s)zﬁ, Re{s} > -1

Xo(t) = e 2u(—t) <= Xy(s) = Re{s} < -2

s+2’
Como X1(s) e X2(s) ndo possuem uma RDC comum, a
resposta deve ser obtida separadamente
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Exemplo

Solugdo exemplo 4.31

y(t) = [xa(t) +x2(t)] * h(t) = xa(t) * h(t) + Xxa(t) * h(t)
= Ya(t) +y2(t) <= Ya(s) + Ya(s)

1
Yals) = XEHE) = G pE e
14 1/4
= o Re{s} > -1

nt) = e —eu)
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Exemplo

Solugdo exemplo 4.31

-1

Yas) = XSHE) = G aE T

= ;i/g + 515_35, -5 <Re{s} <-2
Valt) = gl Su() + e Mu(-)

—t —5t
YO = i) +ya(t) = e 2u(-1) + (5 + S
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@ Transformada de Laplace

@ Resposta em Frequéncia
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Resposta em Frequéncia

@ A resposta em frequéncia consiste na andlise da resposta
de um sistema a sendides cuja frequéncia varia de 0 a co

@ A resposta em frequéncia é essencial no desenvolvimento
de filtros

@ Vimos que para um sistema LCIT, tem-se que:

eSt

= H(s)e™
@ Fazendos =jw

et — H(jw)e
Re{e/'} = coswt = Re{H(jw)e!“'}
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Resposta em Frequéncia

@ Como
H(jw) = [H(jw)le! "0
@ Tem-se que
coswt = |H(jw)|cos (wt + ZH(jw))

@ Sendo assim, a saida y(t) para uma entrada x(t) = coswt
é dada por

y(t) = [H(jw)lcos (wt + ZH(jw))
@ Para x(t) = coswt + 6, y(t) é dado por

y(t) = |H(jw)|cos(wt+ 0+ ZH(jw))
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Resposta em Frequéncia

@ H(jw) s6 pode ser calculado se s = jw estiver na RDC de
H(s), ou seja, o sistema deve ser BIBO estavel

@ A amplitude da sendide de saida € amplificada ou
atenuada por |H(jw)|

@ A fase da sendide de saida é deslocada por ZH(jw)

@ O gréfico de |H(jw)| versus w é chamado de resposta de
amplitude

@ O gréfico de ZH(jw) versus w é chamado de resposta de
fase

@ A resposta em frequéncia de um sistema consiste nas
respostas de amplitude e de fase
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Exemplo

Exemplo 4.23

Determinar a resposta em frequéncia de um sistema LCIT
causal cuja funcao de transferéncia € dada por:

s+0,1

His) = S+5
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Exemplo

Exemplo 4.23

Determinar a resposta em frequéncia de um sistema LCIT
causal cuja funcao de transferéncia € dada por:

s+0,1
H =
(s) sS+5
Solucéo exemplo 4.23
. jw+0,1
H =
(1) Jw+5
M) — Y00
Vw2 + 25
/H(jw) = arctan (10w) — arctan (0, 2w)
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Exemplo

Solugdo exemplo 4.23

|Hi jew)]

10 b —=

i) = 0,372 cos(2t + 65.3°)
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Exemplo 4.24

Determinar a resposta em frequéncia para os seguintes
sistemas:

@ Um atrasador ideal de T segundos
@ Um diferenciador ideal
© Um integrador ideal
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Exemplo 4.24

Determinar a resposta em frequéncia para os seguintes
sistemas:

@ Um atrasador ideal de T segundos
@ Um diferenciador ideal
© Um integrador ideal

Solucéo exemplo 4.24
Q H(s)=e ST — H(jw) =e7iT
Q H(s) =s — H(jw) = jw = |w|ei™/?
© H(s) = 1/s — H(jw) = 1/(jw) = |1 /w|e71™/2
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Exemplo

Solucéo exemplo 4.24

‘lm fau|

LA

| £ H ji) i H jo)
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Exercicio E4.14

Determine a resposta de um sistema LCIT especificado por

d?y _dy dx
W aF SE TF 2y(t) = a TF 5X(t)

se a entrada for a senodide x(t) = 20 sin (3t + 35°)
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Exemplo

Solucao exercicio E4.14

s+5 . jw+5
H(s) = =—%— —H ==
(s) s2+3s+2 (j) 3jw + 2 — w?
. 5+ 3] i
H(3) = _7++ sjaj SERER R

x(t) = 20sin(3t +35°) = 20cos (3t — 55°)
y(t) = 20.0,511cos (3t —55° —96,91°)

= 10,23cos (3t — 151,91°)
y(t) = 10,23sin(3t —61,91°)
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@ Senoides praticas sao de duracao finita, ou seja,
comecam em algum instante de tempo

@ Para uma exponencial complexa de duracgéo finita, tem-se
que:

1
S —jw

eltu(t) —

@ Assim,
P(s)
(s— A1)+ (s—An)(s —jw)
Q(s)

Y(s) = X(s)H(s)=
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@ A expansdo em fragGes parciais de Y (s) resulta em:

N

Y(s) = Z Ki +H(jw)

i:13—/\i S —jw

@ O que resulta na resposta

N
_ aAt iw jwt
y(t) = ;kle ut) + H(jw)e u(t)

comp. regime estacionario yss(t)

comp. transitério yy (t)

@ Para um sistema assintoticamente estavel, yy (t) diminui
com o tempo
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@ Ja a componente de regime estacionario yss(t) nao diminui

@ Usando um argumento similar ao usado anteriormente, a
resposta de regime permanente (estacionaria) para uma
entrada causal x(t) = cos (wt)u(t) é dada por

Yss(t) = |H(jw)|cos [wt + ZH (jw)]u(t)
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