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Sistemas Continuos no Tempo

Introducéao

@ Uma classe importante de sistemas lineares séo os
Sistemas Lineares Continuos Invariantes no Tempo (LCIT)

@ Sistemas lineares diferenciais
@ A anadlise desses sistemas pode ser realizada no dominio
do tempo ou da frequéncia
@ No dominio da frequéncia, a analise é feita através das
transformadas de Laplace e de Fourier
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Sistemas Lineares Diferenciais

@ Sejax(t) aentrada e y(t) a saida de um sistema LCIT,

entao
N—1
N y dy
G Ta giN-T ToAN-1ge +any(t)

dV-1 d
X 4+ 4 bN—l_X + bNX(t)

dMx
dt

bN—Md,[—M + bN—M+1W

@ Usando o operador D = d /dt, tem-se

( DN +a1DN_1+'--aN_1D+aN)y(t)
(bn—m DM + bN—M-i—lDM_l + -4 byoaD 4 by)x(t)
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Sistemas Lineares Diferenciais

@ O sistema LCIT pode ser representado por polindmios

Q(D)y() = P(D)x(1)
Q(D) = DN +a1DN_1+"'aN_1D+aN
P(D) = bN—MDNI +bN—M+lDM_1+"'+bN_1D+bN

@ Normalmente, N > M para garantir que 0s sistemas sejam
estaveis e que o ruido ndo seja amplificado
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Resposta de Sistemas Lineares

Resposta de um Sistema LCIT

@ Aresposta de um sistema LCIT pode ser expressa como a
soma de duas componentes

@ Resposta de entrada nula (devido as condicdes iniciais)
@ Resposta de estado nulo (devido a entrada apenas)
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Resposta de Sistemas Lineares

Resposta de um Sistema LCIT

@ Aresposta de um sistema LCIT pode ser expressa como a
soma de duas componentes

@ Resposta de entrada nula (devido as condicdes iniciais)
@ Resposta de estado nulo (devido a entrada apenas)

y(t) = VC(O)—I-RX(t)—i—%/OX(T)dT
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Resposta de Sistemas Lineares

Resposta de Entrada Nula

@ Aresposta de entrada nula yy(t) é obtida observando-se a
saida quando x(t) =0

Q(D)yo(t) = ©
(DN +a;DN"t + .. ay 41D +an)yo(t) = O

@ A solucéo é obtida encontrando-se as raizes do polindmio

Q(A)
QN = MNiaNly.ay_iA+ay=0
@ Se Q(\) tiver N raizes distintas, entao

QM) = (A=A)A—=X2)---(A—An)=0
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Resposta de Sistemas Lineares

Resposta de Entrada Nula

@ Finalmente, a resposta de entrada nula yp(t) € da forma
Yo(t) = cieMt4 et ... 4 e

@ O polindmio Q(A) é chamado de polindmio caracteristico
@ A equacgdo Q()\) = 0 é chamada de equagéo caracteristica

@ As constantes ¢y, Cy, - - - ,Cy S80 obtidas a partir de N
condicdes iniciais
@ Asraizes \i, A2, -+, Ay S80 chamadas de raizes

caracteristicas, valores caracteristicos, autovalores ou
frequéncias naturais

@ As exponenciais eM',i = 1,2,---N sdo chamadas de
modos caracteristicos do sistema
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Resposta de Sistemas Lineares

Resposta de Entrada Nula

@ Quando as raizes de Q(\) séo repetidas r vezes, tem-se:

Q) = (A=A)' (A= Ap1) - (A=)
Yo(t) = (c1+Cot+--- 4t HeMt 4 ¢ etnt. 4 oyeMt

@ Para um sistema real, quando as raizes sdo complexas,
elas ocorrem em pares conjugados (« £ j3), logo:

yo(t) = cel@9t 4 ¢ elmiol
@ Para um sistema real, a resposta yp(t) também é real, o
gue requer que c; e Cc, sejam conjugados

(c1 = ¢} = (c/2)el?)

yo(t) = ce® cos (Bt +6)
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Resposta de Entrada Nula

Exemplo

Determinar a resposta de entrada nula para o sistema LCIT
descrito por:

d2y(t)  _dy(t)
az T3

Sendo, yp(0) = 0 e yo(0) = —5.

+2y(t) = d);—it)
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Resposta de Sistemas Lineares

Resposta de Entrada Nula

Exemplo

Determinar a resposta de entrada nula para o sistema LCIT
descrito por:

d2y(t)  _dy(t)
az T3

Sendo, yp(0) = 0 e yo(0) = —5.

+2y(t) = d);—it)

Resposta

yo(t) = —5e'45e 2
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Resposta de Sistemas Lineares

Resposta de Entrada Nula

Exemplo

Determinar a resposta de entrada nula para o sistema LCIT
descrito por:

d2y(t) = .dy(t)
a2 T at

Sendo, yp(0) = 3 e yo(0) = —7.

dx(t)
3 dt

+9y(t) =

+ 5x(t)
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Resposta de Sistemas Lineares

Resposta de Entrada Nula

Exemplo

Determinar a resposta de entrada nula para o sistema LCIT
descrito por:

d2y(t) = .dy(t)
a2 T at

Sendo, yp(0) = 3 e yo(0) = —7.

+oy(t) = d’;—it) +5x(t)

Resposta

Yo(t) = (3+2t)e”™
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Resposta ao Impulso

Resposta ao Impulso Unitario

@ A resposta ao impulso unitario denotada por h(t)
representa a resposta de um sistema LCIT a uma entrada
(t) aplicada em t = 0 com todas as condi¢des iniciais
iguais a zero parat =0~

@ Seja o sistema LCIT

Q(D)y(t) = P(D)x(t)

@ Como M < N, o caso mais geral pode ser representado
por M = N, logo

( DN +a1DN‘1+-~aN_1D+aN)Y(t)
= (boDN +byDN 4+ by_gD + by )x(t)
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Resposta ao Impulso

Resposta ao Impulso Unitario

@ Aresposta ao impulso h(t) pode ser obtida mais facilmente
através da aplicacao da transformada de Laplace

@ No dominio do tempo, h(t) pode ser obtida pelo método
simplificado de casamento de impulso

@ Como h(t) é a resposta a uma entrada 46(t), a seguinte
igualdade é verificada

( DN +a,DN" 4 .. ay_1D +ay)h(t)
= (boDN +b;DN" ... 4 by_1D + by)é(t)
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Resposta ao Impulso

Método Simplificado de Casamento de Impulso

@ A resposta ao impulso h(t) é dada por
h(t) = bod(t) +[P(D)yn(t)]u(t)

@ Sendo y,(t) a combinacéo linear dos modos
caracteristicos do sistema sujeitos as condicdes iniciais

Yn(0) = ¥n(0)=---=yN"?(0) =0
y" o) = 1

@ Se M < N, entdo bg = 0 e consequentemente o termo
bod(t) ndo aparece em h(t)
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Resposta ao Impulso

Resposta ao Impulso Unitario

Determinar a resposta ao impulso para o sistema LCIT descrito
por:

dx(t)
dt

d2y(1) , Ldy()

at2 a TY0
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Resposta ao Impulso

Resposta ao Impulso Unitario

Determinar a resposta ao impulso para o sistema LCIT descrito
por:
d?y(t) , ,dy() dx(t)
2

az P g AW dt

Ya(t) = cie '+ ce

ya(t) = e'—e™®

ht) = (—e '+ 2e 2)u(t)
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Resposta ao Impulso

Resposta de Estado Nulo

@ Na resposta ao estado nulo, todas as condi¢des iniciais
séo iguais a zero

@ Seja x(t) uma entrada arbitraria e p(t) um pulso de altura
unitaria e largura At

@ x(t) pode ser representado como uma soma de pulsos
x(nAT)p(t — nA7) comecando emt = nA7 com altura
x(nAT)

t
fin
FintT)f
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Resposta ao Impulso

Resposta de Estado Nulo

@ Tem-se que

AT—0

x(t) = lim ) x(nAr)p(t — nAr)

. X(nAT)
= | t —nAT)A
Am, 2 a7 P(t=nanAr

= i A —nAT)A
Amoz:x(n 7)6(t — NAT)AT
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Resposta ao Impulso

Resposta de Estado Nulo

@ A resposta ao impulso para x(t) é calculada com base nas
propriedades dos sistemas LCIT

entrada — saida
i(t) = h()

J(t—nA7) = h(t —nA7)

(X(NAT)AT)I(t — nAT) = (X(NAT)AT)h(t —nAT)

Alj_nloznjx(nAT)é(t —nNAT)AT =

lim ZX(I’]AT)h(t —nAT)AT = y(t)

AT—0
n
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Resposta ao Impulso

Resposta de Estado Nulo

e

L1
0 - 0 -

b}
| 8t - nat) | A= nde)
0 st -

©

. [fnavIATIB (- naT) 4o FOaBT R (s - mbe

0 ar - 0 nar [

)
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Convolugéo

Resposta de Estado Nulo

@ No limite, a resposta ao estado nulo y(t) € dada por

y(t) = /wx(f)h(t—f)df

—0o0

@ A integral acima é chamada de integral de convolucéo

@ Conhecendo h(t) é possivel encontrar a resposta y (t) para
gualquer entrada

@ Representa-se essa operagao por y(t) = x(t) = h(t)
@ Para dois sinais quaisquer x4 (t) e x,(t), tem-se:

e}

xa(t) # Xo(t) = / X1 (7)o (t — 7)d7

— 00
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Convolugéo

Propriedades da Convolucéo

@ Comutatividade

@ Distributividade
Xq(t) * [X2(t) +x3(t)] = Xa(t) *Xa(t) + X (t) = X3(t)
@ Associatividade

Xl(t) * [Xz(t) * X3(t)] = [Xl(t) * Xz(t)] * X3(t)
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Convolugéo

Propriedades da Convolucéo

@ Deslocamento

xa(t) xx2(t) = c(t)
Xp(t) * xo(t = T) Xp(t =T)*Xa(t) =c(t —T)
Xl(t — Tl) * Xz(t — Tz) = C(t — Tl — T2)

@ Convolucédo com o impulso

X(t) «5(t) = /OO X(7)3(t — 7)d T = x(t)

—0o0
@ Largura

@ Se xy(t) tem largura Ty e X,(t) tem largura T, entdo
X1(t) * Xo(t) tem largura T1 + T,
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Convolugéo

Propriedades da Convolucéo

@ Causalidade

@ Se x(t) e h(t) sdo causais, entéo a integral de convolucéo
pode ser simplificada
@ Arespostay(t) = x(t) « h(t) é dada por:

y(t) = /OX(T)h(t—T)dT, >0
= 0, t<O

filoy=0 ] h(r-T) =0

(a)

Firy=0 ‘ Rit-t)=0 r=l

(]
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Convolugéo

Propriedades da Convolucéo

Determinar a resposta y(t) para um sistema LCIT com
resposta ao impulso h(t) = e~2tu(t) e entrada x(t) = e~tu(t)
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Convolugéo

Propriedades da Convolucéo

Determinar a resposta y(t) para um sistema LCIT com
resposta ao impulso h(t) = e~2tu(t) e entrada x(t) = e~tu(t)

y(t) = (e —e *)u(t)

N




Sistemas Continuos no Tempo
00000080000 00000

Convolugéo

Método Grafico da Convolugao

@ A convolucdo de dois sinais quaisquer x(t) e g(t) pode ser
melhor entendida graficamente
@ O procedimento consiste em:

@ Manter x(r) fixa

@ Rotacionar g(7) em relagdo ao eixo vertical resultando em
9(=7)

@ Deslocar g(—7) por to segundos, resultando em g(ty — 7)

@ A area referente ao produto de x(7) com g(to — 7) vale
c(to), o valor da convolugdo emt =ty

@ Repita para todos os valores possiveis de t para obter

c(t) =x(t) *g(t)
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Convolugéo

Método Grafico da Convolugao

6]

! gl |,
1

-1 o —- -1 o § ——

(a) (b)

it 2iv) 1o
1

-1 o T - -2 o T ——

e} )
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Convolugéo

Método Grafico da Convolugao

fix)
gi-%) 1 / e

(&)

g li-1) ! / fit)
=1 >0 ”___/ 4 B ()
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Convolugéo

Método Grafico da Convolugao

g lr=v) ,/ @
ry<o T [ ¥
of 2+, 2 T
— fy—
g lt-1) 3
T L
2{-13 =1 T

o)
A{- H
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Convolugéo

Sistemas Interconectados

@ Dois ou mais sistemas LCIT podem ser conectados de
duas formas
@ Série
o Paralelo
@ Sistemas Interconectados em Paralelo

a(r) k()

— 5 :
al P (0 = Iy(n) + ky(n)
—._T . .
(£) I
— 55 s
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Convolugéo

Sistemas Interconectados

@ Sistemas Interconectados em Série

S
X 1@ LA = hy(e) = ho(r)
S 5 _— & b
(b)
hy(r) ; ,
(1) = hylt) by (1)
e} 5 e S s :
N y(r)dr
——— 5 S e f——
(d)
i S N
z I oxtrydr ¥(r)dr
_ e s
(e)
¥f) x(r) M) i R 0]

. SN . R
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Convolugéo

Funcao de Transferéncia

@ Seja eSt uma exponencial com duracao infinita e com
parametro complexo s

@ A resposta do sistema com resposta ao impulso h(t) a
entrada et é dada por

y(t) = h(t) xe®

/ h(r)est="dr
= eSt/ h(r)e™®"dr

H(s)e

/ h(r)e™>"dr

@ Sendo que,
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Convolugéo

Funcao de Transferéncia

@ H(s) € chamada de funcéo de transferéncia do sistema
@ H(s) pode ser também definido da seguinte maneira:

Sinal de saida

H(s) = = -
( ) Slnal de entrada‘entrada,et

@ Um sistema LCIT pode ser escrito na forma:
QD)y(t) = P(D)x(t)
@ Logo

Q(D)H(s)e™ = H(s)[Q(D)e*"] = P(D)e*
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Convolugéo

Funcao de Transferéncia



Sistemas Continuos no Tempo
000000000000 000e

Convolugéo

Estabilidade do Sistema

@ A nogéo de estabilidade de um sistema pode ser tomada
com base no equilibrio de um cone
@ Cone equilibrado pela ponta - instavel
@ Cone equilibrado pela base - estavel
@ Cone deitado - equilibrio neutro
@ Dois critérios de estabilidade sdo comumente usados em
sistemas
o Estabilidade externa ou BIBO
(Bounded-Input-Bounded-Output)
o Estabilidade interna ou assintética
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Estabilidade de Sistemas Lineares

Estabilidade Externa

@ Para um sistema LCIT tem-se:
y(t) = h(t)«x(t)
= /_ h(r)x(t —7)dr
oI < [ @l - nldr

@ Se x(t) é limitado, entdo |x(t — 7)| < K1 < o0

IN

[ee]

Yol < K / Ih(r)[dr

— 00

@ Para a estabilidade BIBO, € necessario entédo que:

/OO h(r)dr < o

—00
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Estabilidade Interna

@ O sistema pode ser externamente estavel, mas um de
seus modos pode explodir com uma determinada condicao

@ A estabilidade interna pode ser verificada aplicando-se
uma pequena condicao inicial e verificando-se a saida

@ Um critério simples pode ser obtido analisando-se a
posicdo das raizes caracteristicas no plano complexo
@ De acordo com esse critério, o sistema pode ser:

@ Assintoticamente estavel
@ Assintoticamente instavel
@ Marginalmente estavel
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Estabilidade Interna

Charscerisic Root
Location Zero-Input Respoase

Characterisc Root
Location Zero.nput Response.
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Condicoes Iniciais

@ Para se obter a resposta de entrada nula séo necessarias
as condicdes iniciais yo(0),yo(0), - - -
@ Em problemas reais, essas condic¢des iniciais devem ser
determinadas a partir de situag@es fisicas
@ Em circuitos RLC, as condi¢des iniciais sao determinadas
a partir das tensfes nos capacitores e correntes nos
indutores
@ Admite-se que a entrada é aplicada no instante t = 0 e por
isso, faz-se necessario distinguir os instantest =0~ e
t=0"
@ As variaveis de interesse nesses instantes ndo sao
necessariamente idénticas
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Condicoes Iniciais

@ Aresposta total y(t) é constituida de

@ Resposta de entrada nula yo(t) devida apenas as
condicdes iniciais com a entrada x(t) = 0
@ Resposta de estado nulo devida apenas a entrada e com

@ Essas duas componentes da resposta total séo
independentes

@ Parat = 0, aresposta total y(t) é formada apenas pela
resposta de entrada nula yo(t), pois a entrada ainda ndo
foi aplicada, logo:

y(07) = yo(07),y(07) =yo(07),-
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Extras

Condicoes Iniciais

@ A aplicacdo da entrada x(t) em t = 0 n&o possui efeito em
Yo(t), logo

¥o(07) = Yyo(07),¥0(07) =¥o(07),---
@ Entretanto, a resposta total em geral muda, ou seja

y(07) # y(07),y(07) #y(0F),---
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Resposta Total

@ A resposta total foi representada como a soma de duas
componentes

—_————
comp. de estado nulo

N
y(t) = D aeMt + x(t)«h(t)
k=1

comp. de entrada nula

@ A componente de estado nulo contém modos
caracteristicos do sistema bem como modos néo
caracteristicos

@ Uma outra forma de representar a resposta total é agrupar
todos os modos caracteristicos na resposta natural y,(t) e
0s néo caracteristicos na resposta forcada y,(t), assim

y(t) = yn(t) +yg(t)
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Resposta Total

@ Resposta total para um circuito RLC série
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Solucéo Classica de Equacdes Diferenciais

@ No método classico de solucao de equacdes diferenciais,
séo determinadas as componentes natural e forcada ao
invés das componentes de entrada nula e de estado nulo

@ yn(t) também é chamada de solugéo homogénea
@ y,(t) também é chamada de solugé&o particular

@ Aforma de y4(t) depende da entrada que esta sendo
aplicada
@ A solucao particular € determinada a partir da equacao

Q(D)ys(t) = P(D)x(t)

@ As constantes da solu¢cdo homogénea sédo determinadas a
partir das condigdes iniciais de y(t) = yn(t) + y,(t) em
t=0"
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Avaliagéo do Método Classico

O método classico é relativamente simples para
determinadas entradas (exponenciais, constantes,
sendides, etc.), mas ele ndo permite separar o efeito da
entrada

@ Além disso, o método classico ndo pode ser aplicado a

uma entrada qualquer

Outro inconveniente é que as condicbes emt = 0" sdo
mais trabalhosas de serem obtidas

No estudo tedrico de sistemas lineares, o método classico
ndo é o mais adequado
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