Parte XI
Geracao de variaveis
aleatodrias

e Como gerar numeros aleatorios com uma determi-
nada distribuicao, utilizando ntimeros aleatérios uni-
formes entre 0 e 1 (U(0,1))?

e Assumimos que o gerador de nimeros U(0,1) é bom
(testes estatisticos).

e Fatores que devem ser considerados:

Exatidao Alguém pode abrir mao da exatidao para
ganhar eficiéncia. Ex.: somando 12 nimeros
U(0,1) e subtraindo de 6 temos aproximada-
mente uma normal com média 0 e variancia 1
(teorema central do limite).

Hoje dispomos de métodos eficientes e exatos
para as principais distribuicoes.

Eficiéncia dentre as abordagens exatas para uma
dada distribuicoes, escolher a mais eficiente em
execucao e/ou memdria.

— Algumas abordagens tem tempo de inicia-
lizacao longo.

— A estratégia deveria ser eficiente para todo
pardmetro de entrada (robusto).

— Para apenas uma utilizacao do simulador,
podemos abrir mao de eficiéncia para utili-
zar estratégias mais simples de implemen-
tar.

41 Meétodos gerais

41.1 Transformacao Inversa

e Gerar variavel aleatéria X continua, onde a dist acu-
mulada F(x) é continua e estritamente crescente.

— Ou seja, se 1 < xo entao
0< F(z1) < F(zg) < 1.

— Portanto, F' admite inversa (denotada F~1).
e Método:

1. Gere U ~ U(0,1).
2. Retorne X = F~Y(U).

e Prova: mostrar que para todo z, Pr[X < z] = F(x).

PriX <z] =
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Ex.: exponencial com parametro (3.
F(z)=1—e"%/% paraz>0.
U=1-—¢F"0/F 5 p-1(U)= —BIn(1-U).
— Podemos usar F~H(U) = —31n(U).

Quando X é discreta, pode assumir apenas os valores
1 < X2 < ...

1. Gere U ~ U(0,1).

2. Encontre o menor i tal que U < F(x;), e retorne
X = z;. Fig. L8.4.

Algumas dist nao tém forma fechada para a inversa.
Ex.: normal e gama.

— Neste caso, utilizar método numérico.

Facilita a geracao de dist truncadas entre a e b.

0 r<a
F*(z) = % a<z<b
r>b

1. Gere U ~ U(0,1).
2. Seja V = F(a) 4+ (F(b) — F(a))U.
3. Retorne X = F~1(V).

u=rand(1,100); hist(u);
b=1; x=-bx*log(u); hist(x); figure; ecdf(x);
hold on; s=sort(x); plot(s,expcdf(s,b))
[h p] chi2gof (x,’cdf’,0(x)expcdf (x,b),’alpha’, .05)
[h p] kstest(x’, [x’ expcdf(x’,b)],.05)

41.2 Composigcao

e Quando a dist F' é combinagao linear convexa das
dist Fl,FQ, e

F(x)=Y piF;, Y pi=1, pi>0 Vi
i=1 i=1

— Ex.: dist com varios picos.
e Método:

1. Gere uma va inteira positiva I tal que
Pr[I = i] = p; para todo i.

2. Retorne X com dist Fj.

41.3 Convolugao

e Quando a va pode ser escrita como a soma de n va
independentes e identicamente distribuidas.

X=Y14+Yo+ - +Y,.

— Nao é um caso particular de composi¢ao: nao é
combinagao linear convexa.



— Ex.: binomial é a soma de bernoulli’s.
e Método: seja F' a dist de X, e G a dist de Y;.

1. Gere Y7,Y5,...
dentes de G.

2. Retorne X =Y +Ys+---+Y,.

,Y,,, como observagoes indepen-

e Eficiente apenas quando n é pequeno. Caso contrario,
utilizar outro método.

41.4 Aceita-rejeita

e Utilizada quando os outros métodos falham ou sao
ineficientes.

e Utiliza uma fungao t(x) tal que t(x) > f(z) para todo
x.

e {(z) ndo é uma funcao de densidade, pois

o= /Zt(m)daz > /0; F@)da = 1.

— Entretanto, r(z) = t(x)/c é fungao de densidade
de probabilidade.

— t(z) deve ser escolhida de tal forma que seja facil
gerar uma va com densidade r.

e Método:

1. Gere uma va Y com densidade .
2. Gere U ~ U(0,1), independente de Y.

3. Se U < f(Y)/t(Y), retorne X =Y.
Caso contrario, volte para o passo 1.

e Ex.: beta(4,3), para 0 <z <1,

23(1 — 2)?

= 602%(1 — 2)%.
Jo #3(1 — z)2dx

f'(z) = 52" —82% + 32 = 0= 2 =0,6.
t(z) = £(0,6) = 2,0736 para 0 < 2 < 1.

1
c= / 2,0736dx = 2,0736 = r(z) ~ U(0,1).
0

— Geramos Y e U independentes com dist U(0, 1).
— Aceitamos Y se
60Y3(1 — V)2
- 2,0736

e Quanto maior a chance de rejeitar, mais lento o al-
goritmo.

— A probabilidade de aceitar vale 1/c.

— Portanto, quanto mais préximo ¢(x) for de f(z),
mais eficiente serd o algoritmo.

e Uma estratégia comum é assumir que r(z) é uma dist
comum, como normal ou exponencial, e encontrar o
menor ¢ tal que t(z) = cr(z) > f(x) para todo z.

n=1000; u=rand(1,n); y=rand(l,n); x=zeros(1l,n); m=0;

for i=1:n; if u(i) <= 60*y (i)~ 3*(1-y(i))~2/2.0736;
m=m+1; x(m)=y(i); end; end;

x=x(1:m); 1-m/n, hist(x); figure; ecdf(x); hold on;
s=sort(x); plot(s,betacdf(s,4,3))

[h pl=chi2gof(x,’cdf’,@(x)betacdf (x,4,3),’alpha’,.05)

[h pl=kstest(x’,[x’ betacdf(x’,4,3)],.05)

42 Meétodos especificos

42.1 Uniforme
e Método:

1. Gere U ~U(0,1).
2. Retorne X = a+ (b—a)U.

42.2 Exponencial
e Método: inversa

1. Gere U ~ U(0,1).
2. Retorne X = —gIn(U).

42.3 Gama
e Nao tem forma fechada para a inversa.

— Podemos utilizar algum método numérico.

— [Law] apresenta fungbes r(x) apropriadas para
aplicar o método aceita-rejeita.
42.4 Weibull
F(z)=1—e @AD" o p~YU) = B(—1n(1 — U)Y/*).
e Método: inversa

1. Gere U ~ U(0,1).
2. Retorne X = B[ In(U)]*/.

42.5 Normal

e Podemos usar X ~ N(0,1) para gerar
X' ~ N(p,0?), pois X' = p+ o2 X.

o E importante ter uma funcgado eficiente para gerar
X ~ N(0,1), pois esta dist é muito utilizada para
gerar outras dist.

— Nao temos forma fechada para a inversa.

— Existem métodos eficientes na literatura, nao
descritos aqui.
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42.6 Lognormal 42.12 Geométrica

X ~LN(p,0?) & InX ~ N(u,0%). F)=1-(1-p™ = F(U)=|log,_,(1-U)]
e Método: e Método: inversa
1. Gere Y ~ N(u,o?). 1. Gere U ~ U(0,1).
2. Retorne X = eY. 2. Retorne X = [log; _,(U)].
42.7 Beta 42.13 Binomial negativa
e X' ~ beta(ay, as) no intervalo [a,b] pode ser obtida  ® Método:
3 I
de X ~ beta(ay, a2) no intervalo [0, 1], fazendo X' = 1. Gere Y1, Ys, ..., Y, como va geo(p) independen-
a+(b—a)X. tos
e Se X1 ~ gama(ag,B) e Xo ~ gama(asg, 3) sao va 2. Retorne X =Y, + Yo+ -+ + Y,.

independentes, entdo X /(X1 + X3) ~ beta(az, asz).
e Quando s é grande, é necessario utilizar abordagem
e Método: mais eficiente.

1. Gere Y7 ~ gama(aq,1) e Yo ~ gama(az, 1) in- .
dependentes. 42.14 Poisson

2. Retorne X =Y,/(Y1 + Y2). e Método:

.. 1. Faca s < 0e i+ 0.
42.8 Empirica
2. Enquanto s <1,

o I < g < ... < Xy F(l’l) = O’F(;[;2) = ]_/(n _ (a) Gere Y 6mp0(1/>\)'
Do o) = (0 =2/t 1) Flen) =1 (b) s stv.
e Método: inversa (c) i—i+1
1. Gere U ~ U(0,1). 3. Retorne <.

2. Sejap=(n—1Uei=|p|+1
3. Retorne X =z; + (p — i + 1) (w41 — ).

42.15 Discreta arbitraria

e Probabilidade: p(x1),p(x2),...,p(xy).

42.9 Bernoulli e Podemos considerar que os possiveis valores sao
o Método: 1,2,...,n, pois podemos indexar um vetor onde
v[l] = x1,v[2] = za,...,v[n] = 2.

1. Gere U ~U(0,1). e Digamos que as probabilidade tem 2 casas decimais
2. Se U < p, retorne X = 1. (0,00 & 0,99).
Caso contrario, retorne X = 0.
e Inicializamos um vetor m com 100 elementos, colo-

. . cando os primeiros 100p(1) valores em 1, os 100p(2)
42.10  Uniforme discreto elementos seguintes com valor 2, assim sucessiva-
e Método: mente.
1. Gere U ~U(0,1). e Método:
2. Retorne X =i+ [(j —i+ U] 1. Gere i ~ DU(1,100).

2. Retorne X = mli].
42.11 Binomial

e Desvantagem: armazenamento de 10 elevado ao

e Método: ntmero de casas decimais.
1. Gere Y1,Ys,...,Y; como va de bernoulli inde- — Existem estratégias mais sofisticadas para redu-
pendentes. zir este armazenamento.

2. Retorne X =Y, + Yo +---+Y;.

e Quando t é grande, é necessario utilizar abordagem
mais eficiente.
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