Parte IV

Nocoes de sistemas de
fila

e Um sistema de filas consiste em um ou mais servi-
dores que fornecem algum servigo para clientes que
chegam. Quem chega e encontra todos os servidores
ocupados entra em alguma fila.

e Grande parte das simulagoes de evento discreto mo-

delam sistemas de filas do mundo real.

Sistema Servidor Cliente

Banco Caixas Clientes

Hospital Médicos Pacientes
Enfermeiros
Leitos

Computacional | CPU Tarefas
Dispositivos

Fébrica Trabalhadores | Produtos
Maquinas

Aeroporto Pistas Avioes
Portoes Viajantes
Check-in

Comunicagao Linhas Chamadas
Circuitos Chamadores
Operadores Mensagens

8 Componentes e Notagao

e 3 componentes: processo de chegada, mecanismo de
servigo e disciplina da fila.

e Processo de chegada: como os clientes chegam no sis-
tema.

— Seja A; a duragdo entre a chegada do (i — 1)-
ésimo e do i-ésimo clientes.
— Se Ay, As, ... sdo v.a. i.i.d., entdo denotamos

por E[A] o tempo médio entre chegadas, e por
A =1/E[A] a taza de chegada de clientes.

e Mecanismo de servigo: (i) ntmero de servidores, (ii)
fila tinica ou uma por servidor, e (iii) distribuigao de
probabilidades do tempo de atendimento.

— Seja S; a duragao do i-ésimo atendimento de um
servidor.

— Se 51, .59, ...s80 v.a. i.i.d., entdo denotamos por
E[S] o tempo médio de atendimento do servidor,
e por w = 1/FE[A] a taza de servigo do servidor.

e Disciplina da fila: regra para escolher o préximo cli-
ente na fila. Ex.:

— FIFO: primeiro o cliente que chegou a mais
tempo.

— LIFO: primeiro o cliente que chegou a menos
tempo. Ex.: produtos pereciveis no estoque.

— Prioridade: baseado em ordem de importancia
(ex.: uso da CPU, idoso no banco), ou carac-
teristica do servigo requerido (ex.: descarga de
caminhoes mais leves).

e Notacao (fila tinica, FIFO, chegada e atend. i.i.d.):
dist. chegada / dist. atend. / num. servidores

— @ distribuigao qualquer.
— M: distribuig¢ao exponencial.

— FEj: k-Erlang (soma de k exponenciais).

9 Medidas de performance
e Sejam

— D;: atraso na fila do i-ésimo cliente.

— W; = D; + S;: tempo que cliente i passou no
sistema.

Q(t): ndmero de clientes da fila no instante ¢.

L(t): ntmero de clientes no sistema no instante
t (ou seja, Q(t) mais o nimero de clientes sendo
atendidos no instante t).

o Atraso médio (estaciondrio):

" D;
d= lim 21;1

n— oo n

e Tempo médio (estaciondrio) no sistema:

"W
w= lim 721:1
n

n—oo

e Média no tempo (estaciondria) do nimero de clientes
na fila:
T

Qt)dt

T—o0 T

e Média no tempo (estaciondria) do nimero de clientes
no sistema:
T
Jo L(t)dt
[ = lim £ —~7"
T T

e Para filas G/G/s, o fator de utilizagdo é definido
como:

pP=—
Sw

— p < 1 é condigao necesséria para a existéncia de
d,w,Q e L.



10 Equacoes de conservacao Parte V
e Para todo sistema de fila onde d e w existem, ReViSéO de
Q=X e L=du probabilidade e
v AT bl estatistica

e Quando a distribuigao do tempo entre chegadas, ou a

distribui¢do do tempo de atendimento (ou ambas), é e Probabilidade e estatistica sdo utilizados para (1)
exponencial (ou uma variagdo da exponencial, como modelar sistemas estocdsticos, (2) validar o modelo,
a k-Erlang), podemos obter solu¢do analitica para as (3) escolher as distribuigdes de entrada, (4) gerar
medidas de performance. nimeros aleatdrios, (5) realizar andlise da saida do

simulador e (6) projetar experimentos.
— Ex.: para filas M/G/1,

L (Var[S] T (E[S])2>. 11 Varidveis aleatdrias e suas pro-
2(1 - AE[S)) priedades

O conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento é chamada espaco amostral, denotado
por S.

— Ex.: langamento de moeda (S = {cara, coroa}),
langamento de dado (S = {1,2,3,4,5,6}).

o Uma waridvel aleatoria é uma fungao que associa um
nimero real a cada ponto do espago amostral.

— Ex.: lancamento de moeda 10 vezes (v.a.
ntmero de caras), langamento de dado 2 vezes
(v.a. soma dos valores).

e Uma fungdo de distribui¢io acumulada F(x) de uma
v.a. X ¢ definida como

F(z) = Pr[X <z], paratodo x real.

e A fungao F(x) tem as propriedades:

— 0 < F(x) <1 para todo z.

— F(x) é ndo decrescente
(se x1 < xo, entdo F(x1) < F(x2)).

— limgy 4o F(z) =1 e limgy,_o F(x) =0.

e Uma v.a. X é discreta se pode assumir no maximo
uma quantidade “contdvel”de valores.

— “Contavel”significa que existe uma bijecao entre
este conjunto e os nimeros naturais.
— Toda v.a. que pode assumir uma quantidade

finita de valores é discreta.

e A probabilidade de uma v.a. X assumir valor z; é
denota por p(z;) = Pr[X = z;] (fungdo de densidade
de probabilidade).

— Portanto, >, p(z;) = 1.

— F(z) =3, <. p(xi).
— Ex.: fig. L4.1 e L4.2.



e Uma v.a. X é continua se existe uma funcao nao e Asv.a. X eY sdo conjuntamente continuas se existe
negativa f(x) (funcao de densidade de probabilidade) uma funcdo nao negativa f(z,y) (chamada funcdo de
tal que para todo conjunto de niimeros reais B, densidade de probabilidade conjunta de X e Y) tal

que para todo par de conjuntos reais A e B,

Pr[X € B] :/ f(z)de.

B Pr[X € A,Y € B] = / / f(x,y)dxdy.
— Logo, fj;o f(x)dz = 1. BA
— Pr[X =a] =Pr[X € [z,2]] = [ f(y)dy = 0.
— Para todo Az > 0,

— As fungées de densidade de probabilidade mar-
ginais de X e Y sao

“+o00 “+o00
z+Az x:/ xz,y)dy, e :/ x, dx.
Pixeles+Ad = [ S = fondne =] Je)
ou seja, a probabilidade é a drea abaixo de f(x) — X e Y sdo independentes se
no intervalo [J;’ x + AZ‘] f(xv y) = fX (x)fY (y) para todo Z,Y.
Ex.: fig. L4.3. — Ex.: f(z,y) = 24dzy paraz > 0,y > 0,24y < 1,
— F(z) = Pr[X € [—o0,a]] = [T f(y)dy. zero caso contrario. Verificar independéncia.
— Utilizando o teorema fundamental do célculo, 1—g 9 l—a
fx(x) = / 24xydy = 24x % = 12z(1—2)2
0 0

b
PrX € [a, b]] = / F(@)dz = F(b) — Fla).
¢ fr(y) =12y(1 —y)?

e Ex.: v.a. uniforme no intervalo [0, 1]. « contra-exemplo:

1, 0<z<1

flw) = { 07 caso contrério. 1 1 3\° 11
, 1 re(3)(3) = (5) #7(33) =0
- F(z)=["_ fly)dy = fo 1dz = z. o
~ PrX € [a,b] = F(b) - F(a) = b—a. e A média ou valor esperado (denotado por p ou E[X])

de uma v.a. X é definido como
— Fig. L4.4 e L4.5.
= xip(z;), se X é discreta,
e Se X e Y sao v.a. discretas, entao s 2eimr 2P (@)
+oo ’ ;
p(z,y) = PriX = 2,Y =y J_ o xf(x)dr, se X é continua.

é chamada funcdo de densidade de probabilidade con- — “Centro de gravidade”dos dados.

Junta de X e Y. — Ex.: uniforme entre 0 e 1. p = fol zl.dx =1/2.

— As fungoes de densidade de probabilidade mar- — Valor esperado de funcao de v.a. (g(X)):
ginais de X e Y sao
Yooy g(zi)p(z;), se X é discreta,
px(@) =Y _pla,y), e py(y) =Y plx,y). Elg(X)] =
Yy Yz

fjoo g(z)f(x)dz, se X é continua.

o0

— X e Y sao independentes se
p(z,y) = px(x)py (y) para todo z,y.
Conhecer o valor de uma das v.a. nao afeta a — ElaX 4 b] = aE[X] + b (linearidade).
distribuigao da outra.

e Propriedades do valor esperado:

- BN eXi] = Y, ¢;E[X;], mesmo quando

- Ex: p(z,y) = wy/27 para x € {1,2} e y € as v.a. nao sao independentes.

{2,3,4}, zero caso contrdrio. Verificar inde-

pendéncia. e A mediana é o menor valor de z tal que F(z) > 0.5.
px(z) = rx2 xx3 wx4 — A mediana é menos sensivel a valores extremos
27 27 27 3 do que a média.
_lxy  2xy oy — Ex.: 1,2,3,4,5 com prob. 0.2 tem média e medi-
pry) = 27 + 27 9 ana 3.
px(@)py (y) = Ty _ oz, y) Ex.: 1,2,3,4,100 com prob. 0.2 tem média 22 e
XA 27 ’ mediana 3.



e A waridncia de uma v.a. X (denotada por o2 ou — Unidade: se a v.a. estd em minutos, a co-
Var(X)) é definida como variancia estd em minutos ao quadrado. Para

) ) ) ) ) ) facilitar a interpretagao utilizamos a correla¢ao.
0° = B[(X —p)7] = E[X"=2uX +p7] = E[X7]—p”. X . .
e A correlagcdo (denotada por p;;) é definida como

— Medida de dispersao: quanto maior a variancia, C..
. 1,
maior a chance da v.a. se afastar do valor espe- pij = TS
rado. Fig. L4.9. A/ 9i9;
— Por que nédo usar E[X — u]? E usar E[|X — p]? — —1<p; <1
— Ex.: uniforme entre 0 e 1. — Se p;; é muito proxima a 1, as varidveis sao al-
L sl tamente positivamente correlacionadas.
E[XQ] :/ 22.1.dx = 3 = 3 — Se pij € muito proxima a -1, as variaveis sao
0 0 altamente negativamente correlacionadas.

2
1 /1 1
2_ - _ (= _ , o
773 (2) 12° 12 Processos estocasticos

— O desvio padrdo (denotado por o) é definido

como o = Vo2.

e Propriedades da variancia:

e Um processo estocdstico é uma colecao de v.a. or-
denadas no tempo, todas definidas em um mesmo
espago amostral.

— A saida do simulador é um processo estocastico.
— Var(X) > 0.

— Var(aX + b) = a*Var(X).

— Var(}!, ¢ X;) = >, ¢?Var(X;), quando as -
v.a. sdo independentes (na verdade basta que
sejam nao correlacionadas). -

— Se a colecao é X1, Xs,..., temos um processo
estocastico de tempo discreto.
Se a colegdo é {X (t),t > 0}, temos um processo
estocastico de tempo continuo.

Ex.: ntmero de clientes na fila (continuo), custo
total em cada ponto de avaliacao do sistema de

o A covaridncia entre duas v.a. X; e X; (denotada por estoque (discreto).

C;j ou Cov(X;, X;)) é definida como
e Um processo estocastico tem covariancia esta-

Cij = E[(X; — /M)(Xj - Uj)] = E[Xin] — Mty ciondria se

— Mede dependéncia linear entre as v.a. X; e X;: :“é = :“2 para Z =12,...,¢ S 00 < pt < +00
o quanto o grafico entre elas se aproxima de uma 0y =0 parai=1,2,..., e 0" <400
reta. C; = Cov(X;, X;1;) independe de i, para j = 1,2, ...

— Se forem independentes, o gréafico vai se afastar
de uma reta. Porém, também se afasta se houver
relagdo nao linear!

Cy = Cov(X(t), X (t+v)) independe de ¢, para v > 0

— A covariancia depende apenas da distancia (lag)

. o . A entre as variaveis.
— Ou seja, independéncia implica em covariancia

nula, mas covariancia nula nao implica em inde-

A correlagdo entre X; e X;4; é ent@o definida

pendéncia. como
— Excecao: quando a dist. é normal multivari- Piivi = Ciitj _ % =pj.
. . ~ . .- A . ?
ada (marginais sdo normais), covariancia nula 01'201'2+j o

implica em indepedéncia.

— As covariancias sio simétricas: Cj; = Cj. — Esta suposicao permite a andlise estatistica de

Ciyi = 02.

K3
Se Cy; > 0 (positivamente correlacionada), X; >
pi e X;j > pj tendem a ocorrer juntos, bem como
X; < pi e X < pj. Portanto, se uma v.a. tem
valor alto, a outra provavelmente também tem.

Se C;j < 0 (negativamente correlacionada),
X; > p; e Xj < pj tendem a ocorrer juntos,
bem como X; < pu; e X; > pj. Portanto, se
uma v.a. tem valor alto, a outra provavelmente
tem valor baixo.

processos estocasticos, mas nem sempre ¢ valida
na pratica (testar).
Frequentemente a saida do simulador nao tem
covariancia estaciondria no comego (devido a es-
colha das condigoes iniciais), mas torna-se esta-
ciondria apés um tempo de execugao (warmup).
* Ex.: como a fila do banco esta inicialmente
vazia, E[Q(0)] = 0, mas E[Q(t)] > 0 para
t > 0. Porém, existe prova matematica de
que sistemas de filas com 1 servidor sao es-
taciondrios.



13 Estimativas de médias,
variancias e correlacoes

e Sejam X7, Xs,..., X, v.a. i.id. (observagoes), onde
2

a populagdo tem média finita p e variancia finita o°.

e Desejamos estimar a média p e variancia o2 popula-
cionais utilizando esta amostra.

e A média amostral

X = E?:l Xi
n

é um estimador nao viesado (E[X]| = i) de p.
e A wvaridncia amostral

E?:1(Xi - Y)Q

5?2 =
n—1

é um estimador nao viesado de o2.
(X - X)) =X2-2X, X+ X

X7+ Zj;ﬁi XiX;

n
E[X;X;] = p* (pois Cj; = 0)
bre DAl Ll Ul O i

E[X;X| = - :%+u2

Y2 _ Z?:l Z;’lzl XZXJ _ Z;n:l(XE + Zj;ﬁi XlXJ)
n? n2

EX?+) XiXj| =0 +4° + (n = D)y = 0® +-np®

J#i

XX =

E[X? = o? + 12,

3

—2. o2

EX] = — +u° = E[X;X]

n
5\ 2 2 2 o’ 2 n—1,

e O qudo afastado X estd de u?
Como as v.a. X; sdo independentes,
2

1 & 1 & o
ngi] :ﬁ;Var[Xi]:;

— Ou seja, quanto maior o tamanho n da amostra,
mais proximo X deve estar de p.

Var[X| = Var

— Podemos usar o estimador de o2 para estimar

Var[X|:

2 n Y
varm:%:%.

e Como as v.a. sao independentes, temos que p; ; =0
para todo par (i,7) (ndo precisamos estimar).

e O que acontece com estes estimadores quando as ob-
servagoes nao sao independentes?

— “If there are simulations with independent out-
put data, we have never seen one.” [Law]

— Ex.: o tempo que o cliente esperou tem cor-
relagao com o tempo esperado pelo cliente ante-
rior?

— Vamos assumir que o conjunto de v.a. tem pelo
menos covaridncia estacionadria.

* Neste caso, X é um estimador nao viesado
para p, mas S? passa a ser um estimador
viesado para o2.

ST A= /n)p;

E[S?] = o? [1 -2

n—1
. 0_2 n—1
V) = T 14230 i/,
j=1
2 _
E [S—] Va1
n n—1
n—1
ondea=1+2 Z(l —j/n)p;
j=1

% Ou seja, se p; > 0 (caso comum) entdo
E[S?] < 02, a > 1 e E[S?/n] < Var[X].
Estamos subestimando a variancia!

x As correlages podem ser estimadas com

é.
pj = S_;’ onde
O it (Xi = X)(Xiyy = X)
J n _]
x Com estes estimadores para as cor-

relagoes podemos melhorar o estimador da
variancia.

* Porém, p; é bom estimador apenas quando
n é grande e j é bem menor que n (viesado,
grande variancia, e correlacionado com ou-
tros pi, k # 7).

* Note que p; pode ser diferente de zero
mesmo quando p; = 0, pois g; é uma v.a..

14 Intervalo de confianca e teste

de hipdtese para a média

e Sejam X1, Xo,...,X, v.a.
variancia o2 finitas.

iid. com média p e

e Teorema do Limite Central: para n “suficientemente
grande”, a v.a. o

X—p

Vo2 /n

tem distribuicao aproximadamente normal com

média 0 e variancia 1 (normal padrdo), independente
da distribuigao dos X;’s.

7 =



Geralmente a variancia nao é conhecida, mas para n
grande podemos substituir o por S2.

O ponto critico zg de uma v.a. normal padrao Z é
tal que Pr[Z < zg] = (3.

— Ex.: se 8 =0.975, entao zg = 1.96 (tabela).
Entao, (Fig. L4.15)
Prl—z1_q/2 £ Z < z1_qp) =1 -«
— Ex.: @ =0.05, Pr[-1.96 < Z < 1.96] = 0.95.
Intervalo de confian¢a 100(1 — )% (para n grande):

X—p

V/S?/n

Pr [_Zl—a/Q < < Zl—a/2‘| =l-«

Pr

— Interpretacao: se construirmos vérios intervalos
de confianga com base em amostras independen-
tes de tamanho n (grande), 100(1 — «)% destes
intervalos conterao a média populacional p.

Problema: o tamanho n (“suficientemente grande”)
depende do quanto a distribuicao dos X;’s se afasta
de uma normal.

Quando os X;’s tém distribuigdo normal, Z tem dis-
tribuicao ¢t com n — 1 graus de liberdade.

— Logo, o intervalo de confianga 100(1 — «)% vale

_ /52
X Tty 11-a/2\ —>
n

onde t, 112 ¢ o ponto critico da dist.
t com n — 1 graus de liberdade tal que
PI'[Z < tn—l,l—a/Q] =1-a.

— A distribui¢éo t tem caudas maiores que a nor-
mal, fornecendo intervalos de confianga mais lar-
gos (mais conservadores).

Na pratica os X;’s raramente tem distribuicao nor-
mal, logo os intervalos de confianga utilizando a dis-
tribuigao ¢ também sao aproximados.

— Mas como estes intervalos sao mais conservado-
res, sao mais recomendados que aqueles utili-
zando a distribuigao normal.

— Mesmo porque, a distribuicao t converge para a
distribui¢do normal com o aumento de n.

Ex.: (matlab)

x=1[1.21.51.68 1.89 0.95 1.49 1.58 1.55
0.5 1.09];
mean(x), tinv(0.95,9)*sqrt(var(x)/10)

— = 1.34 +0.24 (90% de confianca da média

ocorrer neste intervalo).

e Cobertura da média por intervalo de confianga 90%
em 500 experimentos:

Distribui¢ao Skew | n=5|n=10 | n=20 | n=40
Normal 0.00 | 0.910 | 0.902 | 0.898 | 0.900
Exponencial 2.00 | 0.854 | 0.878 | 0.870 | 0.890
Chi quadrada | 2.83 | 0.810 | 0.830 | 0.848 | 0.890
Lognormal 6.18 | 0.758 | 0.768 | 0.842 | 0.852
Hiper-exp 6.43 | 0.584 | 0.586 | 0.682 | 0.774

e Se a amostra X1, Xo, ..

- 52 o 52
X = 21qa/2\/ o SpsX+2a/2 7] =l-a

., Xy éii.d. com distribuicao
aproximadamente normal (ou com n grande), pode-
mos utilizar a estatistica Z para testar a hipotese
Ho : p= po.

— Se a hipétese for verdadeira, entdo Z tem dis-
tribuicao ¢t com n — 1 graus de liberdade.

— Portanto, com nivel de confianga «:
Rejeitamos Hy se |Z| > t,_1,1-a/2-
“Aceitamos” Hy caso contrario.

— Podemos cometer dois tipos de erros: tipo 1 (re-
jeitar Hy quando for verdadeira) e tipo 2 (aceitar
Hy quando for falsa).

— Quando Hy é verdadeira, a chance de rejeitar
Hy vale a.

* Ou seja, temos controle sobre a chance de
cometer este erro.

x Geralmente escolheremos confianga o =
0.05 ou a = 0.10, antes de realizar o teste.

— Quando Hj é falsa, nao conhecemos a distri-
buicao de Z.

+* Ou seja, ndo temos controle da confianga do
teste se a hipdtese for falsa.

* Neste sentido, na verdade nunca aceitamos
Hy, mas apenas deixamos de rejeitar.

+* Sabemos apenas que a probabilidade de co-
meter o erro tipo 2 diminui com o aumento
de n.

— Ex.: com os dados do exemplo anterior (ma-
tlab), rejeitamos a hipdtese de que p = 1 com
nivel a = 0.17

15 Problemas ao substituir uma

distribuicao pela sua média

Para simplificar o modelo, o analista pode ficar ten-
tado a substituir uma v.a. de entrada pelo valor es-
perado.

Ex.: fila M/M/1 com A = 1 ew = 0.99 (em minutos).

— Substituindo o tempo entre chegadas pela
média, teriamos intervalos fixos de 1 min entre
chegadas.




— Substituindo o tempo de atendo pela média, Parte VI
teriamos sempre o atendimento em 0.99 min.

_ Portanto, o atraso do cliente seria sempre zero. 1)15tT1IDUICOES classicas

~ Entretanto, continuas e discretas

d=1x (0.99% +0.99%)/(1 — 0.99) = 98.01 min.
e Para cada distribuigao apresentaremos sua definigao,

uso, média (¢ = E[X]), varidncia (02 = E[(X—p)?] =
E[X?] — ?) e como obter niimeros aleatérios nesta
distribuigao partindo da distribuicdo uniforme entre
0el (U(0,1)). Apresentaremos a expressao da acu-
mulada apenas quando ela nao for simplesmente o
somatorio de densidades de probabilidades.

o A “fungdo geratriz de momentos” Mx (t) de uma VA

X é o valor esperado de e .

tx P
oexs [ 2L e f(z), se X é discreta
Mi(t) = Ele] = { fj;: e f(x)dz, se X é continua
B - X
datr —o

— Se X é uma VA e a uma constante, entao
My q(t) = e Mx (1)
Max(t) = Mx(at)
— Se Xi,..., X, sdo VA independentes, e ¥ =
Yo, X, entdo
My(t) = _7\4)(1 (t) X ... X MXn(t).

e Alguns somatérios utilizados:

- Cogno XQ:Z:O k2n—|— (n + 1)5 =S ok +1)2 =
Dok B 23 ok k0 1,

2§n:k:(n+1)2—(n+1):n(n+1).
k=0

~ Como 23:::0 k3n—|— (n2+ 1)3 " Zzzo(k‘n+ 1)3 =
Dm0 kP32 o kT3 ok + 20 1,

626 k? =n(n+1)(2n +1).
k=0

— Como ad j_ja* = Y i _jaftt = S0 jab +
a"tt —1
)

n

(1 —a)Zak =1—a"h
k=0

— Como Y p_o(k + D)abtt = S0 ka* + (n +
Da™™ =ad ) ka* +ad>)_,a",
(1—a)* > ka" = a(1—a"*")—(1=a)(n+1)a" .
k=0



- a
lim > ka*f=——— 0<a<]l.
n—»ookZ:O (1—@)2

. 5 p_ala+1)
Jim Yk Ao
k=0

e Para gerar nimeros aleatérios em algumas distri-
buigoes utilizaremos o fato de que, se uma VA X
tem funcdo de densidade acumulada F'(x), entao
u = F(z) tem distribuigdo uniforme entre 0 e 1.

O0<a<l.

— Assim, x pode ser gerado utilizando algum
nimero aleatério uniforme u, pois x = F~1(u).

— Prova: Fy(u) = PrlU < w] = Pr[lX <
F~Yu)] = F(F7'(u)) = u (ver figura 28.1,
Jain). Além disso, fy(x) = dFy/du = 1. Logo,
u~U(0,1).

— Para distribuigoes discretas, nos casos onde a
expressao de F'~1(u) é complexa, colocamos os
valores de F(z) em um array e procuramos o
valor de x tal que F(z) <u < F(xz +1).

16 Distribuicoes Discretas

e Se X uma v.a. discreta, entdo E[X] = > ap(x),
onde p(z) é a probabilidade de ocorréncia de x.

16.1 TUniforme Discreta

e Uma v.a. X tem distribuigado “uniforme discreta” se
os n valores que pode assumir x1,...,x, tem proba-
bilidades iguais. Portanto,

1
p(zi) = n
)
F(z) = o Ty <o < Tip1, To = —00, Tptl = +00

e Quando os valores de X sdo inteiros consecutivos

a,a+1,...,b, para a < b, temos
0, r<a
F(z)={ =2, a<z<b
1, r>b

b
B 1 _(b+a)b—a+1) a+bd
M_b—a—kl];k_ 2b—a+1) 2 °

16.2 Bernoulli

e Uma v.a. de Bernoulli pode assumir apenas dois va-
lores 0 (falha) ou 1 (sucesso). Portanto, se p é a
probabilidade de sucesso, entao 1 — p serd a probabi-
lidade de falha. Assim

1—p, sex=0
p(z) =1 p, sex=1
0, caso contrario

p=1xp+0x(1—p)=p
o> =(1-p?xp+(0—p)*x(1-p)=p(l-p)

e Ex.: nolancamento de uma moeda, podemos conside-
rar cara como sucesso e coroa como falha. Se a moeda
for justa, p=10.5, p =0.5e 0 =+/0.5 x 0.5 = 0.5.

e Utilizando uw ~ U(0, 1), geramos um valor para esta
v.a. retornando 1 se u < p, e 0 caso contrario.

16.3 Binomial

e Considere um experimento onde sao coletadas n ob-
servacoes independentes de uma VA de Bernoulli com
probabilidade de sucesso 0 < p < 1. A VA X que é
igual ao niimero de sucessos neste experimento é cha-
mada de “binomial” com parametros p e n.

— Como os n eventos sao independentes, a proba-
bilidade de ocorrer uma dada combinacao com
z sucessos ¢ p”(1 — p)"~*. Como existem (7)
destas combinagoes,

()

— SeY éuma VA de Bernoulli, My (t) = 1—p+e'p.
Entao,

p(x) =

Mx(t)=(1—p+e'p).

p=n(l—p+e'p)" (e'p)|i=o = np

E[X? = n(l—p+e'p)" (e'p)

+n(n—1)(1—p+e'p)"?(e'p)’li=o
= np+n(n—1)p*

o2 =np+n(n—1)p* — (np)*> = np(1 — p)

e Ex.: (matlab)

b 9 ) p=.9;n=10;x=1:n;bar(x, binopdf(x,n,p));grid on
o2 1 Z (k— a—i—b) _ (b—a+1) _1. p=.5;n=10;x=1:n;bar(x, binocdf(x,n,p));grid on

S b—a+1 ad 2 12 p=.9;n=100;r=binornd(n,p), [p,pcil=binofit(r,n)

e Ex.: Se a probabilidade de um computador falhar em
2 anos é de 10%, qual a probabilidade de z computa-
dores terem falhados neste periodo em um laboratério
com 10 computadores? Figura 3-8(b), Montgomery.

e E utilizada quando acreditamos que o valor é igual-
mente provavel dentro de um intervalo.

e Ex.: resultado do langcamento de um dado tem p =
(1+6)/2=35e0=/((6-—1+1)2-1)/12~ 1.7.

e Podemos gerar um valor para X gerando n valores
independentes para uma variavel de Bernoulli com
probabilidade de sucesso p, e somando estes n valores.

e Para gerar um valor de X, geramos u ~ U(0,1), e
retornamos |a + (b—a+ 1) X u].
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16.4 Geométrica

e Considere um experimento onde sao coletadas uma
sequéncia de observacoes independentes de uma VA
de Bernoulli com probabilidade de sucesso 0 < p < 1.
A VA X que é igual ao nimero de observagoes até
o primeiro sucesso é chamada de “geométrica” com
parametro p.

pla) = (1—p)"'p, 2 =1,2,...

x

Flz)=> (1-p)fp=1-(1-p)*
k=1
> ¢
_ pe
Mx(t) = et1l—p)lp= ———
0=3 e -p = =
Mig(t)lmo = -
= :0 = —
o x )]t D
1—
0% = M5 (B)li=o — 1 = =
D
e Ex.: (matlab)
p=.5;n=10;x=1:n;bar(x, geopdf (x,p));grid on

p=.5;n=10;x=1:n;bar(x, geocdf(x,p));grid on
Estimativa de p usa a média.

Ex.: Se a chance de falha na transmissao de uma
mensagem ¢ de 10%, qual a probabilidade de preci-
sarmos transmitir a mensagem x vezes? Figura 3-9.

Esta distribuigao é “sem meméria”, no sentido de que
as observagoes passadas nao afetam as observagoes
futuras.

— Ex.: Se enviamos 100 mensagens e todas elas
falharam, a probabilidade de que o primeiro su-
cesso ocorra na mensagem 105 é (1 — p)*p, ou
seja, igual a probabilidade de sucesso na quinta
mensagem de uma nova sequéncia.

Geragao utilizando F~1(z): z = [In(1—u)/In(1-p)].
Como 1 —u ~ U(0,1), podemos usar

B In(u)
16.5 Pascal

(1-p)

e A distribuigdo de “Pascal” é uma generalizacdo da
geométrica, onde a VA X é a quantidade necessaria
de observagoes independentes (de uma VA de Ber-
noulli) até atingirmos r sucessos.

— A probabilidade de uma dada combinagao com
r sucessos e x — 1 falhas (x > r) é (1 —p)* "p".
Como a tultima observagao é de sucesso, temos
(*~]) destas combinagdes. Portanto,

r—1
s = (21 )a-»

r—1

r—r, T

p, z=rr+1,...
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e Seja a VA Y] o nimero de observagoes até o primeiro
sucesso, Yo o nimero de observagoes entre o primeiro
sucesso e o segundo sucesso, assim sucessivamente.

— Portanto, podemos interpretar uma VA bino-
mial negativa X como a soma Y] 4+ --- 4+ Y.

— Note que as VAs Y; s@o geométricas. Além
disso, como a distribuigao geométrica nao tem
memoria, as VAs Y; sdo independentes.

p=Y By ==
i=1 p

Y ElY: —E])?) =

i=1

(1 —p)
p2

0'2_

e Ex.: Se a chance de falha na transmissao de uma
mensagem ¢ de 10%, qual a probabilidade de preci-
sarmos fazer r transmissoes na tentativa de enviar r
mensagens?

e Geracdo: produza uma sequéncia de u; ~ U(0, 1) até
que r observagoes sejam menores que p. Retorne o
ntimero de observagoes.

16.6 Binomial Negativa

e Uma VA X tem distribui¢do “binomial negativa” se
ela representa o nimero de falhas em experimentos
de Bernoulli até atingirmos r sucessos.

— A probabilidade de uma combinagdo com x fa-
lhas e r sucessos é (1 — p)*p". Como o ultimo
evento é sucesso, temos (I”*l) destas com-

binacoes. Assim,

r—1
r+r—1
r—1
— Podemos interpretar uma VA X com distri-
buicao “binomial negativa” como uma VA Y

com distribuigao de “Pascal” subtraida de r (ou
seja, contabiliza apenas as falhas). Portanto,

f@) Ja-wr

1—
p=E[Y]-r= rl-p)
p
1—
o2 =02 = r( _ p)
D
e Ex.: (matlab)
p=.5;r=1;x=0:20;bar(x, nbinpdf(x,r,p));grid on
p=.5;r=3;x=0:20;bar(x, nbinpdf(x,r,p));grid on
p=.5;r=5;%=0:20;bar(x, nbinpdf(x,r,p));grid on

Acidentes por dia:
a=[2 3 4 2 3
7 0];

mean(a) ,var(a), [p,pcil=nbinfit(a)

Var. > média => ndo Poisson/Binomial
x=0:20;bar(x, nbinpdf(x,p(1),p(2)));grid on

1 12 8 14 31 23 1 10



e Geracdo: produzimos um valor para uma varidvel 16.8 Relagao entre distribuigoes

com distribui¢ao de Pascal e subtraimos de r. e Figura 29.1, Jain.

e A variancia da binomial é sempre menor que a média,
a variancia da binomial negativa é sempre maior que
a média, e a varidncia da Poisson é sempre igual a
média. Esta observacao ajuda na escolha da distri-
bui¢ao mais apropriada para o modelo.

16.7 Poisson

e Considere um intervalo 7' e uma VA U uniforme em
T. Se dividirmos T em k intervalos Ti,...,T) de
mesmo tamanho L, e gerarmos n valores para U, qual
a probabilidade de X valores ocorrerem em T;?

16.8.1 Discreta para Continua:
normal da binomial

, aproximacgao
— Note que o resultado serd o mesmo para qual-

quer T; escolhido, i =1,... k.

— Temos que X é uma VA binomial com 17
parametros n e p = 1/k. E portanto, u = n/k.

Distribuigoes Continuas

17.1 Uniforme Continua
e Se o0 numero de intervalos de tamanho L aumentar
para ak (a > 1), entdo a probabilidade de uma ob- e Uma VA X com densidade de probabilidades
servacao ocorrer em um determinado intervalo cai 1
para p = 1/(ak). f(ac)z—a7 a<x<b,

— Entao, para manter a média de observagoes nos
intervalos constante (u = np = A), devemos au-
mentar o nimero de observagoes para an.

é “uniforme continua” com parametros a e b.

— Utilizamos quando a VA ¢ limitada e nenhuma
outra informagao estd disponivel. Ex.: tempo

— Se aumentarmos indefinidamente o ntmero de
de acesso ao HD.

intervalos, a distribuicao da VA X converge para
uma distribuicdo de “Poisson”. Ou seja,

T du _
F(J;):/ b—azi—Z’ a<zx<b

=a

n AN\ AT
= 1 - — — = b 2 2
o= () (- 2) () - [ e

b—a 2(b—a) 2

= Ne ¢ b
_ A NE (ef=1)A _ 2 2
M=y I g I CELTL
r=a —a

r=a

(pois e” = 3777, a* k! — série de Taylor) e Ex.: figuras 4-8 e 4-9, Mont.

=M (#)]i—o = Aele DM o = A e Geragao: z =a+ (b—a)u.

02 = M"(t)|i—o—A% = Ael® "DA (NP4 1)[,g—A2 = A 17.2  Normal

e Ex.: (matlab) e Uma VA X com densidade de probabilidade

1 _@=—w?
e 22, —oo<1T<+00

1=5;n=15;%x=0:n;bar(x, poisspdf(x,1));grid on fla) = o2
é uma VA “normal” com média p e desvio padrao

e Esta distribuicado é apropriada para modelar casos 0
o > 0.

onde os eventos sao produzidos por muitas fontes in-
dependentes, e a taxa de ocorréncia de eventos é man-

q — Esta é a distribuigdo mais utilizada, pois sem-
tida.

pre que um experimento aleatorio é repetido, a
distribuicdo da VA que representa o resultado
médio deste experimento tende para uma nor-
mal (com o aumento do nimero de repeticoes)
(“Teorema Central do Limite”).

— Ex.: A chegada de clientes em uma fila de banco,
em um determinado periodo do dia. Se os cli-
entes chegam em uma taxa de A = 2 cliente por
hora, qual a probabilidade de que cheguem 4

cliente na préxima hora (figura 3-14(b))?

e Geracdo: produze uma sequéncia u; ~ U(0,1) até
que ug - Up—1 > e > Ug - - - Uy, € retorne n. Em
média, A\ + 1 ntimeros aleatoérios serao necessarios.
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— E utilizada sempre que a aleatoriedade é cau-
sada por varias fontes independentes atuando
aditivamente. Ex.: Erros em medidas. Média
amostral de um grande ntimero de observagoes
independentes de uma dada distribuigao.



e Ex.: Figuras 4-10, 4-11 e 4-12, Mont. Erlang

e Se X tem distribui¢do normal com parametros i e o, e Quando os eventos sdo independentes (processo de
entao Poisson) com taxa A, o tempo para a ocorréncia de k
7 — X—p eventos tem distribuigao Erlang com parametros \ e
o k.
tem distribui¢do normal com parametros p = 0 e
o =1 (chamada de “normal padrdo”). e Ou seja, ¢ a soma de k VAs exponenciais I1D.
— Portanto, uma VA normal X com parametros e Ex.: asoma do tempo de atendimento de k servidores
1 e o pode ser obtida partindo de uma normal idénticos consecutivos.
padrao Z:
X=p+oZ Gama
e Geragao: a média Y de varias observagoes indepen- e A distribuicdo Gama é uma generalizagao da Erlang,
dentes u; ~ U(0,1) tende a uma distribui¢do normal onde o parametro k nao precisa ser inteiro.
com p = piy, = 1/2 ¢ 0 =02 /n=1/(12n), onde n
é o numero de observagoes. Assim, Beta
X=p+ GY —1/2 _ M+UZUi —n/2 e Esta distribuicdo é utilizada para VAs com valo-
1/v/12n \/n/12 res restritos a um intervalo [a,b], e tem forma mais
flexivel que a uniforme. Ex.: proporcoes.
Exponencial

e Tem dois parametros positivos que determinam a
e Quando os eventos ocorrem de acordo com um pro- forma da distribui¢do. Figura Wikipedia.
cesso de Poisson, os tempos entre eventos tem distri-

buigao exponencial. Cauchy

e Utilizada para modelar o tempo entre chegadas de e Se Y1 ~ N(0,1) e Ya ~ N(0,1) sdo independentes
. . i ) bl
consumidores, tempo de atendimento/reparo. entio X = Y; /Y, tem distribuicio de Cauchy.

o F(z,a)=1—e¢"%/%a>0,2>0

Chi-quadrada (x?)
fla,a)=e"""/a

e Soma dos quadrados de k VAs N(0,1) IID tem dis-

M(t) = /°° oo e—v/a i — e_:/“elm * - - 1 t tribui¢ao x? com k graus de liberdade.
0 “ “ z=0 “ e Ex.: distribuicao da varidncia amostral de uma VA
= —(1—at)72(—a)|t:0 = a(l—at)72|t:0 =a N(0,1).
o +a* = 24*(1 - at)73’t20 = 20 o Utilizada também para testar o ajuste dos dados a

. . uma determinada distribuigao.
e Tem a propriedade sem meméoria:

PriX>b+c|X>b = PrX >b+¢ e—(b+c)/aF
a N - - —b/a
Pr[X > 0] e/ o Se i ~ x2(ki) e Ya ~ x2(k2) sio independentes,
= e/ =Pr[X > entdo X = (Y1 /k1)/(Ya/ks) tem distribuicao F com
k1 e ko graus de liberdade.

Weibull
e Utilizada em andlise de variancia e regressao.
e Se Y ~ Exponencial( A™'/?), entdo X = Y?* é uma
Weibull(a, b), para a > 0,b > 0,z > 0. t-Student

—(xr/a b ~ .
o F(z,a,b) =1—e (/o). e Se Yy ~ N(0,1) e Yo ~ x2?(n) sao independentes,
entdo X = Y1/4/Ya/n tem distribuicdo ¢ com k graus

e Flexivel: os parametros podem tornar a distribuicao .
de liberdade.

mais proxima de uma exponencial ou mais proxima
de uma normal. e Utilizada em testes de hipdtese sobre a média, onde
. el . a variancia também é estimada através da amostra.
e Se b =1, temos uma distribui¢do exponencial.

e Se b < 1, podemos interpretar como uma exponencial 17 3 Relacgao entre distribuigoes
onde a taxa (1/a) cai com o tempo.
e Figura 29.2, Jain.
e Se b > 1, a taxa da exponencial cresce com o tempo.
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Parte VII
Selecao das
distribuicoes de entrada

18 Verificando independéncia nos
dados

estatisticas inde-

Algumas técnicas
pendéncia nos dados.

assumenm

— Antes de utilizar esta hipétese, necessério testar.

Grafico dos estimadores p; das autocorrelagoes de lag
ji=1,... k.

— Se o estimador se afasta muito de zero, entao
descartamos a independéncia.

Gréfico dos pares (z;, Zit1)-
— Se as observagoes sao independentes, esperamos
que os pontos estejam dispersos aleatoriamente.
— Quando existe correlacao, esperamos encontrar

algo préximo a uma reta.

Ex.: (matlab)

x=normrnd(zeros(100,1),1); autocorr(x)

load carsmall; x Acceleration; autocorr(x)
scatter (x(2:end), x(1:end-1))

19 Distribuicao empirica

Distribuicao obtida diretamente dos dados, ao invés
de ajustar os dados a uma dada distribuic¢ao teérica.

Observagoes: x1,Z2,...,Z, (v.a. continua).

Vamos assumir que a distribui¢ao acumulada ¢ linear
por partes. Fig. L6.17.

Neste caso, vale

(i~ 1)/(n—1).

a acumulada no ponto x;

1—1 i
y=ar+b = —— =azr;+b, —— =ax;41+0b
-1 n—1
Q T < x
F(z) = ﬁ-f—% i S < Tit
1 T > Ty
e Desvantagens:

— Numeros aleatérios gerados a partir desta distri-
buicao nao podem assumir valores que nao es-
tejam entre o menor e o maior valor observado
na amostra.
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* Valores altos podem ter impacto grande na
simulacao. Ex.: tempo de atendimento
muito alto pode gerar grande atraso na fila.

* Alguns autores sugerem colocar uma dist.
exponencial no final.

— A média obtida através de F'(x) nao necessari-
amente € igual a média da amostra.

e Em alguns casos os dados estao agrupados em inter-
valos (histograma).

Intervalos: [ag, a1), [a1,a2), ..., [ak—1,ak).

n; é o nimero de observ. no j-ésimo intervalo.

n=mny+mng+- -+ ng.

Acumulada em a; vale (ny +ng2 + -+ n;)/n,
(vale zero em ay).

0 T < ag
F(z)= { F(aj-1) + (r_a'j_l)éf£Z§i:F(aj_l)) aj—1 <z <aj
1 x> a

e Para distribuicoes discretas, basta observar a pro-
porcao das observagoes que possuem cada valor.

e Ex.: (matlab)

n=100; close all; rand(’seed’,12345);
x=normrnd(zeros(n,1),1); ecdf(x); hold on;
x=sort(x); plot(x,normcdf(x,0,1))

20 Selecao de distribuigao

e Quando coletamos dados sobre uma v.a. de entrada,
podemos especificar a distribuicdo em uma das for-
mas abaixo (em ordem de preferéncia):

1. Os dados sao usados diretamente na simulagao

(trace).

. Geramos uma dist. empirica, e sorteamos valo-
res de acordo com esta distribuigao.

Utilizamos métodos estatisticos para determinar
a distribuicao tedrica que melhor se ajusta aos
dados. Podemos entao gerar nimeros aleatérios
de acordo com esta distribuicao tedrica.

Desvantagens do 1o método: (i) reproduzimos exata-
mente o que ocorreu no passado, e (ii) podemos nao
ter dados suficientes.

Uma dist. tedrica é melhor que a empirica, pois
— A dist. tedrica é mais “suave”’que a empirica,
principalmente para poucos dados.

— A empirica ndo permite valores fora da regiao
observada na amostra.

— A representacao da distribuigdo tedrica é mais
compacta: armazenamos apenas os parametros
da distribuicao.



x A empirica exige o dobro dos pontos obser-
vados na amostra.

* Por esta razao, a geragdo de ntmeros
aleatérios é menos eficiente.

e Quando nenhuma tedrica se ajusta bem aos dados,
temos que utilizar a empirica.

21 Identificando o tipo da distri-
buigao

e Inicialmente tentamos identificar o tipo da distri-
buigao (normal, uniforme, exponencial..), para depois
determinar os parametros da distribuicao.

e Em algumas situagoes temos algum conhecimento
prévio sobre a distribuicao.

Ex.: quando os clientes chegam de forma inde-
pendente com taxa constante, podemos esperar
uma dist. exponencial para o tempo entre che-
gadas.

Ex.: dist. que podem assumir valores negati-
vos (ex.: normal) nio servem como tempo de
atendimento.

Ex.: o percentual de eleitores de um candidato
nao pode ter dist. exponencial, pois pode assu-
mir valores maiores que 1.

Na pratica temos pouca informacao prévia sobre
a distribuicao.

21.1 Histogramas

e Quando temos uma dist. continua, o histograma das

observagoes 1, Ta, . .

., Ty, fornece uma idéia da forma

da distribuicao.

Dividimos o range de valores observados (me-
nor até o maior) em k intervalos disjuntos
[bo, bl), [bl, bg), ceay [bk—l, bk) de mesmo tama-
nho Ab.

Pode ser necessario descartar alguns outliers
(valores muito baixo ou muito alto), para po-
der visualizar melhor a regiao de interesse.

Se h; é a proporgao das observagoes no j-ésimo
intervalo, entao plotamos

0 T < by
h(a:) = hj bj,1 <z < bj
0 x>0bg

— Note que hj = Pr[b;_1 < X < b;], e para algum
y € [bj-1,b5),

bj
|tz = abs)

Ou seja, se Ab é pequeno e temos muitas ob-
servagoes, entao o histograma converge para a
densidade de probabilidade.
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— Comparamos entao a gréfico gerado com o shape

das dist. tedricas, ignorando os parametros de
escala e localizacao.

e Uma dificuldade na construcao do histograma é de-
cidir o tamanho Ab.

— Um Ab pequeno produz um histograma irregu-

lar, devido ao aumento da variéncia de h; (pois
temos menos amostras por intervalo).

Um Ab grande compromete o entendimento da
forma, devido ao excesso de agrupamento de
pontos. Ex.: podemos perder picos proximos
a zero.

Solugao heuristica: teste varios tamanhos de in-
tervalo. Nao existe um guia para todo caso.

x=csvread(’service.csv’);
hist(x,5), hist(x,20), hist(x,40)

e Quando a dist. é discreta, colocamos uma barra para
cada valor possivel da v.a., ao invés de construir in-
tervalos.

— Temos entao histogramas mais corretos para v.a.

discretas, pois nenhum agrupamento é feito.

x=csvread(’demand.csv’);

a=min(x); b=max(x);

for n=a:b, y(n-a+l)=sum(x==n); end;
stem(a:b, y/length(x));
xlim([min(x)-1, max(x)+1])

e Quando o histograma apresenta dois ou mais picos,
nenhuma dist. tedrica podera ser ajustada. F. L6.24.

— Em alguns casos podemos dividir as observagoes

entre as distribuigoes.

— Ex.: o tempo para consertar um equipamento

depende da necessidade de adquirir uma peca.

— Sejam fi(z) e fa(x) as dist. do tempo com e

sem aquisi¢ao de peca, respectivamente. Se p; é
a proporg¢ao das pegas com aquisi¢ao, entao

f(@) = prfi(@) + (1= p1) fa().

21.2 Box Plots

e Permite observar a assimetria da distribuigao.

x=csvread(’service.csv’);
boxplot(x,’orientation’, ’horizontal’)

e A caixa indica a regido entre o 1o e o 3o quartil (25%

e 75% dos dados).

e A linha no centro da caixa indica a mediana (20 quar-

til, 50% dos dados).

— Se a mediana néo esta no centro da caixa, entao

temos indicagao de assimetria.



x=csvread(’service.csv’);
min(x), max(x), mean(x), median(x),
mode(x), skewness(x), std(x)/mean(x)

— Sao considerados outliers os pontos que estao
afastados da caixa mais de 1,5 vezes a largura
da caixa. Indicados com uma cruz.

— Aslinhas que saem das caixas indicam o restante

e Podemos usar a razdo lexis T para diferenciar as dist.
dos pontos.

discretas poisson, binomial e binomial negativa (a
geométrica é um caso particular da binomial neg.).

21.3 Estatisticas
- .. .52
e Quando temos observagoes 1, Ta, . . ., Ty i.i.d., pode- T==.
mos utilizar estatisticas para ajudar a identificar o X

tipo da distribuigao. — 7=1 = poisson.

e Os valores minimo e maximo podem sugerir a regiao — 7<1 = binomial.

de valores possiveis.

e Quando os estimadores para a média e a mediana sao

aproximadamente iguais, temos uma indicacao que a
dist. pode ser simétrica.

— 7>1 = binomial negativa.

x=csvread(’demand.csv’); autocorr(x);
scatter (x(1:end-1),x(2:end));

boxplot(x,’orientation’, ’horizontal’);
a=min(x), b=max(x),

for n=a:b, y(n-a+1l)=sum(x==n); end;
stem(a:b, y/length(x));

x1lim([min(x)-1, max(x)+1]);

mean(x), median(x), mode(x), skewness(x),
var (x) /mean(x)

e O skewness v mede a simetria de uma distribuicao.

Z?:in - X?/n
[S2]3/2

ﬁ:

— Quando v = 0, a dist. é simétrica.

— Quando v < 0, a cauda da esquerda é mais
longa, mais observagoes no lado direito, poucos
valores pequenos. Ex.: 1, 100, 101, 102, 103.

— Quando v > 0, a cauda da direita é mais longa,
mais observagoes no lado esquerdo, poucos va-
lores grandes. Ex.: 1, 2, 3, 4, 100.

— Ex.: v =2 para a dist. exponencial.

22 Estimativa de parametros da
distribuicao

e As mesmas observagoes i.i.d. x1,x9,...,x, utiliza-
das para deteminar a forma da dist. podem ser utili-
— Em projetos de simulacdo encontramos com zadas para determinar os parametros da dist..

mais frequéncia v > 0. ) . . )
e Existem varias formas de estimar parametros. Os

estimadores de mdzrima verossimilhan¢a (MLE) sao
os que reunem as melhores propriedades.

x=csvread(’service.csv’); skewness(x)
x=csvread(’demand.csv’); skewness(x)

e Para dist. continuas, podemos usar o estimador do
coeficiente de variagao:

VP

CU = —.

X

e Para dist. discreta, a fungao de verossimilhanga L(0)
é a probabilidade de observar a amostra dado que 6
é o parametro da dist.. Como a amostra ¢é i.i.d.:

L(0) = po(x1)pe(x2) - - - pon).
— A dist. exponencial tem cv = 1.

O estimador de méxima verossimilhanca 6 é o valor
de 6 que maximiza L(0).

— As dist. gamma e weibull tem cv < 1 para o > ¢
l,cv=1paraa=1,ecv>1paraa <l1.

— Note que a dist. exponencial é um caso particu-

i - — Ou seja, é o parametro com maior chance de
lar das dist. gamma e weibull.

produzir a amostra observada!

— A dist. lognormal sempre tem a forma de uma
gamma/weibull com « > 1, mas pode assumir
qualquer valor de cv.

e Embora a probabilidade de observar x; seja zero para
dist. continuas, a funcao de verossimilhanga é defi-

- . . nida de forma andloga:
x Entao, se a dist. tem esta forma (histo- &

grama) com ¢v > 1, a lognormal modela
melhor os dados que a gamma/weibull.

L(0) = fo(x1)fo(x2) - folwn)-

— O cv nao ¢ 1til para outras distribuigoes. e Para encontrar o 6 que maximiza L(f) geralmente

tiramos o logaritmo de L(#), derivamos e igualamos
a zero.

— Nao é bem definida para quando g = 0.
Ex.: N(0,0?%), U(—c,c).
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— Nem sempre este procedimento fornece uma
expressao fechada, sendo necessdrio utilizar
métodos numéricos. Ex.: gamma, weibull, beta.

— Neste caso, temos fungoes prontas no matlab, R,
octave, maple...

e Propriedades dos estimadores MLE:

1. Para a maioria das dist mais comuns, 6 é o tinico

valor que maximiza L(0).

Embora 6 seja viesado para algumas dist, E[f]
converge para 6 quando n — oo.

O MLE de ¢ = h(9) vale h(0).

Ex.: como Var[expo(8)] = (*, o MLE desta
variancia vale (X)2.

Quando n é grande, temos o seguinte intervalo
de confianca para 6:

5()

)

0+ 21-a/2

onde 8(0) = —n/E[d?(log L(6))/d6?].

— Ex.: geométrica.

I(p) = log(L(p)) = nlog(p) +log(1 —p) > x;
i=1

d*l(p) _ _n D1 Ti
dp? p?  (1-p)?
Plp)] . n YL El] o n
E[dﬂ }_ p? inV - p*(1-p)

x=csvread(’service.csv’); [p il=gamfit(x)

e Podemos utilizar este intervalo de confianga para ve-
rificar a sensibilidade deste parametro na saida do
simulador.

— Simulamos com valores extremos dos intervalos
e observamos o impacto nas medidas de perfor-
mance.

— Se nao for muito sensivel, estamos confortaveis
em usar o estimador.

— Caso contrario, deveriamos coletar mais dados
para diminuir o intervalo de confianga.

23 Teste de ajuste da distribuicao

e Nesta etapa verificamos quao bem a dist tedrica se
ajusta aos dados.

e Quando varias dist sdo candidatas, devemos escolher
a que melhor se ajusta. Nenhuma terd um ajuste
perfeito.

17

23.1 Meétodos graficos
23.1.1 Comparagao de frequéncias

e Colocamos no mesmo gréfico o histograma h(z) e a
Proporcio fbii_l f(z)dz das observacoes que devem
ocorrer em cada intervalo [bj_1,b;) de acordo com a
dist tedrica f(z).

— Para dist continuas, uma alternativa é plotar o
histograma e o gréfico de Ab x f(x).

x=csvread(’service.csv’); k=20;

[h bl=hist(x,k); h=h/length(x); bar(b,h);
hold on; p=gamfit(x); db=b(2)-b(1);
y=b(1)-db/2:0.01:b(end)+db/2;

plot (y,db*gampdf (y,p(1),p(2)))

figure; bar(b,h); hold on; p=wblfit(x);
plot (y,db*wblpdf (y,p(1),p(2)))

figure; bar(b,h); hold on; p=lognfit(x);
plot(y,dbxlognpdf (y,p(1),p(2)))

x=csvread(’demand.csv’); a=min(x); b=max(x);
for n=a:b, y(n-a+1l)=sum(x==n); end;
stem(a:b, y/length(x)); hold on;
xlim([min(x)-1, max(x)+1]); p=nbinfit(x);
scatter(a:b,nbinpdf(a:b,p(1),p(2)))

23.2 Graficos de probabilidades

e Podemos comparar o grafico da acumulada empirica
F(z) com a acumulada da dist. ajustada F'(z). Fi-
gura L6.30.

x=csvread(’service.csv’); ecdf(x); hold on;
p=gamfit(x); x=sort(x);
plot (x,gamcdf (x,p(1),p(2)))

figure; ecdf(x); hold on; p=wblfit(x);
plot (x,wblcdf (x,p(1),p(2)))

figure; ecdf(x); hold on; p=lognfit(x);
plot(x,logncdf (x,p(1),p(2)))

figure; ecdf(x); hold on; p=expfit(x);
plot(x,expcdf (x,p(1)))

e Como este grafico é geralmente nao linear, temos di-
ficuldade para comparar.

— Temos mais facilidade para comparar quando o
grafico é uma reta.

— No gréfico P-P plot (prob-prob) temos os pontos
(F(x), F(z)) para um conjunto de valores de z.



— No grifico Q-@Q plot (quartil-quartil) temos os
pontos (z,z') tal que F(z) = F(2'), para um
conjunto de probabilidades p = F(x).

— Os graficos P— P e @ — @ medem as diferencas
nos eixos y e x do grafico das acumuladas, res-
pectivamente.

x Portanto, o P — P ajuda a observar dife-
rencas no meio do grafico, enquanto o Q — Q
ajuda a observar diferencas nas caudas.

— Os valores de z e p sao distribuidos de tal forma
que se as dist F(z) e F(z) forem aproximada-
mente iguais, os graficos P— P e QQ — @ se apro-
ximam de uma reta (mesmo que as dist tenham
diferenca de localizagao e escala).

x=csvread(’service.csv’);

p=gamfit(x); y=gamrnd(ones(10000,1)*p(1),p(2));
qgplot(x,y); [eF,x]=ecdf(x); tF=gamcdf(x,p(1),p(2));
figure; plot(tF,eF,’+’,[0,1],[0,1])

p=wblfit(x); y=wblrnd(ones(10000,1)*p(1),p(2));
figure; qgplot(x,y); tF=wblcdf(x,p(1),p(2));
figure; plot(tF,eF,’+’,[0,1],[0,1])

p=lognfit(x); y=lognrnd(ones(10000,1)*p(1),p(2));
figure; qgplot(x,y); tF=logncdf (x,p(1),p(2));
figure; plot(tF,eF,’+’,[0,1],[0,11)

p=expfit(x); y=exprnd(ones(10000,1)*p(1));
figure; qgplot(x,y); tF=expcdf(x,p(1));
figure; plot(tF,eF,’+’,[0,1],[0,11)

e Podemos também comparar os box plots.

x=csvread(’service.csv’); n=length(x);

p=gamfit(x); yl=gamrnd(p(1)*ones(n,1),p(2));
p=wblfit(x); y2=wblrnd(p(1l)*ones(n,1),p(2));
p=lognfit(x); y3=lognrnd(p(1l)*ones(n,1),p(2));
p=expfit(x); y4=exprnd(p(1l)*ones(n,1));
boxplot([x y1 y2 y3 y4],’orientation’,’horizontal’)

23.3 Teste de hipdtese

e Hipdtese

Hy: x1,...,x, sao observagoes i.i.d. da dist F.

e Vantagem:

— Forma automaética de identificar diferencas gros-
seiras entre a dist tedrica e a observada.
Diferengas nao provocadas pela flutuagao dos
dados.

— Nao depende do julgamento do avaliador.
e Desvantagens:

— Quando temos poucos dados, o teste é pouco
sensivel (deixa de perceber diferencas, aceitando
dist com ajuste ruim).
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— Quando temos muitos dados, grande chance de

rejeitar todas as dist tedricas. Por que?

— O teste de hipdtese permite fixar a confianca «

em rejeitar uma dist errada, mas nao podemos
fixar a confilanca em aceitar uma dist correta.

23.3.1 Teste Chi-Quadrado

e Este é o teste mais utilizado para determinar se os

dados observados atendem a uma determinada dis-
truicao.

Os passos sao:

1.

2.

Preparamos um histograma com k intervalos,
obtendo assim o percentual de ocorréncia o; em
cada intervalo i =1,... k.

Com base na distruibuicao que estamos
testando, determinamos o percentual de
ocorréncias esperado e; para cada intervalo
i=1,...,k.

— Ex.: dist uniforme, e; = 1/k para todo i.
Calculamos a estatistica

k

D=Y" (0i ;ei)27

i=1

que tem distruibuicao chi-quadrada com k£ — 1
graus de liberdade.

. . A . . z 2
Com significancia «, se D ¢ menor que x7_,
(fornecido em softwares ou tabelas), ndo pode-
mos rejeitar a hipotese de que os nimeros foram
originados da distribuigao.

e Como o e; aparece no denominador, erros em inter-

valos com e; menores tém mais peso na estatistica

D.

— Portanto, o teste funciona melhor se os inter-

valos do histograma sao escolhidos de tal forma
que os e;’s sejam iguais.

Uma forma aproximada de resolver é agrupar
cada intervalo com e; pequeno com algum inter-
valo vizinho.

Note que no caso da distribuigao uniforme, basta
utilizar um histograma com intervalos de mesmo
tamanho.

e Se r parametros da distribuigao sao estimados utili-

zando a mesma amostra, o niimero de graus de liber-
dades caide k — 1 para k—1 — .

— Ex.: se suspeitamos que os dados formam uma

normal, e estimamos a médio e o desvio padrao
com base na amostra, devemos subtrair 2 graus
de liberdade.

— No caso da distribuicao uniforme entre 0 e 1

nenhum parametro precisa ser estimado.



e Este teste é mais indicado para distribuicoes discre-
tas.

— No caso de distribuigoes continuas, o teste chi-
quadrado é apenas uma aproximagao. E por-
tanto exige mais observagoes.

— Pois o teste agrupa (discretiza) os dados em in-
tervalos, unindo valores com probabilidades di-
ferentes (isto pode ser evitado em distribuigdes
discretas).

— Assim, o nivel de significincia real apenas se
aplica para um numero infinito de observacoes
(intervalos).

— Na prética (amostras finitas), reduzimos este
efeito evitando a ocorréncia de intervalos com
poucas observagoes: cada intervalo com menos
de 5 observagoes é agrupado com algum inter-
valo vizinho.

% Quando o intervalo tem mais observagoes

temos mais confianga da proporgao obser-
vada.

x=csvread(’service.csv’); p=gamfit (x);
[h pvl=chi2gof(x,’cdf’,0(z)gamcdf (z,p(1),p(2)),
’nparams’,2,’alpha’,0.05)

p=expfit(x); [h pvl=chi2gof(x,’cdf’,
@(z)expcdf (z,p(1)), ’nparams’,2,’alpha’,0.05)

23.3.2 Teste Kolmogorov-Smirnov
e Passos:

1. Determine a fungao de distribuigao acumulada
observada F,(z), e a fungao de distribuigao acu-
mulada esperada Fe(x).

2. Utilizando os n valores da amostra, calcule as
estatisticas

Kt =\nx mgx{FO(x) — F.(z)}

K~ =/nx mg?x{Fe(x) — Fo(x)},

que representam as maiores diferengas entre as
distribuigbes para mais e para menos.

3. Com significincia «, ndo podemos rejeitar a
hipétese de que os dados obedecem a distri-

buigao se Kt e K~ forem menores que Ki_q .,
(obtido em tabela).

e A fungao de distribuigdo acumulada observada F,(z)
é o percentual de observagbes com valor menor ou
igual a x, ou seja:

— Sejam 71 < 29 < ... < x, os elementos da
amostra em ordem crescente. Entao,

e Existe uma observacao importante no calculo de K~

(figura 27.1, Jain).

— Toda funcao de distribuicao acumulada é nao
decrescente.

— Como F,(z) se baseia em um conjunto finito
de observagoes, ela possui incrementos discre-
tos (ou seja, F,(x) é constante entre observagoes
consecutivas x; < < Tiy1).

— Por outro lado, quando a distribuicao ¢é
continua, F,(z) serd continua.

— Assim, o max,{F.(z) — F,(z)} para 2,1 <
xr < x; ocorre imediatamente antes de x;.
Ou seja, maxy, <z<z; {Fe(x)—Fo(z)} converge
para Fe(l‘i) — Fo(.lii_l).

e Para a distribui¢do uniforme entre 0 e 1 temos que

F.(z) = z. Portanto,

— Ex.: tabela 27.2, Jain.

e Comparando com o teste Chi-quadrado, concluimos:

— Ao contrario do teste Chi-quadrado, que é mais
apropriado para distribuigoes discretas e amos-
tras grandes, o teste K-S foi projetado para dis-
tribuicoes continuas e amostras pequenas.

— O teste K-S compara as distribui¢oes acumula-
das (tedrica e observada), enquanto o teste Chi-
quadrado compara as densidades de probabili-
dades.

— Ao contrario do teste Chi-quadrado, o teste K-
S nao faz agrupamento de observagoes. Neste
sentido, o teste K-S faz melhor uso dos dados.

— A escolha dos tamanhos dos intervalos é um pro-
blema do teste Chi-quadrado (ndo existe regras
bem definidas para isso). Esta escolha afeta o
resultado.

— O teste Chi-quadrado é sempre aproximado,
enquanto o teste K-S é exato sempre que os
parametros da distribuigao sao conhecidos.

x=csvread(’service.csv’); p=gamfit (x);
y=gamrnd (p (1) *ones (10000,1) ,p(2));
[h pv]l=kstest2(x,y,0.05)

0, se r < x1
Fo(z) =14 i/n, sex; <x<mip1, i=1,...,n—1 p=expfit(x); y=exprnd(p(1)*ones(10000,1));
1, se x> Xy, [h pv]l=kstest2(x,y,0.05)
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24 Distribuigées deslocadas e — Neste caso, temos os seguintes parametros para

truncadas a dist beta:

_ (p—a)2c—a—b)
e Varias dist permitem valores muito préximos de zero, al = c—b—a)

mas nem sempre isso é véalido na prética.

— Ex.: Podemos assumir que nado faz sentido Ay = b= par
tempo de atendimento no banco inferior a 10 (n—a)
segundos.

— Note que quando média p é maior que a moda

e Podemos facilmente inserir um parametro de loca- ¢, a dist tem assimetria a direita.

lizacao nas dist que nao possuem, mas isso pode tor-

nar o estimador MLE dificil de ser obtido. x=csvread(’service.csv’); a=min(x), b=max(x),
c=mode (x), u=mean(x),
— Trocamos na func¢ao de prob x por z — 7. al=(u-a)*(2*c-a-b)/((c-u)*(b-a)),

a2=(b-u)*al/(u-a), [h z]=hist(x,15);
e Uma estratégia simples ¢ utilizar o estimador pro- h=h/length(x); bar(z,h); hold on; y=a:.01:b;
posto em [Dubey67]: plot(y, (z(2)-z(1))*betapdf ((y-a)/(b-a),al,a2)/(b-a))

2
- TMT(n) T Ty
LT — . 26 Verificando homogeneidade en-

tre amostras

onde z(; ¢ a i-ésima observagao em ordem crescente.

e O que fazer quando coletamos dados durante varios
periodo, e achamos que pode haver diferenca nas dist
destes periodos?

— Subtraimos de 4 cada observagao, e estimamos
0s outros parametros.

x=csvread(’service.csv’) ;p=gamfit (x) ,x=sort(x); — Por exemplo, o movimento no banco pode de-
g=(x(1)*x(end) -x(2)*x(2) )/ (x (1) +x (end) -2*x(2)) , pender do dia do més.
x=x-g; p=gamfit(x)

e Kruskal-Wallis propuseram um teste de hipétese para

e Em alguns casos podemos assumir que a variavel verificar se k amostras tém a mesma dist.

aleatéria nao assume valor maior que U. . L. 5 )
— Seja z;; a j-ésima observacao da amostra i, n;

e E facil adaptar o gerador de nimeros aleatorios para 0 nﬁmiro de observagoes da i-ésima amostra,
ficarem restritos a um intervalo (veremos depois). n= Zizlnm, R(zi;) o rank da observacao (4, j),
e Ry =3 .1, R(x).
— Note que quando truncamos a dist no intervalo -~ -
. . i — O rank de uma observagao é a posicao dela
[L,U], dividimos a densidade de probabilidade -
quando ordenamos todas as observagoes (todas

U
por [, f(v)dz. as amostras juntas).

— Se todas as amostras tém a mesma dist, entao

25 Selegéo de dlStI‘lbUI(;glO na estatistica abaixo tem dist chi-quadrada com k—

~ . 1 graus de liberdade:
auséncia de dados 8

k  p2
e Algumas vezes o sistema nfo existe, ou o tempo nao T = _ 12 Z L _3(n+1).
é suficiente para ajustar todas as dist necessarias. n(n+1) = n;
e Utilizando dist triangular: — Portanto, rejeitamos (com confianga «) a

hipétese de que as dist sao iguais se

— Podemos perguntar a um especialista quais se- T> X%—l,l—a (ponto critico da chi-quadrada).

riam os valores minimo a, maximo b e mais co-

mum ¢ da v.a.. clear all; ni=1000;

e Utilizando a dist beta: x=[exprnd(ones(1,4#*ni)) exprnd(2*ones(1,ni))];
[y il=sort(x); R(i)=1:length(i);
— Perguntamos ao especialista, além dos valores R=reshape(R,ni,5)’; Ri=sum(R’); n=5%ni;
minimo a, maximo b e mais comum ¢, qual seria T=(12/(n*(n+1)))*(Ri*Ri’)/ni - 3*(n+1),
o valor esperado p da v.a.. chi2inv(1-0.05,5-1)
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27 Ajuste para dados nao ho-

mogéneos
O que fazer quando a dist muda com o tempo?

Uma possibilidade é particionar o tempo em interva-
los e ajustar uma dist para cada intervalo.

— Desvantagem: muitos parametros para ajustar
(perdemos graus de liberdade).

Se for possivel modelar os dados como um processo de
Poisson nao homogéneo, basta estimar como a taxa
de ocorréncia do evento evolui com o tempo.

A chegada de clientes obedece um processo de Poisson
quando:

1. Os clientes chegam um por vez.

2. O numero de clientes que chegam no intervalo
(t,t + s] independe do nimero de clientes que
chegam no intervalo (0, ¢].

3. A dist do niimero de clientes que chegam no in-
tervalo (¢,t + s] independe de t.

— Quando clientes abandonam o sistema por estar
muito cheio, estamos violando ao condigao (2).

— A condigao (3) indica que a taxa de chegada é
constante, o que normalmente é valido apenas
para intervalos pequenos de observagao.

— Quando estas condigoes sao satisfeitas, o
ntmero de chegadas em uma unidade de tempo
tem dist Poisson, onde A\ é a taxa de chegada
(chegadas por unidade de tempo).

x Além disso, o tempo entre chegadas tem
dist exponencial com média 1/\.

* Para saber a dist do ntimero de chegadas
em s unidades de tempo, basta substituir
A por sA na densidade de probabilidade da
Poisson.

Quando a chegada satisfaz as condicoes (1) e (2), mas
nao necessariamente a condicdo (3), temos um pro-
cesso de Poisson nao homogéneo.

— Neste caso, a taxa de chegada A(t) é fungao do
tempo t.

— A probabilidade de observar = chegadas no in-
tervalo (t,t + s] vale

e PE9)p(t, 5)®

plx,t,s) = o

)

onde b(t,s) = [ Na)da.

t

Na prética, vamos dividir o tempo de observacao em
intervalos e estimar uma taxa constante em cada in-
tervalo.

21

— O ntmero de intervalos segue as mesmas re-

comendacoes utilizadas para construir um bom
histograma.

— A estimativa da taxa de chegada em cada inter-

valo é o niimero de observagoes neste intervalo,
dividido pela duracao do intervalo.
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