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RESUMO - A algebra de didides é uma importante
estrutura algébrica que pode ser utilizada na
formalizagdo de controle de Sistemas a Eventos
Discretos temporizados e nao temporizados. Esse
trabalho emprega essa estrutura para sintetizar
supervisores para sistemas a eventos discretos
temporizados em que os tempos de vida dos eventos
sdo definidos na mesma estrutura da abordagem de
Brandin e Wonham, isso é, com intervalos de tempo
definidos com limites inferiores e superiores. Dessa
forma, o conjunto de eventos forgados € também
definido. Nessa abordagem, o algoritmo proposto
utiliza um formalismo similar como o apresentado
pelas matrizes de incidéncia de Costa. Os resultados
de seu uso garantem a construgdo do supervisor para
sistemas a eventos discretos temporizados descritos
por Brandin e Wonham. O algoritmo proposto
apresenta a mesma complexidade computacional
global da abordagem dos autématos (max,+). Os
grafos de transigdo de atividades sdo estendidos para
serem tratados com a algebra (min,max,+). Exemplos
sdo apresentados, onde a eficacia do algoritmo
proposto € provada.

ABSTRACT - Dioid algebra is a algebric structure
important that can be used in timed and untiemd
Discrete Event Systems control formuling. This paper
employs this structure to synthesize supervisors for
timed discrete event systems where the event lifetimes
are defined in the same structure of the approach of
Brandin e Wonham, that is, with time intervals defined
with superior and inferior bounds. In this way, the set of
forced events is defined too. In this approach, the
proposed algorithm use a similar formalism as
presented by incidence matrices of Costa. The results
of its use allows construct the supervisor for timed
discrete event systems described by Brandin and
Wonham. The proposed algorithm presents the same
global computational complexity of the approaching of
the (max,+) automata. The activities transition graphs
are extended to be formalized with (min,max,+)
algebra. Examples are presented, where the proposed
algorithm efficacy is proved.
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INTRODUCAO

Os Sistemas a Eventos Discretos (SEDs) [1] sédo
sistemas que apresentam uma evolugao dindmica
descrita pela ocorréncia de eventos que alteram o
estado do sistema. Estes sistemas se
apresentam em aplicagcbes do cotidiano como
sistemas de manufatura e supervisao de trafego
aéreo e ferrovidrio. Seu estudo requer uma
representacdo adequada que permita projetar um
agente de controle automatico, denominado de
supervisor. Sua andlise e projeto iniciam pelo
estudo do comportamento Idgico, onde o
formalismo para seu tratamento (a Teoria de
Controle Supervisorio [2]) soluciona o problema
de controle, mas que nao é aplicada a problemas
em que o tempo é uma variavel importante.
Nestes casos, € necessério representar o0s
tempos associados aos eventos para que a
solugdo do problema de controle seja factivel
mesmo sob restricdes temporais. Além disso,
esses tempos associados aos eventos podem
variar durante a operagdo do sistema
necessitando modificar a estratégia de controle
para preservar o comportamento definido e néo
permitir a degradacdo do desempenho.Assim, a
inclusdo de uma representacao temporal explicita
nos modelos de SEDs abre a possibilidade de
projetar supervisores adaptaveis a mudangas do
sistema e de determinar o melhor desempenho
na realizagédo das tarefas especificadas.

Dentre as varias alternativas de representagao do
tempo nos SEDs, ha a abordagem de [3], que é
definida pela inclusdo de um evento denominado
‘tick’, sincronizado a um relégio global. Neste
caso, considera-se o problema do crescimento no
nimero de estados devido a inclusdo desse
evento. Também, as composi¢cdes sincronas
entre os autbmatos nesta abordagem séao
geradas utilizando os grafos de transicées de
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atividades (GTAs) [4] e a sintese do supervisor é
definida sobre os grafos de transigbes
temporizadas (GTTs) [5]. Uma outra alternativa
que nao utiliza o evento ‘tick’, com a inclusao do
tempo no modelo é tratada em [6], em que o
sistema é representado por um grafo de eventos
temporizados e requer o uso da &lgebra de
didides [7] que tem sido muito utilizada no estudo
dos SEDs [8, 9]. Esta a&lgebra é usada na
avaliacdo de desempenho de SEDs [10] pelas
séries formais [11, 12], que permitem descrever a
linguagem reconhecida do SED temporizado,
sendo seu modelo um autbmato (max,+) [10].
Devido a sua versatilidade, também é utilizada
para determinar caminhos em SEDs, pela matriz
de incidéncia do grafo do sistema [13]. Em geral,
no controle de SEDs temporizados pelos didides
[14, 15], a especificacdo de comportamento é
definida por um vetor de fungbes de atrasos,
definindo um supervisor que avalia a saida do
sistema e inibe temporariamente certos eventos,
definindo os tempos minimos de suas ocorréncias
[6, 16].
Por outro lado, quando se utilizam autématos
(max,+), todos os tempos associados aos eventos
(tempos de vida) sao tratados como tempos
minimos para suas habilitagdes. Assim a sintese
de supervisores € formalizada por operagdes
matriciais baseadas nos didides sobre as
matrizes de incidéncia do autémato do sistema
[17, 18], se apresentando como um importante
paradigma para o estudo desses sistemas.
Entretanto, esta formalizagdo se aplica ao caso
em que todos os eventos sdo definidos como
remotos, sendo necessario estendé-la ao caso
mais amplo, como definido em [3]. Nesse artigo é
apresentada esta extensdo, em que alguns
conceitos sdo necessarios para compreender a
formulagdo da sintese do supervisor, em que
alguns exemplos séo apresentados.
CONCEITOS

Algebra de Didides
Definicao 1 Um Didide € um conjunto D dotado
das operagdes @ (adi¢do) e ® (multiplicacao), que
é idempotente. O elemento nulo é € e o elemento
identidade é e.
Um didide é dito ser comutativo se ® ¢
comutativo. Quando se considera que D = Ry =
Ru{-e0}, 0 elemento nulo é definido como € =-« e
0 elemento identidade é ¢ = 0. O operador @ é a
operacao usual max, e o operador ® é a soma
usual. Nesse caso, D é um didide comutativo e a
algebra de diéide é conhecida como &lgebra
(max,+). Quando se considera que D = Ry, =
Ru{+e}, 0 elemento nulo é definido como € =« e
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0 elemento identidade é ¢=0. O operador ® é a
operacao usual min, e o operador ® é a soma
usual. Nesse caso, D também é um didide
comutativo e a algebra de didide é conhecida
como algebra (min,+).

Grafos de Transicao de Atividades

Um GTA é um autbmato temporizado em que
seus eventos tém associados intervalos de tempo
que determinam o menor tempo para o evento se
tornar habilitado e 0 maximo tempo em que ele
pode ocorrer.

Definicdao 2 Um GTA é um autdmato finito G, =
(X, A, 8,89, Ar), em que X é um conjunto finito de
eventos; A é um conjunto de atividades (que
designam os estados); 8:X x A —» A é uma fungéo
de transi¢ao de atividades parcial; a, é a atividade
inicial e A, € o conjunto de atividades finais
(estados marcados). A cada evento ¢ € X é
associado um intervalo de tempo [/, u], em que
le N designa o limite inferior para a habilitagdo do
evento 6 e ue NU{} denota o limite superior para
a ocorréncia do evento.

A representacdo gréafica de um GTA € similar a
um autébmato. Entretanto, sua din&mica tem a
mesma formalizagdo do autbmato (max,+) [10]
para os limites inferiores (tempo minimo para
habilitagdo do evento) e o limite superior do
intervalo de tempo determina o maximo tempo
em que o evento esta habilitado, e neste tempo, o
evento deve ocorrer. Exemplo da execugéo deste
autébmato pode se visto em [3].

Matrizes de Incidéncia para GTAs

Devido a estrutura do autdmato (max,+), nao é
possivel incluir limites superiores de tempo finitos
em sua temporizacdo. Dessa forma, para este
limite superior ser definido é necessario estruturar
a formalizagdo de controle para os SEDs
temporizados sobre um GTA com uma extensao
na definicdo dos atrasos iniciais e finais,
aplicando a este, um formalismo baseado na
algebra de didides, especificamente a éalgebra
min-max [19].

Definicdo 3 A um didide D definido sobre a
algebra min-max, isto &€ D dotado das operacoes
(min, max, +), definem-se os elementos € = -« e
€ = +oo,

Com esta definicao, tem-se:

Definicdo 4 A um GTA, define-se a matriz de
incidéncia por

[l,u] o se Ao do estado 7 para 7;
- caso contrdria,

At =lat; ;] at;; = {
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onde [/, u] é o intervalo de tempo associado ao
evento que leva o autdbmato do estado i para o
estado j. Se existe mais de um evento definido do
estado j para o estado j,

at; ; = R TR ok
3
k

e o simbolo — denota o intervalo [, . O vetor de
estado inicial é definido por

6 (At) = [[ti ] — . — ],
com f; representando o limite inferior do atraso

inicial e fy, o limite superior. O vetor de estados
marcados é definido por
T

& (At) = [ [ty o tmnn] Brmacstmzn] oo s tma] ]S

com i, representando os limites inferiores dos
atrasos finais e t,;, os limites superiores. Se um
estado k’nao é marcado, = —.

Nesta definicdo, observa-se que a matriz de
incidéncia é estendida para comportar limites
superiores finitos de tempo, em que eventos
podem ocorrer (eventos prospectivos). O simbolo
— representa um intervalo de - a +e, 0 que
implica na nao existéncia de um evento ligando
dois estados, de forma que é possivel descrever
a dindmica do GTA por meio desta algebra.
Desse modo, os limites inferiores utilizam a
algebra (max,+) (similar aos autdmatos (max+)),
enquanto que os limites superiores sdo descritos
utilizando a algebra (min,+) [20]. Esse formalismo
baseado na algebra min-max permite descrever
diretamente a seméntica do GTA. Deve-se
observar que neste formalismo, os GTAs sao
estendidos para incluir atrasos iniciais e finais
através de intervalos.

Exemplo 1 O GTA apresentado na Figura 1 tem
sua representacdo matricial definida por
— - [E,E] a
At = [[2,4]3 e, 2o + [1,2];{]
f(At) = [[3,8] -
o(At) =[— [4,8]].
Observe que no autbmato, o evento que leva do
estado 1 para o estado 2, ndo ha um intervalo, o
que representa apenas o limite inferior (u = +),
sendo um evento remoto. Idem, no atraso inicial,
0 que representa que o autdmato pode iniciar sua
execucao a partir do instante de tempo 3. No caso
do estado marcado 2, o limite superior referencia-
se a que, se nenhum evento ocorre até o instante
de tempo 5 (contado ao atingir este estado),
necessariamente o estado é reconhecido. Os
demais, sdo entendidos de forma igual ao GTA.
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Figura 1: Exemplo de um GTA.

No caso dos GTAs, a formulagdo da linguagem
apresenta uma complexidade a mais, devido a
inclusdo do limite superior de tempo, ndo sendo
objeto do presente trabalho. Para um melhor
entendimento da dindmica dos GTAs, consultar
[8]. Também, para o caso da composicao
sincrona, a formulacao é similar a dos autbmatos
(max,+), considerando que os limites inferiores de
tempo séo calculados utilizando a algebra (max,+)
e os limites superiores pela &lgebra (min,+). As
definicbes aplicadas as matrizes de incidéncia
dos autbmatos (max,+), como linguagens,
acessibilidade, coacessibilidade, equivaléncia de
matrizes e composi¢cdo sincrona, apresentam
grande similaridade para o caso dos GTAs,
podendo ser consultado o trabalho [17] para sua
compreensao.

Formulacéo do Problema de Controle
Para tratar o problema de controle de SEDs
temporizados considerando 0s eventos
prospectivos (com limites superiores de tempo de
ocorréncia), definem-se: o conjunto de eventos
forcaveis X, < X, o conjunto de eventos
prospectivos ¥, c X, € 0 conjunto de eventos
remotos X, c X, com X = X, U X,.. Assim, para o
tratamento apresentado em [18], define-se a
matriz de incidéncia At. referente a parte
controlavel do GTA que modela o SED.

Definigcdao 5 Dado um alfabeto X, e considerando

Y =X, U X, define-se a matriz de incidéncia dos
eventos controlaveis At. por

. . lgo. se do. de i para j;
At.= [(tﬁﬂji.j} Hate), , = {_g " caso ;ontrdrio,

onde I, € o tempo minimo que o autbmato leva
para ir do estado i para o estado j. Se existe mais
de um evento definido do estado / para o estado j,

(ﬂfE:] i = @ Egi. .:rk.
k

O vetor de estado inicial e o vetor de estados
marcados sdo os mesmos de At.

Deve-se ver que os eventos forgaveis sao
eventos controlaveis, de forma que se podem
impor limites superiores de tempo aos mesmo.
Isto seré explorado adiante.

Sintese do Supervisor

O algoritmo da SupC(L) [21], prové um
procedimento para construir um supervisor para
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SEDs. Dadas as linguagens do SED e do
comportamento requerido, o algoritmo elimina
arcos controlaveis que conduzem a estados onde
eventos ndo controlaveis ndo pertencentes a
execucdo do sistema supervisionado ocorrem.
Esse procedimento é similar a sintese do
supervisor para SEDs temporizados apresentada
em [3].Com a inclusdo dos eventos forcaveis se
garantem condi¢des para impedir a execugéo de
eventos nao controlaveis (que podem ser
prospectivos) antes que atinja seu tempo minimo
de ocorréncia. O procedimento usado é feito
usando operagbes matriciais € 0 comportamento
desejado, bem como o supervisor, seguem a
mesma formalizagdo de [18], aplicado ao caso
dos GTAs (Definicdo 4), também exigindo a
transformagéo das matrizes Et e At em matrizes
Et" e At’, quando Et ndo é submatriz de At, de
forma que Et’ se Eresente como uma submatriz
de At’, tal que L(At")=L(At) e L(Et")=L (Et).

As definigbes dos operadores ACES, COACES,
TRIM e de continéncia (>, <, &, =) sdo as
mesmas de [18].

Para este trabalho, define-se uma matriz nula
como sendo a matriz [-], onde todos os

elementos sdo [e,e ]. Também, adiante, sempre
que se utilizar @ entre duas matrizes de incidéncia
na sintese do supervisor, considera-se como
sendo o uso de duas operagdes dos didides,
denotadas por @, para trabalhar com os limites
inferiores / dos intervalos de tempo das matrizes e
@min para os limites superiores u. Essas notagdes
para estes operadores (®nmex € ®min) SA0 para
diferenciar as operagcdées nas matrizes. Dessa
forma, quando for utilizado o operador @ entre
duas matrizes At e Et, deve-se considerar que ha
uma particdo onde o operador @, € usado entre
as partes definidas sobre / e ®,,, entre as partes
definidas sobre u. Isto é, C = At ® Et = [¢;}],

( rCat; @max oCet; J o ge HEEEE de: pala J"l
[ eCat; it UgCat; i a
[gCn‘ @mu aCet, ;) UaCet, ]cr se 30Ty de i para j;

caso conmtraro.

se 3o€Y,. de i para j;

(1)
Os elementos da matriz C definem condicoes
para cada tipo de evento tratado. Isto é, para
eventos controlaveis pode-se impor atrasos; para
eventos ndo controlaveis ndo ha possibilidades de
atrasar nem forgar sua ocorréncia e para eventos
forcaveis, tanto se pode atrasar como forgar sua
ocorréncia. Assim, a condicdo de controlabilidade
€ similar a [18], como a seguir:
Definicdo 5 Dada uma especificacdo de
comportamento Et # [-], com ACES(Et) = Et, e a
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matriz de incidéncia At que representa o GTA, a
condicdo de controlabilidade para Et é definida
por ACES (Et @ At,) = Et.

Esta condigdo é naturalmente satisfeita, desde
que nesta abordagem é garantida que a matriz Et
€ sempre submatriz de At. Logo, as condicdes
para a construgcdo do supervisor sdo similares a
[18], com as operagcbes matriciais de @ como em
(1). Isto é:

Lema 1 Um supervisor St para uma matriz de
incidéncia At é definido pela especificacdo de
comportamento Et se e s6 se ACES(Et®At,;)=Et.
Corolario 1 Dada uma especificagdo de
comportamento Et e uma matriz de incidéncia At
que € o modelo de um SED, St = TRIM (Et) se e
s6 se ACES (Et @ At,) = Et.

E para os casos em que ACES (Et @ At,.) > Et, é
necessario avaliar a existéncia de eventos
forgaveis para definir suas ocorréncias antes dos
eventos que nao satisfazem a condicdo de
controlabilidade. Isto é feito pelo seguinte:
Teorema 1 Dada uma especificacdo de
comportamento Et e a matriz de incidéncia dos
eventos ndo controlaveis At,,, do autdmato Amax.)
trim, se

ACES (Et ® At,;) > Et (2)
e se para cada elemento etf;; que ndo satisfaz (2)
existe um elemento 6 c ely;, k# i| o € X1, entdo a
SupC(L) pode ser construida fazendo

Uscety < locat (3)

Demonstracédo: Sejam as matrizes At e Et, tais
que ACES (Et ® At,;) > Et para algum elemento
et;; = —. Se neste elemento Joc at;, com [luar,
Ugati], € sendo o < elyj, 6" € Xf| Uscet> Ugc atk
entdo a finalizagdo do temporizador de ¢ c ak;
necessariamente impde sua ocorréncia (ver [3])
impedindo o evento ¢’. Fazendo Uscew; < lscat)s
isto €, definindo o intervalo de tempo de vida de ¢
C elyj COMO [lycem beai ), NECESSAriamente sua
ocorréncia tem de acontecer antes de ¢ < aly;
tornando o elemento de at;;j=—. 3
Mas se um supervisor ndo for ainda construido
pelo Teorema 1, usa-se a matriz de caminhos néao
temporizada de [22] para construi-lo:
Teorema 2 Dada uma especificacdo de
comportamento Et e a matriz de incidéncia dos
eventos ndo controlaveis At,,, do autdmato Amax.)
trim, se ACES (Et @ At,,) > Et entdo a SupC(L)
serd determinada recursivamente por:
1.Paran=1, St'= Et.
2.Para n=n+1, enquanto (n<N) A 36, ¢ Et entéo
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BY. =E®(A,)""

St" = [sth]

o st:-fj_] seolol, ..o, €BY, Aol € Et;
LI seal dEt Aol T,

St" = TRIM(St")

em que o,. é o n-ésimo evento da seqléncia de

um termo de B, , que pode ser 6, ¢ Et.

3.8e (>N A 3o, ¢ Et em St"), entdo St = [-].

Deve-se observar que a utilizagdo da matriz de

caminhos ndo temporizada B),. para a avaliagao

dos caminhos que levam a estados proibidos, nao

gera problemas na construgdo do supervisor.
Exemplos

Exemplo 2 Considere o Exemplo de [3] do

pedestre e do 6nibus, cujo autébmato é visto na

Figura 2(a) que tem representacdo matricial

- [221p 1j -

- - - 1j | eAn=l - - -]

- - - R2ApeAan=l - -

At =

Para a especificagdo vista na Figura 2(b), tem-se
ej

S OE) =le - -]

ep |,
T leEy=[- - o],
Utilizando o procedimento de transformacdo de

matrizes para que Et se torne submatriz de At,
encontra-se

- Al - A2
16 elementos
- - A2 Al
At = o pean=le - . -]
- - - At
16 elementos
P(Ar) = - e — ¢ e -
em que
- -1 - - 22p - -
- - — 1 - — — -
Al= e =

- - [22]p
Pelo procedimento de sintese, encontra-se que
ACES (Et @ At,) > Et. Logo, pelo Teorema 1,
encontra-se st;; = [1,2)j com st 1> = [2,2]p e 0S
demais elementos sédo —, visto na Figura 2(c).
Exemplo 3 O autémato da Figura 3(a), tem X=X,
={a} e X,={B,x} e sua representagdo matricial é

- la - 2K
ao| - - R2AB - eUn=le - - -]
t= .

2 - [B51B [elk[eAan=2 - - 3f
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e~y — (2] p_ —
l Lj (a)
J ’_Y.__J I
3 }:_4 e
[2!2] P e )-
e
ST (23> ©
P N N
1) T2 T NG >

Figura 2: (a) Sistema do pedestre e Onibus; (b)
comportamento desejado e (c) supervisor.
Sendo a especificagdo de comportamento para
este autdmato (vista na Figura 3(b))

- la - 2K

- - 28 - | 6EN=[ - - -]

20 - - - feEn=[- - - 4]

- — 2 —
entdo, usando o procedimento apresentado, tem-
se que ACES (Et ® At,,) > Et. Dessa forma, pelo
Teorema 1, encontra-se para St o elemento
st;1=[2,3)a que inibe a execugdo de B no estado
3. Entretanto, k¥ que leva do estado 3 para o
estado 4, o qual nao pertence a especificagdo nao
pode ser inibido, mantendo a néo satisfacao da
condigao de controlabilidade para Et'=St.

Et=

2
3.5
L la 2.2 !
RS >3;[']E'>.3_.- Vo)
£ a A A
: sy b
\ A yd
. 4 e [LEI
3 N
2
LT . >
& a  / o y
o 1} > o L2204
§ h T T (bl
4
| 4
4N
. .u-' '-,‘. 25 ;_,, T 4

— 1 ] > a4 > te)

Figura 3: (a)'-A'utc“)mato, (b.)wespecificagéo de
comportamento e (c) supervisor.
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Assim, utiliza-se o Teorema 2 para solucionar o
problema de controle, em que o supervisor (visto
na Figura 3(c)) é dado por

- - - 2x

0(Sst)y=[e - - -]
- - - —lesn=F - - 4T

St =

CONSIDERAGCOES GERAIS

Para o caso deste formalismo, o algoritmo de
sintese do supervisor é fundamentado seguindo
0S mesmos passos de [17,18,22,23].

CONCLUSOES

A abordagem desse trabalho é uma extensao de
[18] que permite o tratamento de SEDs
temporizados com eventos com tempos de vida
definidos por intervalos com limites superiores
finitos (definidos como eventos prospectivos em
[3]). Aqui, as matrizes de incidéncia representam
GTAs, em que sao introduzidos conceitos como
os intervalos de atraso inicial e finais. As
operacdes dos didides sao baseadas na éalgebra
min-max, onde se usa 0 operador @, para as
operacdes com os limites inferiores dos intervalos
de tempo e ®@,,;, para 0s superiores.

A complexidade do procedimento desenvolvido é
de ordem O(N4), com N sendo a dimenséo das
matrizes de incidéncia (nimero de estados dos
autébmatos). Todo o formalismo incluido para o
tratamento dos SEDs temporizados com eventos
prospectivos é valido para os casos de [18,21].
Deve-se observar que para esta abordagem, a
representacdo via matriz de incidéncia limita o
nimero de estados do sistema a um numero
finito, mas garante a construcado de supervisores
para SEDs temporizados como em [3].
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